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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 21-01
(Théorie des nombres)
lle année, 1969/70, n° 21, 10 p. 8 juin 1970

APPLICATION DES VARTIABLES NON COMMUTATIVES
A DIVERS PRODUITS DE SéRIES FORMELLES

par Michel FLIESS

l. Introduction.

Les séries formelles rationnelles et algébriques en variables non commutatives
ont été introduites par M. P. SCHUTZENBERGER [17] pour généraliser la théorie des
langages formels de N. CHOMSKY. Les séries rationnelles correspondent aux langages
définis par des automates ayant un nombre fini d'états, les séries algébriques aux
langages '"context-free" définis par des automates 3 mémoire en pile (cf. [3], [217).
I1 est possible de diviser 1'étude de ces séries en trois directions, d'ailleurs
non indépendantes entre elles. On peut essayer de généraliser aux séries des pro=
priétés connues des langages ; souvent la démonstration en est entidrement diffd-
rente (dans cette voie, signalons [14], [19], [22], [10]). On peut aussi considérer
ces séries comme formant des anneaux non commutatifs, et les étudier, par exemple,

& la lumidre des résultats acquis par P. M. COHN [5] 3 en [8], on obtient diverses
propriétés de factorisations ; en [9], on détermine le commutant d'une série ration—

nelle.

Enfin, on peut essayer de leur généraliser des notions classiques en théorie des
fonctions analytiques ; la plus importante, jusqu'a présent, est le produit de
Hademard étudié par M. P. SCHUTZENBERGER [20]. Ctest cette dernidre voie que nous
exploitons ici en étudiant notamment le produit de Hurwitz (cf. [6], [7]). Nous
montrons, par ailleurs, que les variables non commutatives peuvent aider & obtenir
de maniére simple des résultats nouveaux dans le cadre classique des variables com=—

mutatives,

2. Rappels.

Soit X wun ensemble fini non vide, appelé alphabet, qui engendre le monoide li-
bre X' . Un élément de X° est appelé mot ; 1'élément neutre, noté <1» , est le
mot vide.

Soit A wun anneau commutatif unitaire. A(X) et ACD> désignent les A-algdbres
des polynSmes et des séries formels en les variables associatives X (non commu--

tatives, si card X > 2 ). Un éiément s de A<K> est notd

s=2{(s, £)f| fex, on (s, f)enr .
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A[X] et A[[X]] sont les A-algdbres des polynémes et des séries formelles en les

variables commutatives X .

A[[X]] et A<X> sont des algdbres topologiques complétes, grice & la filtration

définie par 1'idéal (X) des séries de terme constant nul.

On sait qu'une série de A[[X]] ou A<> est inversible si, et seulement si,
son terme constant est inversible dans A . Une série s de terme constant nul est

dite quasi-inversible, le quasi-inverse de s est la série §= 2 sT (cette
n3l
somme infinie a un sens pour la topologie définie plus haut). Le quasi-inverse est

aussi défini par la relation suivante :

sS+s8=83+8=58 .

Une sous-algébre R de A[[X]] ou A<X> est dite rationnellement close si, et

seulement si, l'inverse (resp. le quasi-inverse) de tout élément inversible (resp.

quasi-inversible) de R appartient aussi & R .

DEFINITION. - L'algtbre Arat[[X]] (resp. Arat<X> ) des séries rationnelles est
la plus petite sous-algdbre de A[[X]] (resp. A<X> ) rationnellement close qui

contienne A[X] (resp. AX) ).
rat[[X]] n'est autre que 1l'algeé-

bre des séries de Taylor, développements 3 1'origine des fractions rationnelles ré-

Lorsque A est un corps K , il est clair que X

gulidres.

Dans le cas d'une seule variable, on sait que les coefficients d'une série ration-
nelle sont 1liés par une relation de récurrence linéaire & coefficients constants.

M. P. SCHUTZENBERGER ([177, [18], [20]) 1'a généralisé dans le cas des séries en va~

riables non commutatives. Une représentation de x* dens ANXN est un homomorphis—

me du monoide X dans le monoide multiplicatif ANXN des matrices carrées N x N

a4 éléments dans A . Un projecteur m de ANXN est un élément du A-module dual
du A~module ANXII ;s clest=a~dire une application lindaire de ANXN dans A .

’ .
THEOREME. - Pour qu'une série r de A<X> soit rationnelle, il faut et il suf-
fit qu'il existe un entier N , une représentation y : x* -->-ANXN s un projecteur

s ANXN -> A , tels que

r=(r, 1) +3f(m)f| £fexxy ,

od (r, 1) est le terme constant.

J. RICHARD [15] a récemment précisé la démonstration et le résultat de ce théord-

me.
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Soit = = {gl y see o gM} un nouvel ensemble fini de variables, et soit
Dy g +++ s Dy un ensemble de N polyndmes de A[X u =] (resp. A(X uE) ), dont
les termes constants et les coefficients des variables gj (=1, eee 5 M) sont
nuis. Le systéme algébrique gi = Ps (i=1, ¢eo 4, M) peut 8tre résolu par ap—
proximations successives (cf. [17], [20]). Une composante de la solution est une
série de A[[X]] (resp. A<X>» ), dite algébrique propre. Une série algébrique est

la somme d'une série algébrique et d'un terme constant. L'ensemble des séries algé-

briques forme une sous-algdbre 22E[[X]] (resp. 23845 ) ratiomellement close.

Remarque. - Soit K wun corps commutatif. Une fonction algébrique est solution

n-1
y

d'une équation de la forme ¢, yn + c +eee ko ¥ HrO = 0, on

Cqy s +ee 3 Cp € K[X] . Supposons y(Ol, eee 5 0) =0 . Ltorigine est un point régu-
lier si cn(O y see 5 0) =0 et Cn—l(o y ses 5 O) #0 . On remarque alors que le
développement de Taylor & 1l'origine est une série algébrique au sens défini plus
haut. Cependant, 1'on ne sait démontrer en toute généralité que le développement de
Taylor, s'il existe, d'une fonction algébrique est une série algébrique. Récipro-
quement, il est clair qu'une série algébrique de K[[X]] est le développement de

Taylor d'une fonction algébrique.

Le produit de Hademard de deux séries s, et S, de ALXK> est la série

Sy ® Sy s définie par

3

slos2=Z{(s1,f)(32,f)fl fex} .
Généralisant un résultat élémentaire en théorie des fonctions analytiques d'une

variable, M. P. SCHUTZENBERGER [20] a montré le théordme fondamental suivant.

, 4
THEOREME. = Le produit de Hademard d'une série rationnelle et d'une série algé-

brigque (resp. ratiommelle) de A<X> est une série algébrique (resp. rationnelle).

3. Liens entre variables commutatives et non commutatives.
e o e e et a ataralaya W W W W W WV W W W Y et a e et a oV oW W W W Nl b e e e oW o W W U el

Soit « 1'épimorphisme canonique de A<X> sur A[[X]].

PROPOSITION. - La restriction de o & A"y (resp. APEX> ) st un Spimor-
phisme sur Arat[[X]] (resp. Aalg[[X]] ).

Preuve. - Remarquons d'abord que la série dont 1'image commutative est donnée est

définie au noyau prés de 1'épimorphisme o« .
Toute série algébrique sans temme constant de A[[X]] est composante de la solu~

tion d'un systdme d'équations g5 = P; (=1, «o. , M) . Considérons un monBme
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du polyndme pj e AlX y 8], et fixons aux lettres un ordre arbitraire. On obtient
un mondme non commutatif, et ainsi un systime algébrique non commutatif, dont une

composante de la solution a 1l'image commutative désirée.

Une série rationnelle de A[[X]] est engendrée, & partir d'un nombre fini de po-
lyn8mes, par un nombre fini d'additions, de produits, d'inversionms, et de quasi=-
inversions. Pour obtenir la série non commutative cherchée, on prend des polyndmes
de A({X) ayant les précédents pour images commutatives, et on effectue sur eux,
dans un ordre identique, les mémes opérations d'additions, de produits, d'inversions,

et de quasi~inversions.

4, Sur la diagonalisation.

On pose X = {x cos xk} . Soit t wune nouvelle indéterminée. On appelle dia-

n
s=2s x ! ... xzk de A[[X]], 1la série Os = 2 s .
ned 1 n

nn
Lorsque A est le corps des nombres complexes, connaissant les singularités de s,
R. H. CAMERON et W. T. MARTIN [2] ont étudié les singularités de divers types de
diagonales de s .

1 ?

gonale de la série

On suppose, dans la suite de ce paragraphe, card X =2 .

THEOREME., - La diagonale d'une série rationnelle de A[[xl y ijj est une série
algébrique.

Ce théordme a été démontré par H. FURSTENBERG [11] dans deux cas

- Lorsque A est le corps des complexes, en utilisant la formule des résidus
pour les intégrales complexes 3
- Lorsque A est un corps de caractéristique non nulle, le nombre de variables

est alors quelconque.

Nous allons donner ici une démenstration trés simple, valable quelle gue soit la
nature de 4 .

2]] est image commutative de la série ra-
tionnelle r' de Aéxl y XpP o Soit d 1la série de A<x1 y X

La série rationnelle r de A[[xl , X

o 9 définie par

ad=x{f| |f

. = 1El Y
1 2

ol lf]xi désigne le nombre dloccurences de %, (i=1, 2) dans lemot £ .
Elle est algébrique (cf. [3], [14]), comme premidre composante de la solution du

systéme d'équations
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—_ ? - 14
(xl X, + Xy X + X gxl X, + X, §X2 xl)(l +E) ,

W

U
i

x, €' x,+x x, ,
1 1 >x, 2 172

g, =x, 8! x +x, %X
<g X, 2 X, 1 271

Sz, (xp x; + %, 5z, x)(1+ gél) ’

(xl x2 + xl gé xz)(l + gé ) .

g!
%5 1 2

Le produit de Hadamard r © d est une série algébrique. Soit ¢ 1'épimorphisme
de A<x , x> sur A[[t]], défini par ox; =t (i=1,2) .11 vient
or = m(r' o d) , d'ol la nature de la diagonale.

5. Le produit de Hurwitz et quelques autres produits.

Soient f et g deux mots de x* ; on appelle produit de Hurwitz de f et g,

le polyndme homogéne de A{X) , défini par

! = se e * = =3
fog Z{flgl kgkl fl,gl,...,gkex , f_fl...fk, g-gl...gk} .
Par linéarité, on étend ce produit & A{X) et AL> ,

s, Is, = Z{(s1 , f)(32 ,g8) fmg | feXx¥ ot ge .

On vérifie aisément qu'il est associatif, commutatif et distributif par rapport &
l'addition. A(X) et A<> peuvent 8tre ainsi munis d'une nouvelle structure

d' A-algébre, dite algébre de Hurwitz. Dans la littérature américaine, ces algdbres

ont pour nom "shuffle algebras" ; elles interviennent comme algdbres duales de cer—

taines co-algebres vérifiant une propriété universelle (cf. [23]). Le nom que nous
leur donnons a pour origine une opération classique sur les séries & une variable,
définie par A. HURWITZ et S. PINCHERLE,

a= 2 a,n/zn+l , b= 2 bn/zn+l ’
n0 n30
n+l S /n
S I T T

En effet, comme
imi=1, lmMx=xMl=x, et (fxMegx!) = (£ Wexx + (fxm g)x' ,

. k n=-k m\ n
on montre par récurrence que X I X = Qk) X .



21-06

Jo LAMPERTI [13] a généralisé les produits de Hadamard et de Hurwitz de la menid-
re suivante s soient o , B, y trois éléments de A, f et g deux mots de
X* 3 le produit de Lamperti de f et g relativement aux constantes o , 8 , Yo,
est le polynfme homogéne
n, n, n
1 .72 73
fﬁd,B,y g = 2o B vy fl gl h1 oo £ gk hk

f=flhloo0fkhk, gzglhl...g,khk
nl = Ifl LI Y fk' ’ n2= Igl o0 gl{’ 9 Il3= lhl e hkl

( |w| désigne 1a longueur du mot w ).

Lorsque o =8=0, vy =1, on obtient le produit de Hadasmard, lorsque o=8=1,

Y =0 , le produit de Hurwitz.

Le produit de Lamperti des deux séries a = o a zn+1 et b=2 bn/zn+1 est la
série
= n+1 N _ n! i j k
eEre/s o og= X e Bl e b

i+Jj+k=n
Lorsque A est le corps des complexes, et lorsque a et b ont des rayons de
convergence R et R!' finis (clest=a~dire

l/n =R <

T | Y er<a ),

Je RICHARD m'a indiqué la formule suivante :

S) - 1 'z = ot __dt
2,8,y b2) = 57 "[(F) a(t) b(a + vt/ B+ yE
r
1
== J ey AE5EE) b(v) 2 v

(r) et (T'*) sont des courbes simples extérieures au cercle centrdé 2 l'origine
de rayon RR' . On généralise ainsi deux formules bien connues (cf. [16]) concer—

nant

~ Le produit de Hadamard,

2 © b(z) = 5 f(r) a(z) b(z/t) L= s Jv(r,) a(a/4) v(s) &,

~ Le produit de Hurwitz,
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al b(z) = —2—%1- f(r) a(t) v(z = t) at = -2-% J(r') a(z - t) b(t) dt .

VRN
THEOREME. - Le produit de Leamperti d'une série ratiomnelle et d'une série algé-

brique (resp. rationnelle) de A<X> est une série algébrique (resp. rationnelle).

Preuve. - La méthode est inspirde de S. GINSBURG et E. H. SPANIER [i2]. Introdui-
— » .
sons les alphabets X = {X | x e X} et X= (]| xeXx}, tels que
an:inf:fn)ﬁ:ﬁ .
Remplagons respectivement, dans les séries a et b de A<LK> , toute variable

x € X par les séries rationnelles (aox car x4 vx) et (p(car E+ %), ob

* * 3 =, = _ %
car X =2{f | feX} et car X- =2{f | feX} .

On obtient les séries a! et b' de AKX u X.U:§; , dont on vérifie aisément
qu'elles sont rationnelles ou algébriques si a et b 1le sont. Soit o 1'épimor-
phisme de AKX uli_u:ig sur AK> , défini par oX = oX = ox = X pour tout x € X.
I1 vient

a b = ola' ©b') .

e
wy 3,y
Dtoly 1le théoréme.

Remarque. — Supposons les séries a et b rationnelles données par les représen—

tations matricielles,
S(mf)r | £exx} ,

a8 =
b=3f(mute)f | £fexx'}y ,
* XN TN 3
o w: X -9»ALXH s W' o: x* —9'AI < . Soient 11\T et 1N' les représenta=
N ¢ T
tions qui, & tout mot de x* , font correspondre les matrices identités de ANXk
NIxN! . 3 NIV ' xNN! . . tps o
et 4 . Soit v X' =>4 la représentation définie par
vf = VXl N Xn = if (a(p %) lﬂ') + 6(1N ) u') + y(u‘® u&))xi .
i

I1 est clair que

a o b=3i(rentvf)f | £exx'} .

Oy By

6. ng application aux variables commutatives.

S ’

De nombreux auteurs ont cherché 3 généraliser pour plusieurs variables commutati-

ves les propriétés simples de composition des singularités obtenues en une seule
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variable avec les produits de Hadamard et de Hurwitz. Nous nous intéresserons ici
aux traveux de S. BOCHNER et W. T. MARTIN [1], qui définissent dans A[[X]] 1es
produits suivants ¢ a et bn Stant les polynbmes homogtnes de A[X] de degré

n , tels que
a= 2 g ’ b= 2 b ’

n>0 . n>p
on pose
aHb= 2 a b (produit de Hadamard-Bochner-lMartin) |,
n>0
a® b= &EZ (n) b v) (produit de Hurwitz-Bochner-Martin) .
n>0 -

THﬁORﬁME. - Le produit de Hadamard-Bochner-Martin ou de Hurwitz-Bochner-Martin

d'une série rationnelle et d'une série algébrique (resp. rationnelle) de A[[X]]

est une série algébrique (resp. rationnelle).

Preuve. - Donnons, par exemple, la preuve pour le produit de Hadamard. Soit o
1'épimorphisme canonique de A<X> sur A[[X]]. a et b, séries rationnelles ou
algébriques de A[[X]], sont images par o de séries a! et b' de AL> de
méme nature. Introduisons 1l'alphabet X = {X | x € X} . Substituons respectivement
& toute variable x € X les polyndmes x(J F | J e i) et (Ty I y € X)X . On
obtient des séries de méme nature a' et b" appartenant & A< U X> . Soit ¥
1'épimorphisme de AKX u > sur A[[X]] défini, pour tout x e X s PAT OX=@X=X .
I1 vient

al® b=ola"c b")

7. Le produit de Hurwitz sur un corps parfait de caractéristique non nulle.
MMMMMMMMWWWWMMWWW

On sait que le produit de Hadamard de deux séries algébriques sur le corps des
complexes n'est pas nécessairement une série algébrique. H. FURSTENBERG [11] a pu
montrer ( ) que, sur un corps parfait de caractéristique non nulle, le produit de
Hadamard de deux séries algébriques 2 une variable est une série algébrique 3 pour
cela, il montre que toute série algébrique est diagonale d'une série rationnelle en
deux variables commutatives., Signalons que G. CHRISTOL [4] a démontré ce dernier

résultat lorsque le corps de base est local de caractéristique zéro.

(*) E. FURSTENBERG suppose le corps de base fini, mais n'utilise cette proprlete
que pour la proposition 1, et sous la forme suivante 1l'existence, pour tout é1é-
ment, d'une racine d'ordre égal A la caractéristique. Or cette propriété caractéri-
se 1es corps parfaits.



21~09

THébRﬁME. - K étant un corps parfait de caractéristique non nulle, le produit

de Hurwitz de deux séries algébriques de K[[x]] est une série algébrique.

En effet, soient a et b deux séries algébriques de K[[x]], respectivement
diagonales des séries rationnelles r et s de K[[u , v]] et X[[u', v?]]. Le
produit de Hadamard-Bochner-Martin de r et s est une série rationnelle de

K[[uvv’u' ;V':ljv

r¥ s = 2 Y h oprgt B Ly 2agr v! .
t 1 ’ 9 b4
nl,nz,nl,nzeﬂ 17727712

m+n

La série o X
2 n,n,n',n?

n,n!>0

une conséquence immédiate du lemme suivant, dont la démonstration est une adaptation

n'est autre que r M s . Le théordme est alors

simple de celle du théoréme 1 de [11].

LEMME. - X étant un corps de caractéristique non nulle, w é&tant la série ra-

tiomnelle de X[[u , v, u', v'1],

n, n n! n!
W= W ptgt B Ly2ar? vt 2 ’
17722

alors

Nt o n_ '

O 2 n,n,nt,n? uou
est une série algébrique de K[[u , u']].
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