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APPLICATION DES VARIABLES NON COMMUTATIVES

À DIVERS PRODUITS DE SÉRIES FORMELLES

par Michel FLIESS

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)

année, 1969/70, n° 21, 10 p. 8 juin 1970

1. Introduction.

Les séries formelles rationnelles et algébriques en variables non commutatives
ont été introduites par M. P. SCHÜTZENBERGER [17] pour généraliser la théorie des
langages formels de N. CHOMSKY. Les séries rationnelles correspondent aux langages
définis par des automates ayant un nombre fini d’états, les séries algébriques aux
langages "context-free" définis par des automates à mémoire en pile (cf. [3], ~21~~,
Il est possible de diviser l’étude de ces séries en trois directions, d’ailleurs
non indépendantes entre elles. On peut essayer de généraliser aux séries des pro-
priétés connues des langages ; souvent la démonstration en est entièrement diffé-
rente ( dans cette voie, signalons [ 1 4 ] , 1 19 ], [ 22 ], [ 10 ]) . On peut aussi considérer
ces séries comme formant des anneaux non commutatifs, et les étudier, par exemple,
à la lumière des résultats acquis par P. COHN [5] ; en [8], on obtient diverses
propriétés de factorisations ; en [9], on détermine le commutant d’une série ration-
nelle.

Enfin, on peut essayer de leur généraliser des notions classiques en théorie des
fonctions analytiques ; la plus importante, jusqu’à présent, est le produit de
Hadamard étudié par M. P. SCHÜTZENBERGER [20]. C’est cette dernière voie que nous
exploitons ici en étudiant notamment le produit de Hurwitz (cf. [6], [7 ~~ . Nous
montrons, par ailleurs, que les variables non commutatives peuvent aider à obtenir
de manière simple des résultats nouveaux dans le cadre classique des variables com-
mutatives.

2. Rappels.

Soit X un ensemble fini non vide, appelé alphabet, qui engendre le monoïde li-
* j. 

’ "

bre X . Un élément de X" est appelé mot ° Isolément neutre, noté ~ , est le
mot vide.

Soit A un anneau commutatif unitaire. A(X) et A~~ désignent les A-algèbres
des polynômes et des séries formels en les variables associatives X (non commu-
tatives, si card X ~2 ). Un élément s de est noté



A[X] et sont les A-algèbres des polyn8mes et des séries formelles en les

variables commutatives X.

et sont des algèbres topologiques complètes, grâce à la filtration

définie par l ’idéal (X) des séries de terme constant nul.

On sait qu’une série de ou est inversible si, et seulement si,
son terme constant est inversible dans A . Une série s de terme constant nul est

dite guasi-inversible, le quasi-inverse de s est la série ‘s ~ ~ sn’ (cette
" ~" " " " 

n>~.
somme infinie a un sens pour la topologie définie plus haut). Le quasi-inverse est
aussi défini par la relation suivante :

Une sous-algèbre R de à[[X]] ou est di te rationnellement close si, et

seulement si, l’inverse (resp. le quasi-inverse) de tout élément inversible (resp.
quasi-inversible) de R appartient aussi à R .

DÉFINITION. - L’algèbre Arat[[X]] (resp. AratX>> ) des séries rationnelles est

la plus petite sous-algèbre de à[[X]] (res . À4XI> ) rationnellement close qui
contienne à[x ] ( rel . ’ A X> ).
Lorsque À est un corps K , il est clair que n’est autre que l’algè-

bre des séries de Taylor, développements à l’origine des fractions rationnelles ré-

gulières.

Dans le cas d’une seule variable, on sait que les coefficients d’une série ration-

nelle sont liés par une relation de récurrence linéaire à coefficients constants.

éi. P. SCHÜTZENBERGER ([17 ], i18 ], 120 ]) l ’a généralisé dans le cas des séries en va-
riables non commutatives. Une représentation de X* dans AN N est un homomorphis-
me du monoïde X* dans le monoïde mul tiplicatif AN N des matrices carrées N x N

à éléments dans à . Un projecteur w de AN N est un élément du A-module dual

du A-module AN N ; c ’est-à-dire une application linéaire de AN N dans à .:u A--rD.O 11 e ; c es -a- re une applicat ion l inéaire d e ans.

THEOREME. - Pour qu’une série r de À4k> soi t rationnelle, il faut et il suf-

fit qu’il existe li entier il , une représentation p : X’" ~ ANxN, un projecteur
ü ’: -o i , tels ue 

’ ’ ’

où ~r ~ 1) est le terme constant.

J. RICHARD [15] a récemment précisé la démonstration et le résultat de ce théoré-
me.



Soit S = (~. ~ ... ~ un nouvel ensemble fini de variables, et soit

Pl ’ ... , p.- un ensemble de M polynômes de A[X u S] (resp. A(X u S) )~ dont
les tenues constants et les coefficients des variables (j = 1 , .*. ~ M) sont

nuls. Le système algébrique ~ == p. (i = 1 , ... ~ M) peut être résolu par ap-

proximations successives (cf. [17~ [20j). Une composante de la solution est une
série de (resp. A~> ), dite algébrique propre. Une série algébrique est
la somme d’une série algébrique et d’un terme constant. L’ensemble des séries algé-

briques forme une sous-algèbre (resp. rationnellement close.

Remarque. - Soit K un corps commutatif. Une fonction algébrique est solution

d’une équation de la forme c.. ci ... + c = 0 ~ où

... y c e K[X] . Supposons y(û , ... , 0) = 0 . L’origine est un point régu-
lier si c n (0 y ... y 0) = 0 et ... ~ 0) 7~ 0 . On remarque alors que le

développement de Taylor à l’origine est une série algébrique au sens défini plus
haut. Cependant, l’on ne sait démontrer en toute généralité que le développement de

Taylor, s’il existe, d’une fonction algébrique est une série algébrique. Récipro-

quement, il est clair qu’une série algébrique de est le développement de

Taylor d’une fonction algébrique.

Le produit de Hadamard de deux séries s et s de A~> est la série

s. 0 s ~ définie par

Généralisant un résultat élémentaire en théorie des fonctions analytiques d’une

variable, M. P. SCHÜTZENBERGER [20] a montré le théorème fondamental suivant.

THEOREME. - Le produit de Hadamard d’une série rationnelle et d’une série algé-

brique (resp. rationnelle) de est une série algébrique (resp. rationnelle).

3. Liens entre variables commutatives et non commutatives.

Soit Ci l’épimorphisme canonique de sur A[j_X]j .

PROPOSITION. - La restriction de 03B1 à Arat X>> (resp. est un épimor-

phisme sur (resp. 

Preuve. - Remarquons d’abord que la série dont l’image commutative est donnée est

définie au noyau près de l’épimorphisme 03B1 .

Toute série algébrique sans tenue constant de A[[X]] est composante de la solu-

tion d’un système d’équations ~. 3 = p . J (j = 1 , ... , M) . Considérons un mon6me



du polynôme p. ~ A[X u E] , et fixons aux lettres un ordre arbitraire. On obtient

un monôme non commutatif, et ainsi un système algébrique non commutatif, dont une

composante de la solution a l’image commutative désirée.

Une série rationnelle de est engendrée, à partir d’un nombre fini de po-

lynômes, par un nombre fini d?additions, de produits, d’inversions, et de quasi-

inversions. Pour obtenir la série non commutative cherchée, on prend des polynômes

de A(X) ayant les précédents pour images commutatives, et on effectue sur eux,

dans un ordre identique, les mêmes opérations d’additions, de produits, d’inversions,

et de quasi-inversions.

4. Sur la diagonalisation.

On pose X = [xl’ ... , x-) . Soit t une nouvelle indéterminée. On appelle dia-

de la série s == Z s~ x la série = 1 t~ .

Lorsque A est le corps des nombres complexes, connaissant les singularités de s ,

R. H. CAMERON et W. T. MARTIN [2] ont étudié les singularités de divers types de

diagonales de s.

On suppose, dans la suite de ce paragraphe, card X = 2 .

La diagonale d’une série rationnelle de x2]] est une série

algébrique.

Ce théorème a été démontré par H. FURSTENBERG [il] dans deux cas :

- Lorsque A est le corps des complexes, en utilisant la formule des résidus

pour les intégrales complexes ;
- Lorsque A est un corps de caractéristique non nulle, le nombre de variables

est alors quelconque.

Nous allons donner ici une démonstration très simple, valable quelle que soit la

nature de A .

La série rationnelle r de x2]] est image commutative de la série ra-

r’ de x ~> . Soit d la série de x ~> ~ définie par

où désigne le nombre d’occurences de x. (i = 1 ~ 2~ dans le mot f.

Elle est algébrique (cf. ~3’, comme première composante de la solution du

système d’équations :



Le produit de Hadamard r 0 d est une série algébrique. Soit (p l ’épimorphisme
de x > sur défini par t ~ i ~ 1 ~ 2) . Il vient
Or = 0 d) , d ~où la nature de la diagonale.

5. Le produit de Hurwitz et quelques autres produits.

Soient f et g deux mots de X~ ; on appelle produit de Hurwitz de f et g ,

le polynôme homogène de A~X~ ~ défini par

Par linéarité, on étend ce produit à et A~X§> ,

On vérifie aisément qu’il est associatif, commutatif et distributif par rapport à
1 addition. A(X) et peuvent être ainsi munis d’une nouvelle structure

d’ ~»algèbre 9 dite algèbre de Hurwitz. Dans la littérature américaine, ces algèbres
ont pour nom "shuffle algebras" ; elles interviennent comme algèbres duales de cer-
taines co-algèbres vérifiant une propriété universelle ~ cf. ~ 23 ~~ . Le nom que nous
leur donnons a pour origine une opération classique sur les séries à une variable,
définie par A. HURWITZ et S. PINCHERLE,

En effet, comme

on montre par récurrence que = (nk) xn .



J. LAMPERTI [13] a généralisé les produits de Hadamard et de Hurwitz de la maniè-
re suivante : soient trois éléments de A , f et g deux mots de

X ; le produit de Lamperti de f et g relativement aux constantes y ,
est le polynôme homogène

( jwj 1 désigne la longueur du mot w ).

Lorsque of = p = 0 , y = 1 , on obtient le produit de Hadamard, lorsque 
y = 0 , le produit de Hurwitz.

Le produit de Lamperti des deux séries a = Z a et b = Z b est la

série

Lorsque A est le corps des complexes, et lorsque a et b ont des rayons de

convergence R et R’ finis (c’ est-à--dire

J. RICHARD m’a indiqué la formule suivante s

(r) et (rt) sont des courbes simples extérieures au cercle centré à l’origine
de rayon RRt . On généralise ainsi deux formules bien connues (cf. [l6]) concer-
nant :

- Le produit de Hadamard,

- Le produit de Hurwitz,



Le produit de Lamperti série rationnelle et d ’une série algé-

brique (resp. rationnelle) de A «X» est une série algébrique (resp. rationnelle).

Preuve. - La méthode est inspirée de S. GINSBURG et E. H. SPANIER [12]. Introdui-

sons les alphabets 1 = (5 c ~X ~ 1 tels que

Remplaçons respectivement, dans les séries a et b de A , > , toute variable

x E X par les séries rationnelles car X* + et (03B2(car x*)x + x) , où

On obtiant les séries a’ et b’ de u X u X~> y dont on vérifie aisément

qu’elles sont rationnelles ou algébriques si a et b le sont. Soit m l’épimor-

phisme de A4X u X u X>> sur A «X», défini par 03C6x = 03C6x = 03C6x = x pour tout x ~ X.

Il vient

D’où le théorème.

Remarque. - Supposons les séries a et b rationnelles données par les représen-
tations matricielles,

s s Soient 1 et 1 , les représenta-où  : X* ~ A NxN , ’ : X ~ A . Soient 1N et 1N, les représenta-
tiens qui, à tout mot de X*, font correspondre les matrices identités de A
et A 

N’xN’ . Soit B; : X 
* 
~ A 

NN’ NN’ t 
la représentation définie par

Il est clair que

6. Une application aux variables commutatives.

De nombreux auteurs ont cherché à généraliser pour plusieurs variables commutati-
ves les propriétés simples de composition des singularités obtenues en une seule



variable avec les produits de Iladamard et de Hurwitz. Nous nous intéresserons ici

aux travaux de S. BOCHNER et W. T. qui définissent dans A[[X]] les

produits suivants s a n et bn étant les polynômes homogènes de A[X] de degré
n , tels que

j’ t

THEOREME. - Le produit de Hadamard-Bochner-Martin ou de Hurwitz-Bochner-Martin
d’une série rationnelle et d’une série algébrique (resp. rationnelle) de 
est une série algébrique (resp. rationnelle).

Preuve. - Donnons, par exemple 9 la preuve pour le produit de Hadamard. Soit Q~

l’épimorphisme canonique de sur ~~C~~~ a a et b y séries rationnelles ou

algébriques de A~~~~~ 9 sont images par c~ de séries a’ et b; de de

même nature. Introduisons l’alphabet X = {x 1 x E X*} . Substituons respectivement
à toute variable x eX les polynômes J y eX) et (1 y 1 On

obtient des séries de même nature a’ et b" appartenant à A4X u X> . Soit
l’épimorphisme de u X~ sur A[[X]] défini, pour tout par 

Il vient

7. Le produit de Hurwitz sur un corps parfait de caractéristique non nulle.

On sait que le produit de Hadamard de deux séries algébriques sur le corps des
complexes n’est pas nécessairement une série algébrique. H. FURSTENBERG [il] a pu
montrer ( ) que, sur un corps parfait de caractéristique non nulle, le produit de
Hadamard de deux séries algébriques à une variable est une série algébrique ; pour
cela, il montre que toute série algébrique est diagonale d’une série rationnelle en
deux variables commutatives. Signalons que G. CHRISTOL [4] a démontré ce dernier
résultat lorsque le corps de base est local de caractéristique zéro.

(*) li. FURSTENBERG suppose le corps de base fini, mais n’utilise cette propriété
que pour la proposition 1~ et sous la forme suivante : l ’existence, pour tout élé-
ment, d’une racine d’ordre égal à la caractéristique. Or cette propriété caractéri-
se les corps parfaits.



, , 
, ,

K étant un corps parfait de caractéristique non nulle, le produit
de Hurwitz de deux séries algébriques de K[[xjj est une série algébrique.

En effet, soient a et b deux séries algébriques de respectivement
diagonales des séries rationnelles r et s de K[[u y v]] et v~]] . Le
produit de Hadamard-Bochner-Martin de r et s est une série rationnelle de

K[ [u , v , u’ , v]] ,

La série I ~ ~ -n! ~ xm+n n’ est autre que r ~I s . Le théorème est alors
n,n,n ,n 

"

une conséquence immédiate du lemme suivante dont la démonstration est une adaptation
simple de celle du théorème 1 

étant un corps de caractéristique non nulle, w étant la série ra-

tionnelle de ~~~u ’ v y u’ , v’~~ ,

est une série algébrique de K~ ~u 9 u t ~ ~ ,
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