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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 10-01
(Théorie des nombres)
lle année, 1969/70, n°® 10, 17 p. 2 et 9 février 1970

FONCTIONS SPHERIQUES ET OPARATEURS DE HECKE (1)

par Friederich I. MAUTNER

§ 1. - Soient G un groupe topologique localement compact, et G un sous-
groupe fermé. Supposons que sur 1'espace homogéne G \ G , il existe une mesure in-
variante, et considérons 1'espace L2(G \;g) des fonctions & valeurs complexes et

& carré intégrable relatif & cette mesure. Soit endG(LQ) l'algébre de toutes les

transformations continues lindaires T de cet L2 qui commutent, avec multiplica-
tions a droite Rg par les éléments g de G . Si l'espace G \ G est une varié-
té réelle, ou p-adique, telle que la théorie des distributions de L. SCHWARTZ (ou
sa généralisation par F., BRUHAT) est valable, on sait que T est donné par une

distribution + € ®'(G\ G) qui est invariante par multiplications & droite par les

éléments du sous-groupe G .

Si le sous-groupe G est compact, nous écrivons K au lieu de G , et nous ob-
servons que nos distributions t sont bi-invariantes par K ; donc nous avons des
distributions (qui ne sont pas des fonctions en général) sphériques qui forment

1talgibre end, LK \ Q) .

P~

Si le sous—groupe est discret, nous écrivons TI' . Supposons qu'il existe une dou-

ble classe Tgl’ dans G , qui est réunion finie des classes ng :

h
(1.1) el = U Teg. , avec h <o ,
inq J
J_
Soient SFg la mesure de Dirac du point ng de 1'espace homogéne T' \ G, et t
J
la somme finie
h
(1.2) b= Y b,
J=1 J

Evidemment t+ est une distribution (mesure) sur T \ @ , invariante & droite par
les éléments vy de T : RY t=1% .

Exemple : Scient Q wun corps de caractéristique zéro, G = le groupe projec-

G
~
tif GP(N, Q) , et T = Gp(N ’ g) le groupe modulaire. Considérons, sur 1'espace

(1 voir [2].
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homogéne T \ G, la distribution t suivante : Dans le groupe GL(N , Q) s nOus
prenons l'ensemble de toutes les matrices avec coefficients dans Z et déterminan-
te n >0 fixe. Son image naturelle (mod scalaires) dans le groupe projectif

GP(N ’ Q) est évidemment un ensemble bi-invariant par le groupe modulaire I' , et
clest une réunion finie des classes ng . Soit tn la distribution (1.2) corres—

pondante.

Donc nous obtenons, pour chaque entier positif n , une transformation lindaire

Tn , définie par

£(e7t &)

(1.3) (r, £)(e) = (¢, = £)(e) = 5
=1

h
J:
comme valeurs de f , on peut prendre ici un semi-groupe arbitraire commutatif (ad-
ditif). Ce sont les opérateurs de Hecke T, » considérés déja (implicitement) par
KRONECKER et (explicitement) par HURWITZ comme correspondances algébriques. Remar-
quons que, dans notre définition (1.3) de Tn , le corps Q (de caractéristique
zéro) est essentiellement arbitraire ; en particulier, Tn est déja défini sur le
corps @ des nombres rationnels, comme transformation linéaire sur 1'espace homo-
géne gz \_gg . Remarquons aussi que la définition (1.3) est facilement adaptée aux

antres groupes classiques.

§ 2. - Jusque récemment, T, était considéré surtout comme transformation 1li-
"~

néaire de l'espace de Hilbert Lg(gz \\ER) . Mais dans ce cas, les opérateurs de
Hecke Tn n'engendrent pas l’algéE;é de tous les gﬁfendomorphismes de L2 . Cette
algebre est non commutative déja dans le cas LZ(SL(E s Z2) \ su(2 , R)) , parce que
la série discrdte des représentations unitaires irrdéductibles de SL(2 s R)

[ BARGMANN ] se trouve dans la décomposition de cet espace de Hilbert avec une multi-

plicité > 1 en général, cette multiplicité étant égale & la dimension., de 1'es-—

C

-

pace des formes modulaires holomorphes paraboliques.

Les Gp-endomorphismes de cet espace L2(SL(2 s 2) \ SL(2 , R)) , qui ne sont pas
engendrés par les opérateurs Tn de Hecke, sont encore assez mystérieux : ils sont
donnés par des distributions + qui sont apparemment assocides aux orbites "badly
behaved" [au sens de Mackey ] (sous multiplications RY a droite par ies éléments
y de T sur l'espace I' \ G ). Ce phénomdne est connu dans la théorie des "objects
duals" des groupes ou C*-algébres, ou on a l'impression que ce phénoméne encore
assez mystérieux impliquerait qu'il y aurait des représentations irréductibles qui ne
seraient pas '"calculables". Peut-8tre le méme phénomdne est-il responsable des dif-
ficultés qu'on a trouvées quand on veut décomposer LZ(SL(2 , ZD \ sL(z2 , 29) ex-

plicitement.
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I1 semble que le probléme de cette décomposition avait déja été considéré par

.2 2.
HILBERT : Soit v 1le laplacien 'hyperbolique" y2(\3—2— + -é—é-) dans le demi-plan
ox y

hyperbolique de Poincaré : z =x+ iy , y >0 . Considérons 1l'espace

L2( -2

D3y ©dx ay)
de toutes les fonctions 1!;(Z) modulaires, qui sont de carré intégrable sur un do=-
maine fondamental D de su(2 , Z) relatif & la mesure hyperbolique y"'2 dx dy ,

et le probléme des valeurs propres

(2.1) Vs = )\j 4y € Lz(g ; y_2 dx dy) .

I1 semble que HILBERT avait déja posé la question lorsqu'il y a des relations en-
tre ce spectre discret {)\j} et les zéros de la fonction zeta de Riemann z;(s) .
Cette question a été étudide surtout par A. SELBERG et C. L. SIEGEL. Les séries de
Dirichlet 2 a n~° que SELBERG a assocides 3 certains espaces homogénes TI' \ G
[e. g. SL(2, Z_) \ sL(2 , B_) ] sont encore tr®s loin de la fonction zeta de Riemann,
parce que dans les séries 2 a, n® de Selberg, n varie sur un composé infini des

corps quadratiques, et pas seulement sur 2 .

Le probléme (2.1) des valeurs kj et des fonctions \g;j " propres du spectre dis-
cret reste encore trés difficile, méme pour le groupe modulaire. Par exemple, on ne
sait pas encore si le spectre discret de (2.1) est simple pour le groupe modulaire,
ni s'il existe des expressions non triviales pour les fonctions propres q;j a

carré intégrable.

On progresse peu si on s~bserve que Tn v = an s, ot si on remplace (2.1) par
2.2 T 4. =X, .
(2.2) n 3T Nn Yy

en restant sur le corps R des nombres réels. Cela ne diminue pas les difficultés,

qui sont peut-8tre causées par les orbites "badly behaved" des R’Y dans T\ G .

On progresse beaucoup plus si on oublie le corps R , et si on considére le pro-
bléme (2.2) sur le corps rationnel Q , ou les opérateurs de Hecke T, sont déja

définis naturellement. C'est le but de cet exposé.

§ 3. - Soient maintenant 'g;Q, = GP(2 , Q) 1le groupe des transformations li-

néaires fractionnelles,

-1
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- £ = - ! -
avec gij €Q, 811 8o = 810 851 7 0, et SZ cp(2 , g) le sous=—groupe "modu
. 1 z . - - = . , . t
laire" défini par gij €z et 811 &m0 g12 851 + 1 . Nous étudierons l'espace
. homogeéne discret gz \ G. , l'espace L(EZ \ SQ) de toutes les fonctions & valeurs

complexes définies sur

hgawé

\ g@ , et 1'action des opérateurs de Hecke T considé-

rés comme transfommations linéaires de 1'espace lindaire L(G. \ gﬁg .
)

Observons que

(3.1) G, \NG ~T & \NG =T g 0T g ,
LR T el TR e phe S

ol les produits [| sont restreints directs (sauf T1 , qui est direct carté-

pFo

sien). Ces isomorphismes conservent les opérateurs de Hecke Tn par (multiplicar

4

tions & gauche et) multiplications 2 droite Rg par les éléments g de ,gg .
Pour les groupes algébriques généraux, (3.1) est une conséquence du théordme
d'approximation de Martin KNBSER (un peu moins fort). Clest équivalent au fait que
le nombre des classes dans le genre (au sens adélique) du groupe G est 1 . Dans
le cas des groupes des matrices 2 x 2 , (3.1) est une conséquence facile de la

théorie des diviseurs élémentaires.
Le probleme global,

(3.2) T,v =2 ve Lg \Gg)
de trouver toutes les fonctions propres, se réduit donc au probléme local

(3.3) T y=r el \& ) .
AR

Considérons donc le cas local. Ecrivons G pour GP(2 ’ Q) , o Q est mainte-
nant un corps local localement compact non archimédien, D son anneau de valuation,
U 1le groupe des unités de D (i. e. U = p* ), B 1'idéal maximal de D , et
NP 1la norme de B . Le groupe R = Gp(2 s D) est un sous—groupe compact maximal
de 6 , et la structure de 1l'algdbre LO(R \ & /R des fonctions sphériques & sup-
port compact est bien connue ([1]). Remarquons que cette algdbre est s—isomorphe 2

la sous~algdbre des opérateurs de Hecke engendrée par Tp si Q= g% .

Le probldéme (3.3) est donc remplacé par le probldme de trouver toutes les solu~

tions ¢ € L(] \ ©) de
(3-4) f*“.f":)"f‘}} ?

avec f eLO(R \G /8 .
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’ .~
THEOREME. - Toutes les solutions { , & valeurs complexes, de (3.4), sont des

coefficients matriciels (convenables) des représentations du groupe & de la "série

principale,

On peut prendre les représentations Ma de la "série principale" comme représen—
tations explicites de multiplicateurs sur la ligne projective sur le corps local QO
donné : Soient v(x) une fonction & valeurs complexes sur Q , et « un caractdre

a
du groupe multiplicatif 0" dens Q' . On a

g,, X+ 8
-2 11 21
12 22
si 815 X+ 8y # 0 . On voit facilement que pour o(a) = lals (ot lal est la

valeur absolue P-adique normalisée, et a € o* )y i. e. ale) =1 si eelU, les

solutions € des équations

(3.6) M (k)g, =€, , ke ,

forment un espace linéaire de dimension 1 sur C , et que la fonction

(3.7) y(g) = (P-'Ia(g_l)ia )

est une fonction propre locale des opérateurs de Hecke, i. e. une solution de (3.4),
si T est une "distribution! [ SCHWARTZ-BRUHAT ] sur la ligne projective sur Q .
Cette distribution est essentiellement arbitraire, il suffit de savoir que le pro-
duit scalaire (3.7) converge (dans un sens qui sera spécifié plus tard). Considérée
comme fonction du parametre s , cette fonction ¢(g) = ¢(g s s) peut avoir des
zéros ; dans ce cas, la dérivée partielle, relative & s , est aussi une fonction

propre.

On montre que toutes les fonctions propres des opérateurs de Hecke sont obtenues
de cette maniére. Ce théoréme n'est pas correct si on remplace & par un sous-
groupe de congruences, parce que entrent en général dans ce cas—l3, des représenta-

tions de la série discrete.

§ 4. - Pour démontrer le théordme, il est utile de diagonaliser le T ,module

b
LO(R \ 6) des fonctions & support compact, qui est évidemment asussi un Rg—module
(g e6) .

Considérons d'abord seulement les multiplications & droite Rk par les éléments

k de & . Cela donne un développement en série de Fourier,

(4.1) 2R \G) =Y L2(] \ 6) » u ,

u
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ou % est ici la convolution sur K , et ol uw varie sur un ensemble (convenable)
des coefficients matriciels des représentations unitaires irréductibles du groupe

compact R . Appliquons la "transformation de Fourier",

(4.2) £ p-> j@ £(g) 1 (g) dg

au sous-module LO(R \ 6) * u . On montre que 1'image de LO(R \ ) # u est consti-
tuée de tous les polynémes F(s) en (I&)is ayant certains zéros, et satisfaisant
3 une équation fonctionnelle F(s) - F(1L - s) . Donc les LO(R\ ® /f)~homomor—

phismes de ce module sur C sont donnés par c¢ € C , comme

: . 5 I
(4.3) F $=> F(J)(c) y ou F(J)(c) = —a;—jf- (e) si ? zF (¢) =0 ’

pour tout F et 04 <J o

Cela donne toutes les fonctions propres comme produits scalaires (3.7).

Ay lieu du développement en série de Fourier (4.1), il est aussi intéressant et
utile de considérer le développement en série de Fourier relatif aux sous=groupes

de Cartan compacts R de G© : Soient & wun élément du corps local Q , tel que
T r
A/B'¢ Q, et R 1'image du groupe des matrices rl 5 > 5
2 1
2
i‘l - rg 8 #0 , par 1'homomorphisme naturel de GL(2 ’ Q) sur GP(Z . Q) . Soit
R 1le groupe des caractéres p de ce groupe compact R , et considérons le déve-

avec T, 4 T €0,

loppement en série de Fourier

(4.4) LR\ 6) = 3, L]\ 6) xp ,
peR

ou % est ici la convolution sur % .

Appliquons la transformation de Fourier (4.2) au sous-module LO(R \ %) %#p . On
montre que 1'image est encore constituée de tous les polyndmes F(s) en (Nip)is
ayent certains zéros, et satisfaisant & une équation fonctionnelle s jp=> 1 = s .
Cela donne encore tous les LO(R \ CS/R)—homomorphismes du sous-module LO(R \(5) %P
sur C sous la forme (4.3). Comme conséquence, on obtient toutes les fonctions
propres de 1'algdbre LO(R \6/8) dans L(] \ B) » p sous la forme

(4.5) b, (8) = A (75, , 1, D (e)

ou T‘oz 0 est déterminé (& une constante complexe prés) par
4

(4.6) Ma(r)ﬂ%p = p(r)”ﬂ%p ) pour re€ R ,
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ce qui implique

(4.7) qm,p(x) = c.ofl = ? 8) p(r) ,

avec x = r(0) € Q . Le facteur gp(s) dans (4.5) est un polyndme en (NP)TS y qui

est zéro, seulement si Rs = 1/2 .

Remarquons que chaque orbite de R et de | dans 8 \ © (par multiplication &

droite) est finie. Donc le développement (4.4) f =2 f « p est trivialement con-

P&
vergent. Donc on voit qu'étant donnée, pour chaque p € R , une fonction propre

¥ € L]\ 6) %« p, toutes avec 1améme valeur propre et des nombres complexes c,

arbitraires, la série Z; cp ¢p converge vers une fonction propre, et la distri-

bution 7 dens (3.7) est donnéde par N = 2 cp np s la convergence étant triviale.
Les mémes observations sont valables si on remplace R par R , et si on considére
le développement (4.1) £ =2 f # u . On obtient encore une fonction propre 2 cu.wu
si ?p *u = qu e L(® \G xru, A indépendant de u , et c, des nombres com-

plexes arbitraires.

Si £ est un élément de Lo(ﬁ \ 6) , son image relativement & la transformation

de Fourier (4.2), est donc une suite de polynémes Fu(s) ou Fp(s) .

Conaidérons un peu plus le cas d'un sous—groupe de Cartan compact R de G .
Soient p un générateur de 1'idéal maximal P , et R 1l'élément de G donné par

la matrice (g 3) « On montre que

(4.8) G= U /p" R .
n=0

Donc il suffit de connaftre la fonction ws p(g) si g = E? avec n >0 .
’

Supposons maintenant que 1'extension quadratique Q(/§) de Q qui définit R

est non remifide, et 21N$ y 1. e. que R est le groupe donné par des matrices

r T
1 2 X 2 2
(rz 5 r1> (mod Q .I) , avec rj €, r, - T, §£0, sl ’ 4@'¢ Q, et

2/NP . Etant donnée une fonction f(g) définie sur © , satisfaisant

(4.9) f(kgr) = £(g) o(r) ,

pour tous g€ 6, kel , et re R, et pour un caractére p de R non cons-
tant fize. Soient R'®/ 1e sous-groupe "de congruence" des éléments de R pour
lesquels r, € mm » ¢ u la valeur minimale de m pour laquelle p(R(m)) =1.

On vérifie que (4.9) entratne

(4.10) f(R?) =0, si 0g&n<p .
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Pour n 2p , un calcul qui ne sera pas reprodult ici donne le résultat suivant,
pour la fonction propre p(l?,n) définie par (4.5),
4

(411) oy (&Y = @, (&Ng, » M,

Uy P

= £,(0) T (0) a(g"ls, (1 +a™) = o) (=5,  aTh 4 43,4350,

1

o q=NB, w est 1'élément de R donné par la matrice (g é) ’

Q'(X) = lxls = q-s ’

et les expressions Sj sont données par

4 J(1-2)mex(1,0) _ ~1+(1-28)max(1,u-1)
3= 1= g2 ’

(4.12) = T ,
- q

—1+( 1—23)max(n+l,u—1) (1—2s)max(n+l,p,)
§ 32 ~ 9 =~ g
1

~max(n+l,u) _ q—l—max(n-t—l,u-—l)

GB oz(p_-zn) > ) =) .
=q

Il

Si p 22 et n>p , on obtient

n/2 —
q o(w) n s-1/2 _ 1/2=s
e £4(0) 1, () 2% » T, p)(a )

_ q1r1(s—1/2) qs—-1/2(1 + qs—l)(l - qs—l) q(l—ZS)u

+ q-n(s-l/2) q51-3/2(l + ql-s)(l _ ql—-s)

Cela donne 1'équation fonctionnelle suivante (pour W >n ),

*E;p(ﬁ?) 0 H0a - (1-2s)

1-‘.5’9\2 q q

Remarquons qu'un calcul élémentaire montre que D p(.P.n) =0 pour tout n >y
’ s

2

s pour obtenir la fonction propre by 0 la plus générale dans
4

entrafne Re s = + . Donc il faut multiplier o p(En) par un polyndme [](q° - q j),
! J

avec Re s, =
LR\ ® #op:

o=
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S
(4.14) ws’p(gn) =]§ (® = q9) cos,p(;p_n ,

ou s'j varie sur les zéros de 0 p(EF) pour tout n >y .
b

Soit f wune fonction définie sur & \ § , et supposons que le support de f est
contenu dans une seule double-classe RE? ]| = SEP R (1'extension quadratique cor-
respondante & R étant non ramifide). Considérons la transformation de Fourier

(4.2) de £, et posons encore G%y(g)ia , ny’p) = ¢a’p(g) . On a

I

(4.15) o &) @), , 1, ) s =7 (s)

ou ga est déterminé par (3.6), qy’p par (4.6) et (4.7). Comme f(g) =0 si

g ¢ REP R, ona

(4.16) Fp(S) = f £(g) o, p(g) dg = j

n n
Ap'R ’ R(n)\n e o) QPO!,P(E' ¥) ar

ol R(n) est le sous-groupe de R qui laisse invariant le point REP de 1l'espace

homogéne & \ G : R n) = (Efn RE?) n R . Donc R(n) est le sous-groupe de con-
T T

gruences de R donné par les matrices ( L 2) (mod QX.I) g &vec r, =0
r, ) T, 2

(mod E?) . Donc 1'intégrale j (ﬂ)\ﬁ est une somme finie, 1'indice de R(n) dans

R
R étant fini. Si f(gr) = p(zr) £(g) pour ge G sy TER, et p un caractire de

R donné (fixe), on a le résultat trds explicite

(4.17) Fp(s) = f(E?) J;(n)\ﬁ p(r)qu’p(EF r) dr

= 26 0, & | 100012 ar < e, )

ou b, est la mesure de R(n) \ R = mesure de la double—classe 32? ReS8i £ est
arbitraire, mais f(g) =0 pour g ¢ 32? R, on obtient

-

r
(418) B (o) =) 2P 1) o) (P 0 ar =) £ 1) () aro, (5 .

Le groupe R(n) \ R est un groupe de Galois d'une extension abélienne du corps
quadratique Q(/8) , qui est bien connue dans la théorie des corps de classes lo=
cale. La derniére inté?rale est la transformation de Fourier de f relative & ce

n)

groupe fini agbélien R \ R . Remarquons aussi que 1l'image de Tp est la multi-

plication par (NPB)® + (Nﬁ)l-s y 1. e



10-10

(4.19) (s) e [0+ ()T R (5)

et que N p(g?) est le polynbme donné par (4.11) et (4.12).
b
Donc on a obtenu une "diagonalisation" compldtement explicite du double-module

LO(R \ 6) , ce qui suggdre la possibilité d'une "multiplication complexe locale",

§’§; - Considérons les fonctions propres globales dans le cas ou Q est un
corps des nombres algébriques fini ou un corps des fonctions algébriques de degré
de transcendence 1 sur un corps de constantes fini. Pour chaque place p non
archimédienne, soient Qp la complétion p-adique de Q , Dp 1l'anneau de valua-
tion de Qp y et

¢ = ap(2 5K =¢6¢p(2,D) .
P (’Qp) i (’p)

Pour un ensemble P des places p non archimédiennes donné, soient GP le pro-
duit direct restreint des groupes Gp relatif aux sous-groupes Kp y et KP le
produit direct des groupes compacts K_ . Considérons 1'analogue global du dévelop~-

pement en série de Fourier local (4.1) :

(5.1) LK, \ Gp) =3 L(Kp \ Gp) wu

ol u varie sur un ensemble convenable de coefficients matriciels de certaines re-
présentations unitaires irréductibles du groupe compact KP . Soit f dans
L(KP \ GP) y et calculons la convolution

It

(f = u){g) IKP f(gk—l) u(k) dk .
L'orbite de KP par multiplication & droite dans KP \ GP du point KP g est fi-

nie, KP étant compact, et KP \ GP discret ; donc il existe un nombre h fini
’I 7 .
d'éléments k.j de KP tels que

h
(5.2) Kp &kp = U K gk,
J=1

la réunion étant disjointe. Naturellement, h et kj varient avec g . Supposant

que la mesure de KP soit 1 , on obtient donc

(5.3) (£ % u)(g) = &

T M

-1
. f(gkj ) u(kj) .

Supposons maintenant que nous avons une fonction propre { des opérateurs de
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Hecke, définie sur K‘P \ GP , et considérons la convolution ¢ % u . C'est une fonc-
tion propre contenue dans L(KP \ GP) # u . Nous pouvons toujours supposer que
u(k) =T] up(kp) , o k =11 kp .
1% p
Bvidemment, up(kp) = 1 pour presque tout p . La fonction propre dans L(K.P\ GP)fzu

étant unique (& une constante complexe prés), donc on trouve que

h
= -1

(5.4) > u(exl) uw(k.) =c Tl ¢ (e) ,
521 J J LR

ov g =1l gp , et ""s,u est la fonction propre € L(Kp \ GP) % up étudiée dans

b
le § 4. Remarquons que 1l'on peut supposer que g est donné par une matrice diago-

v
nale, i. e. g = 1[I he) P et que s est la fonction sphérique élémentaire ([17)
’

D
si u_=1 . Donc le produit [l ¢ (g ) est fini pour chaque élément g =11 g
Y Ssu_ 7P D
p p
de GP .
La formule (5.4) semble neuve pour les fonctions modulaires classiques, et j'ai

1'impression qu'elle n'était méme pas connue pour les fonctions propres "classiques"
| =28

’ 3 . 3 S 3
comme la série d'Bisenstein B(z , 8) =Y Zlmz +n , ni pour les formes holo=-~

morphes modulaires. Apparemment, la restriction d'une fonction (ou forme) modulaire

au demi~plan supérieur d'un corps quadratique imaginaire Q(/d) , a des propriétés

trés spéciales, qui sont encore mal connues.

Considérons donc les "points rationnels" d'un domaine fondamental du groupe modu~

laire : Soient Q(/d) wune extension quadratique imaginaire de Q , et R, 1le

Q
sous=-groupe de GQ = Gp(2 ’ g) donné par les matrices (’Sd 2) (mod QX.I) , avec
—é‘ 2 £ 1
a,beQ, et a”=b"d#0 . L'espace G.%\ GQ/R,;Q_ des double-classes G-.Z. g RQ

(avec g € GQ ) s'identifie d'une manidre naturelle avec Gy \ {Q_(A/a') - Q} , parce

que l’espace~homog‘ene GQ/RQ stidentifie d'une maniére nat:relle avec le sous-
ensemble de 3(./3) des glé;ents z = x + ya/d pour lesquels y # O .

Comme 1'isomorphisme (3.1) préserve la multiplication & droite par les éléments
de GQ , donc en particulier par les éléments de RQ » on obtient un isomorphisme

naturel et explicite
(5.5) GE\GQ/RQQKP\GP /RQ ,

ou P est ici l'ensemble de tous les nombres ratiomnnels premiers p .
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Cet espace des double-classes n'est plus un produit [ + Pour obtenir une telle

b
description, il faut "adéliser" R_. : Soient R la complétion p-adique de R

Q < q

deans G, , et RP le produit restreint direct

relatif aux sous—-groupes compacts R, N Kp .

(5-6) RP= ﬂ R
o L
La multiplication & droite par les éléments r du quotient RQ \ RP est bien dé-

finie dans 1'espace (5.5). Ce quotient RQ \ RP est un groupe compact commutatif

de Galois d'une extension abélienne de _@C/a) s observons que R, est un sous—

k)

groupe discret de RP , parce que le nombre des unités du corps quadratique imagi-
naire ‘QCJE) est fini.

Donc on voit que 1l'espace L(GZ\\GQ/RQ) des fonctions & valeurs complexes est

un double~module : Il admet les opérateurs de Hecke par multiplication 3 gauche)

et multiplication & droite par les éléments r du groupe RQ \ RP « Ce double-

module est & la base de la multiplication complexe, et les résultats précédents
donnent une description compléte et trés explicite de ce double-module comme somme
directe des modules polynomiaux : Soit p wun caractére arbitraire du groupe com-—
pact commutatif RQ \ RP , et considérons le développement en séries de Fourier

(5.7) L(GE\GE/RQ) = , QZ\ L(K?\GP/RQ_) *p

~—

ol # est ici la convolution a droite relative au groupe compact RQ \ RP . Remar-

~

quons que chaque orbite du groupe compact RQ \ RP par multiplication & droite

dens 1'espace discret Kp\ G ,/R est finie, donc les séries de Fourier (5.7) sont

toujours convergentes. Pour le sous-module L (G \\G ,/R ) p 4, on obtient une

~

description explicite et compléte comme module polynomlal ¢ Son image par la trans-
formation de Fourier est donnée par la série principale "globale" (i. e. 1'analogue

global de (4.2)), et est constituée de tous les polyndmes (oo , sp ’ ee.) dlun
+s
nombre infini de variables p p , ayant certains gzéros, et satisfaisant am nombre

infini d'équations fonctionnelles sy > 1 - sp .

Si fe L(GE\G&/RQ) , on a

(5.8) (f % p)(g) = jR £(er™) p(r) dr =h1'

-1
Q\RP T ; f(g};j ) D(f_j) ’

I MB

1
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comme analogue de (5.3). En particulier, si f est une fonction propre des opéra-

teurs de Hecke, f % p est une fonction propre, qui est un produit [l des polynb-

Y
mes. Si JA # g@ sy P#2 et Qp(dq) non ramifié, ces polyndmes sont donnés par

(4.011). Si JT € 5% s la fonction propre locale est encore de la forme

@, (@, » 1, ), o M, (r)7 = p(z)7 ’
o e} o o x40
P P p’Pp P p’fp p’'p
pour T € RQP . Le sous=groupe 3Qp est maintenant un "tore déployé", donc conju=
gué au sous-groupe des éléments de G qui sont donnés par les matrices diago-

nales, c'est ce qui permet encore de calculer le produit scalaire d'une manidére ex—

+s

plicite comme polynéme en p L

Pour chaque extension quadratique imaginaire ’QC/H) du corps rationnel Q , on
obtient donc un développement en séries de Fourier (5.7), (5.8), avec une signifi-
cation dans la théorie des corps de classes du corps 'QQJE) et dans la théorie de
la multiplication complexe. Appliquons donc (5.7) et (5.8) & une fonction f£(z) ,
R-continue ou E;holomorphé, et nous obtenons des relations linéaires pour les coef-
ficients de Fourier de f . Cela donne des relations assez curieuses déja, si on
prend pour f wune fonction "classique comme la série d'Eisenstein ys Zhnz4-n]_gs,

ltinvariante elliptique j(z) , ete.

51 ¢ est une fonction propre des opérateurs de Hecke, qui est R-continue ou
G-holomorphe, on obtient les développements 4 =2 §y =% p , oh ¢ % p sont des
fonctions propres déterminées ci-dessus, en particulier paramétrisées d'une manidre
naturelle par leurs valeurs propres. Donc, 1'hypotheése de Ramanujan {(ordre de magné-
tude des formes modulaires paraboliques) devient un cas spécial d'un problime bien
connu de 1l'analyse de Fourier, de 1'analyse spectrale : Quel est le gpectre d'un
sous—espace donné ? Quelles sont les propriétés spéciales des développements
§ =2 V% p ou ¢ = 2 ¥ wu, si § est R-continu ou C-holomorphe ? Peut-on
trouver une caractérisation arithmétique de fonctions (ou formes) modulaires holo-

morphes qui serait utile ici ?

§ é, ~ Considérons encore un peu plus la "transformation de Fourier" (4.2),
donnée par la série principale "locale! des représentations Ma . Comme Ma est la
représentation induite,

A
(6.1) ind « , el , olab) = ala) ,
AB1®
ou U est le sous-groupe de G donné par les matrices diagonales, B le sous-

groupe des translations, Ma(g) est la multiplication & droite dans un espace des
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fonctions v(g) (mesurables, intégrables ou continues, etc.) définies sur G et

satisfaisant aux conditions
(6.2) v(abg) = a(a) v(g) , aedl, beB, g6 .

by

Donc G = AR et (6.2) entrainent que v est déterminde par sa restriction &3 R .

r
L'opérateur F(o) =) £(g) Ma(g) dg est donné par

(6.3) [gxa)v](k) = jg %(k s %) v(x) dn

N,

ol ; est donné par 1'expression bien connue
. - o
(6.4) £k , u) = J,&(J13 fkabw ) db) o(a) da , k et u €8/ .

Supposons maintenant f € LO(R \ ©) , et appliquons le développement en séries de

Fourier (4.1). On obtient g(k ’ w) =2 [%(k o ) % u](u) s OU % est la convolu-
u
tion sur ® relative & la deuxime variable u . Donc, & la fonction f % u corres—

pond 1'opérateur 'g(a)u domné par le noyau [f(k , #) » ul(x) . Donc, si on prend,

dans 1'espace L2((%B) Nn® \ &) des restrictions des fonctions v(abg) = a(a) v(g)

by

& R/ , une base orthonormale adaptée au groupe compact des opérateurs unitaires
Ma(k) y kK €R , on voit que 1l'opérateur ‘E(a) est donné par une matrice qui a une

seule colonne de coefficients non-zéro,
(6.5) Fo) = (7,()}

ou Fu(a) = [FO{, w) wul(n) , i. e.

(6.6) Fu(a) = £u IB I& £(aby 1) u(x) an db o(a) da

est une fonctian de o & valeurs complexes (pour u fixe).

Supposons maintenant que f € LOGR \ G) % u s et nous obtenons

(6.7) Fh(a) = j; £B f(ab) db a(a) da .
Evidemment f(kg) = f(g) entratne que la fonction f(ab) est déterminéde par sa
restriction aux éléments E?'b (beB et n=0 sy 1y 2, «..) , donc

[e0]

(6.8) F () = Zo ") o™

si la mesure sur %4 est normalisée de telle fagon que la mesure totale de % n R

soit 1, et si T est donnde par
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I

(6.9) T =t o) av .

Comme a(E?) =W , et f est & support compact, donc ?KE?) & support fini,

on voit que (6.8) est un polyndme de Fourier,

(6.10) F (o) =2 F(phm™ .

Essentiellement les mémes observations sont valables si on considére le dévelop~
pement en séries de Fourier (4.4) relatif au sous~groupe de Cartan compact R de
G au lieu de (4.1), Fp(a) au lieu de Fu(a) , et si on utilise & = ABR . On ob-

tient encore une somme finie,

(6.11) Fla) =2 TpMm™

pour tout f € LO(R \G) % p .

Si on suppose £ € Ll(R \ 6) » u (m Ll(ﬁ \NG) « p) , la somme (6.10) (ou (6.11))
n'est pas finie en général, mais converge uniformément dans la "bande critique",
0O < Re s <1, telle que Fu(s) (et Fp(s) ) est une fonction holomorphe dans la
bande O < Re s < 1, continue dans O < Re s £ 1 , qui n'est pas en général un po-

lyn6me en N@is .

S3i on prend, au lieu du groupe local G , un produit direct restreint GP , Ssur

un ensemble P , des places non archimédiennes p données, les éléments a (modK?)
sont de la forme a = ﬂ R p » leurs caractéres « sont paramétrisés par les varia—
bles s, s si on met o(a) = ﬂ(N%)—npsp . Donc Fu(... ' Sy ...) est maintenant

une fonction des variables (1) P.si f esta support compact, Fu(..., Sp’ ced)

+s
est un polynfme en (NB) P.si £ est sommable, Eu(... ’ sp , +++) n'est pas
un polyndme en général, mais une limite uniforme des polynSmes dans toute bande
0<e < Re sp.g l1-¢, p€e P, donc une fonction holomorphe des variables sp ’
donnée par

—~ n -Nn S
(6.12) F (e, s, s ) =2FM Py Mup PP |

ot f est ici 1'enalogue global de (6. 9).
Observons que la transformation lindaire f p=>f est biunivoque sur Ll(KP\ G )*u,

et que f07<2’p) est & support fini si, et seulement si, f e L (K \ G ) ¥ U .
Donc 1l'image de L (KP G. ) % u est une classe de fonctions holomorpheu, qui ne

-

sont pas des polynbmes en général. 51 l'ensemble P est infini, on obtient donc un
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Tn-module des fonctions holomorphes F(... , sp ’ ...) d'un nombre infini de va-

riables complexes sp y satisfaisant au nombre infini d'équations fonctlonnelles

sp > 1 - sp . L'image de Tp est toujours la multiplication par (ﬂB) pi—(N%)

Chaque fonction F(... s S_ ...) est déterminde par sa restriction F(s) & la

"diagonale" ... =8 = ...=85, =..., clest ce qui donne une méthode alternati-

]
b b
ve pour calculer l'inversion de la transformation de Fourier :

Fleee 5y 8 4 eee) F=> F(s) p—> f .

r 7

La transformation f p=>T a &té étudide, par moi ([1]), dans le cas o P est

constitué d'une seule place non archimédienne et u = 1 . J'ai obtenu le résultat

2
(6.13) ) = "L 2XY , st omyo
- - ()" 7T

ou (af)(EF) = f(£?+l) . Donc on voit que la transformation f P—ﬁfg s POUTr Un en-—

semble P arbitraire, est un produit de deux transformations : L'une est la multi-

n
plication par TI(NP) P, et 1'autre est déterminde par la transformation de Mellin
de la multiplication par (2s = 1)/t (28) , ot ¢ est la "fonction zéta

?P P,u P,u
de 1l'ensemble P , u ". Si u=1, on a gP l(s) = I (1=~ Nm—s)"l ; en particulier
’
peP
pour le module LO(G \ G ) s on obtient la fonction zéta de Riemann, si u = 1 .

~

Done on voit que la structure des T -modales comme L (KP \ G ) LOGQP\\GP) T U,

etc., est essentiellement déterminde par les fonctions ( ) « Comme up =1

P,u
preSque—partout, on voit que QP /gP 1 est un polyndme d'un nombre fini de varia-
bles (NB) p . Ces résultats (et d'autres con31derat10ns) ménent & la conjecture

suivante :

Des propriétés de la fonction zéta de Riemann (ou plus généralement de GP ) sont
équivalentes aux propriétés polynomiales, par exemple aux propriétés des modules
polynomiaux étudiés ci-dessus, ou méme des polynbmes [] o .

peP  “p’p

De toute fagon la fonction zéta entre ici par vengeance : Evidemment, le pro-

aut [1(t - N$ p) -1 converge dans toute région Re s, > l+e, pé&P, e€>0,
et est we fonction holomorphe des variables sp (p € P) dans chaque: région

Re 85 > 1+e, €>0.I1n'est pas difficile de montrer que ce n'est pas une
fonction méramorphe des variables sp (p € P) dans wne "région compacte" comme
- 1< Re 8S,€2, O<In Sy < 2n/log p, si P est infini. Donc 1le "groupe in-
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fini de Weyl", engendré par les transformations Sy ¥ 1~ Sp 9 reste encore
bien caché dans le produit d'Euler.

Dtautre part, ce groupe infini de Weyl est bien explicite dans les algébres des
fonctions sphériques, comme L°(Kp\Gp/Kp) et Ll(Kp\Gp/Kp) « Tei, on a 1timpres-
sion qu'on a finalement réussi & éviter la fonction zéta. Mais clest la transfor-
mation f p= £ qui détermine la transformation de Fourier de ces algébres, donc

la fonction zéta ventre ici par vengeance, comme dens un drame de la Gréce anciemne !

Gém)

~

Si on remplace GZ par un sous=-groupe de congruence dans le probleéme de

valeurs propres (3.2), les résultats présentés ici ne sont plus corrects : Les re-

présentations Ma de la série principale ne suffisent pas pour la décomposition de

LZ(Gém) \ GQ) , des représentations de la série discréte de G y entrent aussi.

%

C'est une différence assez abrupte et qualitative entre le groupe modulaire GZ et

~

ém) , qui ne semble pas anticipée dans la théorie

les sous-groupes de congruence G

o~

classique des fonctions ou formes modulaires.

Remarquons aussi qu'on ne doit pas effacer GZ

La représentation régulidre de LZ(GQ) est du type II, (au sens des algdbres des

~

opérateurs de Murray et von Neumann). Donc les représentations unitaires irréducti-

compldtement dans LZ(GZ \ GQ) :

bles ne sont pas uniques, apparemment m&me pas toutes Mcalculables". Donc on voit
que le groupe modulaire joue un rble essentiel dans les probldmes considérés ici,
méme du point de vue des algébres des opérateurs et de la théorie générale des re~

présentations unitaires. Les espaces comme L(Gz \ GQ) peuvent 8tre analysés d'une

maniére compldte, élémentaire et explicite, "parce que (?!)" les espaces homogénes
Gz \ GQ ’ Gz \ ggp s etc., sont des espaces symétriques. Elie CARTAN savait pour-

~ ~p
quoi il les appelait "une classe d'espaces remarquables" !
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