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FONCTION L DES COURBES MODULAIRES

par Gérard LIGOZAT

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
lie année, 1969/70, n’ 9, 10 p. 26 janvier 1970

Le but de ce travail est la vérification, pour certaines courbes modulaires de la

conjecture de Swinnerton-Dyer.

1. Courbe elliptique définie sur Q .

Nous désignons le plus souvent par courbe elliptique définie sur Q, une variété

abélienne de dimension 1 définie sur Q, c’est-à-dire une courbe de genre 1 dé-

finie sur Q, munie d’un point rationnel sur Q. Une telle courbe se met sous la

forme

l’origine étant le point à l’infini.

2. Espace vectoriel de dimension 1.

Les différentielles de première espèce sur E forment un espace vectoriel de di-

mension 1 . Sur E 9 on peut prendre pour représentante

3. Bonne et mauvaise réduction.

Il existe un ensemble fini non vide de nombres premiers p, en lesquels la ré-

duction de E module p n’est pas elliptique. On dit qu’il y a mauvaise réduction,
sinon bonne réduction. Si E a bonne réduction en p ~ la fonction Ç locale est

définie par

où a sont caractérisés par
p P

où N est le nombre des points de E , réduction de E modulo p, rationnels

sur F = Z/pZ . 
p

"""P .~ w



4. Fonction L globale.

On définit une fonction L globale par

Résultats connus.

(a) Le produit converge pour Re(s) > 3/2 . 1VEIL a conjecturé que L(s) peut

être prolongé dans tout le plan complexe, et qu’une équation fonctionnelle lie

L(s) et L(2 - s) .

(b) Lorsque E est une courbe elliptique avec multiplication complexe, ou plus

généralement une variété abélienne de type CM, L vérifie l’hypothèse de WEIL

CC~~~.

(c) Lorsque E est définie par certains groupes modulaires, la conjecture est,

là encore, vérifiée [6]. C’est un cas particulier qui nous occupe.
Pour les courbes que nous considérons, y nous savons que la fonction L est définie

pour s = 1 , et vérifie une équation fonctionnelle.

5. Fonction L normalisée.

S désigne un ensemble fini de nombres premiers tels que E et une différentielle

Q , choisie sur E , aient bonne réduction en dehors de S . On définit

où ~Z est appelé le nombre de Tamagawa associé à p ,
p

où || Î est la valuation p-adique, u. la mesure de Haar sur &#x26; normalisée’ ’p ~ ~ ’ . 

p -p
par

r

(a) Pour S donnée, s) ne dépend pas de la forme Q choisie, à condi-

tion qu’il y ait bonne réduction.

(b) Si S  , S sont deux ensembles de cette forme,



En effet, si on a bonne réduction,

Par la suite, nous désignons par Z"(~’ , s) un tel produit d’Euler qui diffère

par un nombre fini de facteurs de L(E , s) et tel que

6. Le groupe de Tate-Safarevic.

On rappelle que le groupe de Weil-Châtelet WC(E , Q) est le groupe des espaces

homogènes sur E module une relation d’équivalence, qui s’interprète comme

v 

Le groupe de Safarevic est alors défini par

0 ~ ~ï -.~ E(&#x26;)) ~ pour toutes les valuations p ;

c’est le sous-groupe des espaces homogènes qui sont partout localement triviaux,
c’est-à-dire ont un point rationnel sur tous les complétés de Q, y compris R .

(a) On n’ a j amais calculé 1~ directement.

(b) On conjecture que ni est un groupe fini.

(c) CASSELS a montré que, si III est fini, son ordre est un carré.

(d) Dans des cas particuliers, on sait calculer des p-composantes de 

La conjecture de Swinnerton-Dyer suppose que m est fini.

7. La conjecture de Swinnerton-Dyer.

Soit E une courbe elliptique définie sur Q . Le groupe E(Q) des points ra-

tionnels de E est de type fini, d’après Mordell-Weil.

Soient r le rang de E(Q~ , ~1 l’ordre du sous-groupe des points d’ordre fini.

La conjecture s’énonce sous sa forme la plus élaborée (~8 ~~,

où f est un coefficient dépendant des hauteurs des points rationnels d’ordre in-

finie f= 1 pour r = 0 .

(a) Conséquence : Pour r = 0 ,



Pour 

A l’origine de cette conjecture se trouvent les calculs de SWINNERTON-DYER et

BRICH, concernant les courbes de la forme

qui ont une multiplication complexe. Récemment ([8~), STEPHENS a réussi à évaluer,
dans certains cas particuliers (pour des courbes X3 + Y~ _ D ), le coefficient in-
tervenant dans des cas où r = 1 ou r=2.

(b) CASSELS a démontré que la conjecture est "invariante" par isogénie.

(c) TATE a généralisé cette conjecture pour des variétés abéliennes de dimension
arbitraire ~[ 10 ~) .

8. Equation minimale de Weierstrass.

Soit E une variété abélienne de dimension 1 définie sur Q . Il existe un mo-

dèle de E de la fonne

où p y y , e Z , et où le discriminant de (l)~ soit est minimal

([5], [9]).

Soit E de la forme (l), posons

s’il y a bonne réduction,

a réduction de type B ([9]), avec E = + 1 si les tangentes sont ration-
p

nelles, ~ = - 1 sinon.
p

si la réduction est de type C.

Alors, d’après TATE,

pour tout p , où c désigne le nombre des composantes simples du modèle réduitp



de Néron qui s ont rationnelles.

Nous posons

9. Courbes modulaires.

Soient H le demi-plan complexe, et le groupe des transformations

Soient r~(N) le sous-groupe du groupe modulaire r engendré par et

Dans ces conditions, et sont des surfaces de Riemann compac-

tes. est une surface de Riemann de genre 0394 pour

N = 14 , ~ 5 , ~.’l , 19 , 20, 21 , 24 , 27 , 32, 36 , 49 .

Le corps des fonctions de est C~ j ~ z~ , j (~ïz~ ~ . On peut définir la cour-
be modulaire Ç, par l’équation J , c’ est un des mo-

dèles de ~~ j ~z~ ~ j ~Nz~ ~ . On désigne par un modèle complet non singulier.

(a) IGUSA [4] a montré qu’il existe un tel modèle ayant bonne réduction en tout
p ne divisant pas I~~ e

(b) Un résultat plus précis résulte d’une conjecture de 

10. Une conjecture de Weil.

Revenons à une courbe E définie sur Q par ( ~~,

(a) Conducteur: La courbe E peut être considérée comme courbe sur Q .
Soit Gp = Gal(~/~) .
Soit B un G -module fini avec ~.B = 0 pour p . SERRE a défini une

mesure de ramification sauvage de B :



En particulier, soit E le groupe des points On peut donc définir

Alors ~ ~ ~.~~ , 8 ~ , E ~ = 8 ne dépend pas de
.~ ~r p

Soient ord (0394) la valuation de Q minimal, et n le nombre de composantes du
p p

modèle minimal de Néron ; et soit ~ = 0 , 1 , 2 , suivant que la réduction est de
p

type A ~ B 9 C .

Al o rs

Ceci est nul en particulier en cas de bonne réduction.

On définit le conducteur de E par

Les p intervenant avec un exposant non nul sont ceux divisant le discriminant

minim al ~ .

(b) Conjecture de Weil : Soient E une courbe elliptique définie sur Q de con-

ducteur N, et JN la jacobienne de E est isogène à une courbe tracée sur

JN . .

COROLLAIRE 1. - Il n’y a pas de courbes elliptiques de conducteurs

N = 1 à 10 , 12 , 13 , 16 , etc.

pour lesquels FN est de genre 0 .

COROLLAIRE 2. - Soit E de conducteur N = 11 , 14 , 15 , 17 . Alors E est iso-

gène à F~ (qui est de conducteur N ~.

Ceci a été vérifié par OGG [5] pour N = 24 , 36 . Le premier corollaire a été

vérifié pour un certain nombre de valeurs de N .

(c) Les résultats obtenus ici entraînent :

Pour N = 11 , 14 , 15 , 17 , etco , la courbe F N est de conducteur N . (On le
vérifie facilement à l’aide du tableau.)

11. Les courbes de Fricko.

FRICKE [2] a considéré 
i 

ies N pour lesqueis H/0393*O(N) est de genre 0 . Ii y en

a 36. En particulier, les 12 cas pour lesquels H/03930(N) est de genre 1 en sont.



Dans ces conditions, si T est une unifonnisante de 

change de signe sous WN. Donc K2(z) est une fonction rationnelle de T ,

FRICKE obtient ainsi des équations de la forme

qui sont des modèles de 

12. Théorie de Hecke et résultats de Eichler-Shimura.

(a) Soit une forme parabolique de poids -- 2 pour L’espace de

ces formes est de dimension égale au genre de donc à 1 pour

N = 11 , 14 , 15 , 17 , .... .

(b) ~ dz est un isomorphisme de l’espace des formes paraboliques
de poids - 2 sur celui des différentielles de première espèce sur Donc, si

Q = dz , est vecteur propre pour tous les opérateurs de Hecke T ,
p

(c) D’après la théorie de Hecke, à toute f ( z~ f ( z - ~ on associes l 
n

à la série de Dirichlet D(s~ _ ~ a .n~s .
n

Le f ait d’étre vecteur propre équivaut à 1 ’existence pour D d’un produit

d’Euler,

(d) D’après EICHLER [1] et SHIMURA [6], si l’on désigne par L(FN , s) la série

de FN’ on a, aux f acteurs près correspondant aux p divisant N y l’égalité des

p-f acteurs de la série L et du produit d’Euler D .

Conjecturalement, la fonction L(s) (avec les p-facteurs définis au § 8) est
exactement égale au produit d’Euler D(s) associé à la forne différentielle (à une
constante près).

(e) Il suffit de vérifier qu’il en est ainsi pour tous les p divisant N . On

constate que, dans tous les cas, en choisissant



D(s) étant le produit d’Euler associé à f(z) , et L(s) la série de on a

13. Calcul de L*(FN , 1) .

où g(z) correspond à la série L ~ donc

Les points correspondant à (0) et (ioo) sont rationnels d’ordre fini, et de la

sorte

où m est un entier.

14. Tableau des résultats obtenus.

Le tableau ci-après donne les résultats obtenus. Pour la courbe F y le calcul
a été fait par Les courbes F 

, F 36 ont déjà été étu-

diées en tant que courbes admettant une multiplication complexe. Ce sont les seules

avec qui admettent une multiplication complexe.

Dans les 12 cas, la conjecture est vérifiée avec une valeur conjecturale de 

égale à 1 .
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