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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 201
(Théorie des nombres)
1le année, 1969/70, n® 2, 8 pe '3 novembre 1969

FORMES LINBAIRES p-ADIQUES

par Daniel BARSKY

Le but de cet exposé est d'établir une formule p-adique analogue & la formule
intégrale de Cauchy dans le cas complexe

2im f(a) , si a est intérieur & c¢ ,

£(z)
Icercle cz-a dz =

0, s8i a est extérieur & ¢ .

1. Rappels d'analyse p-adique.
Soient p un nombre premier, -Qp le complété de Q pour la valuation p—-adique

. 1 _
1t t H t X| = « On 1le U 1la couronne unité de
que on notera VP 3 Oon note l ' ;—v;;ri‘)’ appe

Qp : U={xe I le =1}, et c(U, Q) 1'espace des fonctions continues de
U dems Q) . On sait (cf. [2]) que toute fonction f e C(U , Q-‘p) peut s'écrire

f(x)=n§)bn(l-X)(l-§)... (1-a:_1> '

avec les conditions sulvantes :

(1) La suite n —»o” est une suite trds bien répartie dans U am sens de [2],
clest-3~dire que si « désigne l'image de o dans 1'homomorphisme canonique de
—g-p sur %/pZ , corps résiduel de la valuation, & est un générateur de (z/p2)* ,
et vp(ap-1—1)=l;

(11) m b (1~=a)(1=-0%) oo (1=d)] =03

N . n
(11i) sup |£(x)| = mex Ibn(l - @) eee (1=0a9)] &

xU . neN , :
Soient L 1'espace des fonctions de U dans Qp , développables en série de
" Leurent, Lt 1e sous~espace de L des fonctions ayant les coefficients d'indice
<0 nuls, et L 1le sous-espace de L des fonctions ayant les coefficients d'in-

dice 30 nuls. On a les équivalences suivantes (cf. [1]) 2

:f(x)=nzganxn=n§0bn(1-x)(\1—g-) (\1-;-::-_-1- ;

£(x) e ¥ o= lim |p | =0 ;
Net$c0



=02

c f(x) el & HcpeC(U,Q:p) telle que, VYV n , on ait cp\(—%):b ;
o

n
et
f(x) e L => sup Ial:sup Ib | .
ned neN
On munira dorénevant les fonctions de la norme sup Ib | =Nl .
neN

2. Pormes linéaires sur L .

Soit f(x) = 2 bn(l - x)(l --2) ces (1 --::_f> . Posons
\ \ o

0
Golt) =1y

@ £ =by + b,

<un|f> b +b1+ soe +b .

On note o, = pk(p - 1) , c'est le nombre de boules de rayon r tel que
vir)=k+1
o)

contemies dans U . On pose la définition suivante.

’ ’ . (3
DEFINITION. - f e &U , gp) est u-intégrable si la suite v = (unk_llf) ad-

met une limite, lorsque k => + o , Soit Wlf) cette limite.

PROPOSITION 1. - Toute fonction f € L+ gst p~intégrable.

n
On avu que f € ¥ <« 1im b = 0 , donc la suite (p.nlf) = ) b, est con-
N0
vergente lorsque n =» + ® , car elle satisfait au critdre de Cauchy ultramétri-

que ¢ 1lim Iu -1 l =0 . A fortiori, la suite lf) est convergente

(T
Li-peo n+1 n o 1
lorsque k =—=» + @,

PROPOSITION 2. = Q|1) =1 et GQlx) =

Posons Qn(x) = (1 = X) vee (1 - :1[_1
done Q1) = ¢

> ot Qy(x) = 1, il vient 1= 1.Q(x),

n
n

X Z Q’h(x) ’
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et en identifiant le terme constant

T M
P
il
O

done (u.]xn) =0 .

est p~intégrable, et (p.l-gé) =0,

PROPOSITION 3. — 3{1-

On verra, dans la démonstration de la proposition 4, que

223 L (1-% ... (1-ar’f_1) ,

L 1= (e

1
" |-)==1+-&+...+ 51~ 1= (1/3)

= -1 @ = 1
ank

Montrons que 1lim {u 1|-1-) = 0 , et, plus précisément, que
k-0 nk_ x

1 1
D) = gl g e e <=1l

l(ﬁ_x | -
me1® T T

=t x gy = 1
afnkl jo = 1]

Par récurrence, on a

Pt - 1] =
e+l k

P (P'l)_ll—_—lotp (p"l)-ll ]1+oznk+012nk+...+a'

K+ 1 (p~1)
o @D gl jiaat X
D
d'aprés 1'hypothése de récurrence. Or «

de (p~ 1) , donc

, par définition de « ,

=

(p—l)nkl

+ eee + &

i 1
M (o) M _ g , car n_ est un multiple



(p-1)
1+a11k+ooo+a nk=pol=o
(p~1)
k+1
_ v (p-1) _ 1
=> o 1 s -
P
1 e s 1
PROPOSITION 4. - = est p~intégrable, et Wl =0
X X
1 X b d
—— Z d (l—x)(l“—> ceec e (l" ) .
xh >0 n,h . o ‘ o!n—-l
Les dn h vérifient la relation de récurrence suivante ¢
H
3 . =+d n>1
n,1 o n=1,1"? 4 !
1
do’h =1, ¥h>1 .

On a la relation suivante :

1 1 1 1
““11-- 1= (1‘x)(‘§+‘-2'+ seoe +“E‘) ’
X X X -

donc
Y
n%l a4y n Yo 15) = izl nglo dn4 Q(x) .
Posons
n>1 n,h Qn-l(cx N
b4 1 1
£ a;') = 3 + ess T
. b4
X 1 1
X = E ’ f(X) = 'JX" -+ ses +

!

1 1
=> 3 d (X) == 2 d (X) + oo + =24 (x)
n>l n,h Qn-l o 130 n, 1l Qn a/h n,h Qn
=> d =—l-d + == d + coe +—1-d
n+l,h T @ m,1 0 2 'n,2 h mn,h °

2-04

C. Qo F. Do
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Cette relation est équivalente 3 la relation annoncée. On vérifie aisément (cf. [2]

que l'on a

((1/0P) = ) ((1/P) = &®) ... ((1/®) = 7D

4 . =4

n,h a,n (l - Ol)(l _ CYZ) .. (l _ Olh)
4 =L (1 - ™1 = o™?) ... (1 -2 .
n,h Olnh (]_ -a) . (1 _a,h)

Montrons maintenant la proposition 4 par récurrence sur h . Elle est vraie pour
h =1 (proposition 3),

nk -1 Py Tl

1

nk-ll T Z n,he1 = TR ni:l dpe1, hel nEO dy
1 1 1

= — —_—) = d + (W =
Q’h+]. nk—l x:h+1 nk—l,h+1 nk-l Xh

1 1
nk-l h+1>( h+1> = <lJ‘nk-l‘;ﬁ} - dnk-l,h+1

D'apres 1‘thypothése de récurrence,

lim | ;
Koo T
montrons que lim 4 =0,
T4 nk -1,h+1
+1 +h=2

“oymtob+l T TR (1-a)(1 - ¢?) .. (1= h+1)

D'apres la démonstration de la proposition 2, il est clair que 1lim d -l htl = 0.
H

ke 'k

C. Q. F. D.

PROPOSITION 5. — Les formes linéaires -1 sont de normes < 1 sur 1'espace

L muni de la norme sup lb | = sup |a | , si on éerit
n v ——————————————
n>0 ngg
n
f(x) = 3 a X = ngb b Qh(x) .

nez

En effet,
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l@nk_llfﬂ
Iy yll = sup
x feL g
nk-l
= > bi / b
(1% ™)/ (g )
< b b .
<o, D)/ (g )<

.

THEOREME (BANACH-STEINHAUS [3]). - Soient {fn} ey Une suite bornée d'éléments

de (8, F) (formes lindaires continues de E dans F ), et E, une partie den-

se de E . Si, quel gue soit x € EO ’ 1iE§ f (x ) existe, il existe f € &E , F)
n
tel que, pour tout x € B, on ait f£(x) = lim f (x)
neN

PROPOSITION 6. — Les fonctions f € L sont w=intégrables.

Bn effet, les (xn)nez sont denses dans L , et on a vu qu'ils sont W-intégra=~

bles. On conclut donc e; appliquant le théoréme de Banach-Steinhaus.

3. Formule de Cauchy.

LEMNE,
0o, si |n|>1,
@l—2—)=40, si |Inf<i et n>1 ,
(x - 1) 1, si |n|<1 et n=1 .
X

e xL¥ , donc (p.l

l
o
-

si |n|l>1,

(x - n)® (x - h)n

X 1 2 +n-= h
‘hl <1, (X ~ h)n = Xn-l kzo~ . (—}E)k ’ donc

0, si |hl<1 et n>1 ,

|

) =

(|
(x-h)n 1, si |nl <1 et n=1 .

PROPOSITION 7. - Soit f e LV, et soit h e Q, ‘el que |h] # 1, alors :

o) 0, si |nf>1,
XI\X
(Mlm>=

£y, s ) <1
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xf + .
Démonstration. = Si Ihl >1, ———iiz%z;i-e L+ s done -__—_LE%E;T'E xL° , qui
h h
est inclus dans le noyau de U .
si |n]l <1,
2 f( )(h)
f(x) = f(h) + (x = h) £'(h) + (x = h)° —=L + ...

# (x-n)® £ m) & (x - 0™ o(z)

ot of(x) e’ ,

=@y Y x(H) (1) x (%) (n)
(ul(x . h)n+1> = iEO <uli.'(x - h)n+1'1 l—(-———-)-> + Qo)
d'aprés le lemme,
(i
le ( ) 3 1, f(n)(h) ot @l xf )(h)l )20 pour Ogign-1,
nitE > i(x - n)"H

enfin xm(x) € XL+ , done Q¢lx¢x) =0 .

4, Définition de (uilf(x)) dans le cas o f(x) est analytique dans un cercle de

rayon >r , de centre a (r € groupe de valuation) .
DEFINITIONS. - On pose
1 N
b, l£(x)) = <u0|g(y)> , ou gly) =f(x+a) .

On pose
@ile(x)y = Goleley)) eyl =1 .

On justifie facilement cette définition en remarquant que la suite ro  est une
suite trés bien répartie dans la couronne de rayon r , et que, dens ces conditions,

toute la théorie du paragraphe 2 peut &tre refaite, et conduit au résultat

wole)y = dgle(E))

Remarque 1. - Toute la théorie précédente est valable dans un sous-groupe G de

la couronne unité d'un corps local, défini comme suit

¢={1,a, o g eee 3 0y wen | Jol =1 et P #1, vn} .

En particulier, elle est valable dans une extension finie de gp o I1 faut alors
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considérer la suite K y OU q = ps est le nombre d'éléments du corps ré-
g (g=1)-1
giduel.

Remarque 2. - A partir des formules précédentes, on peut obtenir une formule des
résidus par la méme méthode que SCHNIRELMAN (cf. [17).
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