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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 20~01
(Théorie des nombres N
10e année, 1968/69, n° 20, 11 p. 16 juin 1969

APPLICATION DE LA METHODE D!'YVES MEYER
A UNE CARACTERISATION DES NOMBRES DE PISOT-SALEM-CHABAUTY DE Ep

par Jean—-Pierre SCHREIBER

Pour un nombre premier p , on désigne par Qp le corps des nombres p-adiques,
par QP sa cléture algébrique, et par [XIP la valeur sbsolue p-adique de 1'élé-

ment x de (O .
Y

On considére l'ensemble des nc-"res de Pisot-Salem--Chabauty de -gp défini comme

suit (ef. [2], [7], [1], et [3]).

DEFINITION, - Soit S, Llensemble des éléments 6 de Q Ie!p > 1, tels

qu'il existe un polyndme A[X] & coefficients entiers relatifs, irréductible sur

Q , et vérifiant les conditions suivantes :

1° La seule racine de A dans Qp , ayant une valeur absolue p—-adique stricte-

ment supérieure & 1 , est 6

20 Pour tout nombre premier p' différent de p , les racines de A dans Qp,

sont de valeur absolue p'-adique inférieure ou égale & 1 ;

3% Les rac nes de A dans C sont de valeur absolue inférieure ou égale & 1 .

—~

Nous allons donner une caractérisation de cet ensemble (théoréme 1) utilisant la
notion de partie harmonieuse d'un groupe localement compact abélien, introduite par
Yves MEYER, o% utilisée par lui pour caractériser les nombres de Pisot ou de Salem
de R ([6]).

1. Ensembles harmonieux dans g% .
Nous noterons Z(p) 1l'anneau des rationnels s'dcrivant 3; (oﬁ q est entier

b
relatif), et gp l'anneau des entiers p-adiques. A tout élément x de Qp sont
associés de manitre unique
H(x) e2() n(0, 1( ,
et
e (x) € 2
D ez,

de telle sorte que x = Hp(x) + ep(x) .

Sur le groupe additif Q_p , abélien, localement compact, les caractéres continus

sont de la forme
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v k=> exp[2im Hp(X-Y)J ’

x.

ou X € QP ([4], p. 400). I1 sera plus commode pour nous de considérer les carac-

tdres comme homomorphismes de Q, dens R/Z (identifié 3 (0, 1() :
y > H(xy) .

De m8me, pour un entisr g positif, nous considérerons les caractéres continus de
2 e . .
Qp définis par

Yy - Hp[(x » V)1

o x appartient & 1'espace vectoriel duzl de gf; , et o (x, y) est le produit

scalaire de x et y .

[
Les caractdres faibles sur Q sont des homomorphismes non nécessairement conti-

nus de Q_é dans E/Z_: yk-»x(y) .

Pour y € (o R 1( s, on note ”y” = inf(y , 1 =73) .

DEFINITION, - Un fermé A de ’gf) est dit hammonieux si, pour tout caractére

faible X et tout ¢ >0 , on peut trouver un caractére continu (soit x dans

Qﬁ ) tel que

Pren, (r) - Hp(x , Ml <e .

Voyons maintenant un exemple simple qui est & la base de la notion de modéle dans

PROPOSITION 1. = L'ensemble Z_(p) n (0 , 1{ est hamonieux dans gp .

r

si rez(p)nlo,1(, 1= -9; , avec q entier positif inférieur & p . Un

D
caractere faible x est donc déterminé, sur A , d&s que sont fixées les valeurs

er=x(-1-;> y r=0,1, . ,00 0g 6.<1. Les nombres 6., étant 1iés par

les relations

Po, = 6., (mod 1) ,
ou encore
PO, =0 +a. , a,€2n (0, ( ;
d'ou
a a 5]
9 = '""‘I’:‘ + eee + “l + "“9‘ .
r ) r r

he}
3
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Soit x 1l'entier p—adique, défini par

oo
n-1
X= 2 &a p ;
. on
=1
on a donc
0

Pour ¢, 0 <¢e< 1, on peut trouver un rationnel v de ”:Z_(p) n (0 , 10 véri-

fiant fy - eol < ¢+ Bn posant y = x + v , on obtient, pour 1'éiément -9; de A,
P

9
Ix (f;) - Hp(?)u = u;% a- Hp(ig)u :

Comme Y2 e z(p) n (0, 1{, H (:{g_>=y_g , et
pr ~ p«.\pr o

Pl

leg d-v Al s L log - vl <e
b I3

Le caracteére fort y approche donc uniformément x & € prés sur A .

COROLLAIRE, - Toute partie de g(p) , bornée pour la valeur absolue ordinaire,

est harmonieuse dans Q‘p .

Cela résulte de la proposition 1 et du fait que, si A est un ensemble harmonieux

de «gp , et a une constante de 'Qp , toute partie de aA est harmonieuse.

L'exemple de la proposition 1 se généralise comme suit.

PROPOSITION 2. - Soient W wun espace vectoriel sur Q? , de dimension £ , M

un g(p)-module contenu dins W , de dimension £ sur le corps Qp , et admettant,

sur E(p) s la base Sy p see s S0 Soient, d'autre part.:

(a) £ applications AQ:P-‘linéaires, ’gp—indépendantes,, de M dans _@p:

Lf‘l’,Lg,...,LP;
C) applications Z(p)-linéaires, de M dans Q—‘p : LE+1 g eve Lfl ’
formant avec LI; g esc g Lﬁ un systéme de m applications 'gp—indépendan’ces de

M dans Q 3

(b) m applications 'IZ(p)'—_l_imnéaires et E—indépendantes de M dans R :
0 0 -
Ll ’ L 3 ,‘ Lm ®

Soit
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A={Nel; lL?(K)lp <1 pour j=4+ 1, eec yn3

0 .
et le(X)]O <1l pour j=1, es, m} .

Mors A est une partie harmonieuse de W .

Démonstration. - Les éléments de A sont de la forme :

A = % a. (V) s, a (1) € 2(p) .

k=1

Les applications LS étent indépendantes sur R , définissent un homéomorphisme de
[E(p)jn (muni de la topologie induite par celle de E? ) dans E? , et i1 existe
donc une constante A telle que, pour tout A de A, lak(X)lO < A,

Soient x wun caractdre faible sur A, et e un nombre réel positif. I1 résulte
du corollaire de la proposition 1 que, pour chaque k , k=1, 2, o0 y I,

1l'ensemble {aj Sy 3 aj € Z(p) nJ- A, A(} est harmonieux ; on peut donc trouver

X dang le dual de ¥ tel que
l - | <« = - -
(e s) =5 [Gq s s) I <5, Va c2(p)nl-a, sl .
On est alors ramené 3 1'approximation uniforme sur A du caractere faible
/ il
L Hpikil (xk . ak(k) Sk)> ,

par un caractere fort du type

n
A b=—> H ((x . 2

ou encore, puisque les applications 'Qp-linéaires L? g weo LE , sont ‘gp—indé—

pendantes, par un caractdre fort écrit
2 5
N LP(K))
Phi=1 *
( yl y coe o yz sont des éléments de Qp ).
Pour i=1, 2, «es , m , posons L?(s ) = «, ; et soit e > O . Nous aurons
itk i,k

4 .
S oyt LE(X))” <e ,
i=1

HHp<k:1 (x, » a.(\) sk)> - Hp(

dés que
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3 (a (MG ) - g * - I fa N <e
Hp gz, AR ST 2 T S T Sy T e >’ o
avec lgilp.g 1 3 ou encore, des que
- § o4 o3 gl B <&
'Hp{ak(K)[(Xk ’ Sk) i:l N ui,k T . di’k i o

. . 1
Mais comme ak(K) € E(p) n (- A, A), il suffit de trouver ¥~ , «ss , ¥

E£+1 g see 9 im , tels que
£ . m
-c -C
(2, ,8)~2 ya, -2 €a  =c ezp)nl-p ,p ) ,
B ik 0 ik = %k
ou p~C<iE-

Am *

Soit, aprés avoir posé y = y!'T + E (‘§l|p~$ 1) ,

g = (55 8) = o =

= M®
ug
123

L i
2 ¥ oo
i=1 1

PR P . 1
On est alors ramené & la résolution en y' 4, see 5 ¥!

du systéme

£ .
X i
(k) Zy, dil’_-—'—-()ck,sk)"'ck"bk, k'——-l,-o-,m,
i=1 e
1 2 -c -C B P
avec V! , 4ee , ¥V € g% ;¢ € Eﬁp) nl=p°,7p ) b €D Zp % B étant
une constante entidre choisie telle que, pour bl y see o bm , dans p 25 s ON

puisse trouver il y see o gn dans Zp avec

Le systdme (*) se résout maintenant en appliquant le lemme suivant, qui n'est que

le théoréme de Kronecker ([87], 5.1.3) appliqué 2 Qé .

LEME, - 51 %, , «ee t, sont m éléments de (S%)ﬂ indépendants sur Q ,

1'ensemble des m-uples (H [(y , t, )0} , v décrivant 1'espace vectoriel
P k' k=1,,m

)

dual de Qﬁ , est dense dans [O ’ I[m .

Il suffit de choisir y! € Qi , tel que
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L .
< 1 - -B - I
I%(\;l v P ) (g osy) p
et de poser

4
- i -B
q ((Xk ’ Sk) p ) - Hp( Yoyt o . P > =c D ,
P =1 ’

£ .
-B ’i v
SP((X-K 9 Sk> P ) - ep(izl y Oli,k P )—~ bk P .

Alors, on a bien
-C ~C
c, €Z(®) n)p 4,2 ( ,

B
bk €Ep ZP ’

et
Zy'iai,k=(xlc » o) o = by

On a ainsi défini des ensembles harmonieux dans Qé jouant le r8le des modéles
introduits dans R par Y. MEYER. Voyons 1'application de ces ensembles aux nombres

de Pisot—~Salem=~Chabauty.

2. Nombres de Chabauty-=Pisot-~Salem.

Soit K wune extension algébrique de Qp . Nous noterons S (K) 1l'ensemble des
éléments @ de K , algébriques sur Z 4, et tels que (en désignant par A(x) un

polyndme irréductible sur @ dont 6 est racine)

1° Les racines de A dans Qp , non conjuguées de © sgur E% s sont de valeur
absolue p-adique inférieure ou égale & 1 , et lelp > 1

2° Les racines de A dans Qp, ( p' premier, différent de p ) (resP. les ra—
cines de A damns C ), sont de valeur absolue pl-adique (resp. de valeur absolue

by

ordinaire) inférieure ou égale & 1 .

On a alors la caractérisation suivante.

’ .
THEOREME. - Soit 6 €K , O # 0 ; pour que 6 € Sp(K) , i1 faut et il suffit que

1'ensemble {en}nzﬂ soit harmonieux dans X .

Démonstration.

(a) Condition nécessaire : Soit © e SP(K) ; on peut alors écrire le polynfme A

sous la forme ¢
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I1 est clairement équivalent de dire que {en}neN est harmonieux dans K ou dans

—

W:Qp(e) , dont une base sur gp est 1, B 5 eee ez"l (lszgm) . Soit M
le ,Z(p)—module de base 1 , © , eeo , gt s, et soient Ty g ses s Ty les m
Q-isomorphismes de M dans O, ou Tl , T2 ) sse TE sont les restrictions a

M des £ gp—isomorphismes de 5%(9) dans Qp $ ou encore, en posant ei = Ti(a),
91 g e g 92 sont les conjugués de A par rapport a gp , et Gz+l g sas Sm

les autres conjugués de 8 par raepport & Q qui sont donc, par hypothese, de va-

leur absolue p-—adique inférieure ou égale & 1 .

Les m vecteurs de QE : V.= {Gk ese 95} s, k=0,1, 00 ym=1, sont

k 1?
G%-»indépendants, done Q?.—indépendants. On peut alors définir sur le gp-espace

vectoriel N engendré par Vo s ees s , m formes linéaires gp~indépendan-

V-1
tes L{ ’ Lé y eee L& s telles que s

10 Li(x) s +o+ 5 L1(x) ne dépendent que des 4 premidres coordonndes de X
sur la base canonique de C@ H

20 L}+1(X) y see s Lé(x) ne dépendent que des m = £ autres coordonnées de x
sur cette base, et prennent une valeur inférieure ou égale & 1 , en valeur absolue
p~adique, sur tout élément x dont les m - ¢ dernitres coordonnées sont de va=

leur absolue inférieure ou égale & 1 .

Si T désigne alors l'application Z(p)-linéaire de M dans N définie par

k . . P s 2
T(O ) = V. les applications I = L! T sont -indépendantes de M dans .
( k? PP i3 % P %

De plus, il est clair que Lﬁ 5 eve 4 Y sont gp—linéaires et que, pour tout

0
n>0,

lL?(en)lpsl 3 pOU.I‘ j=£+ 1 9 vee ’m .

Soient maintenant 61 » Op 5 eoe 9 O les m E?dsomorphismes du corps ‘g(e) ’
& valeurs dans C . On définit alors, dans QP y comme précédemment dans (Qp)m ’
m vecteurs indépendants sur le corps des réels et situds tous, cette fois, dans la
boule unité de CT . On en déduit donc m applications 'g(p)-linéeires et R=-

indépendantes de A dans R @ LO s ees o LS , telles que, pour tout n >0 ,

1 rd
L3(e™] <1 -

La proposition 2 s'applique alors, et montre que {Gn}nao est contenu dans un

ensemble harmonieux, donc est harmonieux.
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(b) Condition suffisante : Si {en} est harmonieux, il résulte des propriétés

générales de ces ensembles ([67), que {Gn}n>o n'a pas de point d'accumulation, et

done Ielp > 1 . La démonstration se fait alors en deux étapes :

() Si {gn}naO est harmonieux, 0 est algébrique (sur Q ). Bn effet, si @

n'est pas algébrique, 1l'ensemble {Gn}nzo est indépendant sur @ , et donc toute

fonction X , & valeurs O ou %- sur {Gn}n>0 , peut 8tre prolongée en un carac=—

d

tére faible sur W . On a ainsi un ensemble de caractires faibles & valeurs 0 ou

%- sur {en} s ayant la puissance du continu. Or, pour ¢ positif assez petit,
l'ensemble des caractéres forts de W , prenant sur {en}n>0 des valeurs dans
4

1 1
Usa[O,E[U]§-E,-§+e[U]S,l(,

a tous ses points isolés dans le dual de W , et est donc dénombrable.

b

Pour le voir, identifions le dual de W & W de la fagon suivante : & z e W,

on associe le caractére

£
xe W > Hp(.z zy Xi) = Hp(tr ZX) .

i=1 .g.p

Si Hp(tr z; X) € Ue et H %, X) € U€ s ON @, POUT Z = Z, = Z, ,

5 o, %

Hp(tr 2zx)l| < 4e .

~

I

Soit T > 0 assez petit pour que lz[p < T entratne Hp(tr 2zen) = 0 , pour

%

n=0,1, «.. 4 £ . Pour z # 0, il existe un plus grand entier oo tel que,

Vn< Ny s t#gp(Zzen)}P < 1, car sinon, pour tout « de W, en écrivant o :
-1 k+n
Q= 2 o 0 avec o, € o <1
e k ( k ,gp ? l k’p ~ ) ’

on aurait lt#gp(2a2)|p <1, ce qui n'est pas. Mais alors, comme

n =1 n . ~k=1
8%-3 1 g0 ,

k=0 k

on a, si lz|p <7,

o
1< ltr(e 2z)lp,$ max Ibkl

= C )
Odeghm1 P
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n
ce quli est incompatible avec la relation Hp(tr 2z0 O) < ¢, dées que g est in=-

%

7 . N -
férieur & p .

(o) si {en}nEN est hamonieux, et 6 algébrique sur Q , et lelp > 1,
alors 0 e SP(W) . Bi 6 est racine du polynbme P(X) = 2, ) TS a de
Z[X] , irréductible et primitif, et si {en}neN est harmonieux, on peut trouver,

pour € >0 ,un z de W, z#0, tel que

”HP(trgp(zen))‘_! <e .

Si nous considérons plutdt la décomposition des éléments y de Qp de la forme
1 1
y =E(y) + Eé(?f) , avec HI’)(y) €z(p) n -5, 30 ,

<1, nous aurons lH' tr (zen)l < ¢ o Prenons alors

et Ielg(y) lp b tg

Dang 1'égalité
m
e
i§o a; Hp(trQ (26 R
= ~p i=0

ebmeiyy § o1y )

1
ay ep(tﬁgp(ze y
le membre de droite est un entier p-adique, et celui de gauche un rationnel de

2(p) n J- 1, 1( ; ces deux membres sont donc nuls. Les rationnels

= t ‘n
u Hp(tr (z67))

%

rd . . 3 3 . Ve n
verifient ainsi la m&me relation de récurrence que 6§ , et comme on a

fagly € lal1e2]

. ™m .
pour un entier r assez grand, on aura p w, € Z . Alors le théoréme de Fatou

o
([51, p- 64), appliqué a la série 3 p™= un(é;)n , nous permet d'dcrire
n=0 o

ou A et B sont des polynSmes de Z[X] premiers entre eux. Pour tout nombre
[>]

premier p' # p , et pour p' =0, la série entidre 2 w X converge dans le
n=0
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disque |X|P, < 1 , puisque Iunlp,~§ 1 . Donc, dans Q_, , les racines de 3B sont

de valeur absolue su,3rieure ou égale & 1 (on éerit QO ='g ). Dans Qp , comme

Sou X Y (trQ 567 & - Y et(tr zo™) X ,
n=0 ° n=0 ~p n=0 T E%
Lo n g n
=3 3 5 6 - Y eM(tr. ze™) X,
i=1 n=0 =0 P
soit
@ yn j[ Z‘i
V- - A e p——
v B= 2 gy -el®)
n=0 i=1 i

ou les ei (resp. les z; ) sont les images de A (resp. de 3z ) par les 4 Qp—
isomorphismes de W = Q (e) a valeurs dans Qp , et ol g est définie pour tout

X de Ty jXIp < 1 puisque

]eé(tr

9

Les racines de B , non conjuguées de 9—1 par rapport a -gp , ont donc une valeur

zen)ip.g 1 .

absolue p-adique supérieure ou égale & 1 . Alors O appartient bien & SP(W) ;

Cela termine la démonstration du théoréme.
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