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Séminaire DELANGE=-PISOT-PCLTOU 18=01

(Théorie des nombres)

10e année, 1968/69, n° 18, 3 p. 19 mai 1962

ALGéBRICITé DES FONCTIONS MéROMORPHES
PRENANT CERTAINES VALEURS ALGéBRIQUES

par Xavier STEFANT

L'exposé consiste dans la présentation d'un article de G. RAUZY [5]. Nous donnons
ici un bref résumé de cet article.

A est un anneau intégre muni d'une valeur absolue notée | | ;3 on note K 1le
corps des quotients de A , R 1e complété de K pour | | , et R 12 ciéture
algébrique de t .

Si k est un corps, on note k{X_l} 1'ensemble des séries formelles & coeffi-
cients dans k du type :

40 g
(X = 3 =,
n=-h X

£ .

et 1l'on définit la valuation & 1l'infini de £ :

v(f) = inf{n €Z; a 40} .

. s r~ 7 A ""l . ’ Y .
Dans les notations précédentes, un élément de K{X } est dit méromorphe 4 1'in-
—_ +® g
s : l/n - . s n s
fini si llmlahl <+ ® , autrement dit, si la serie > -5, converge au voisi-
n=h X

nage de 1l'infini.
N o~

On note I le sous=corps de K{X 1} , constitué par 1l'ensemble des éléments mé-
romorphes & 1'infini. On montre ([1], p. 44) que T est algébriquement clos dans
Ac -
R{x"1y .

Le but de 1l'article est d'étudier certaines relations entre 1'algébricité d'un
élément f de T et 1'algébricité des valeurs prises par f sur les éléments de
A . On est pour cela amené 3 donner une généralisation des nombres de Pisot dans

certaines familles d!anneaux.

1. Définition des ensembles S(A , v) .
Notons (%) le systime d'hypothéses suivant

1° I | est non triviale,
20 (de d ot @#0) = (le] =1),
3° A est de Fatou (pour 1'étude de ces anneaux, voir [3]).
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Soit A satisfaisant & (%) ; + étant un nombre réel strictement positif, on

peut alors donner la définition suivante.

DEFINITION. - ¢ e S(A, v) , si, et seulement si :

A

1° g ek ;‘

20 o] > 1 —

3% Les conjugués de 6 par rapport & K ont, dans e , une valeur absolue infé-
o™ .

rieure ou égale a

U s(4, v) . Les cas particuliers bien connus sont obtenus pour
v>0
A=2 [ Z étent muni de la valeur absolue usuelle], et pour A =K[X] [ K étant

On pose S(A)

un corps, et A &tant muni de la valuation & 1tinfini] ([2] et [4])).

Propriété caractéristique. = Pour 6 € g , |8] >1, il y a équivalence entre

les propriétés suivantes s

(a) 6 esS(a,v):;
(b) 3¢>0, ¥neN, inf |0% - 4| <c|o|™Y .
O/GA

On montre ensuite le résultat important suivant.

THEOREME. -~ v >0 , les ensembles s(a, y) sont discrets pour la topologie
sur R associde & | ] .

2. Btude d'anneaux satisfaisant aux hypothdses (%).

On peut montrer (CAHEN, article & parattre) que lorsque A est de Fatou, A[X]
est lui-m8me un anneau de Fatou. L?anneau A X] , muni de la valuation & 1'infini

(ou plus exactement d'une valeur absolue associde), satisfait alors aux hypoth®ses
().

Dans [5], on considére 1l'ensemble suivant :
B(A) = {Pek[X]; Vaea, Pla) €A} .

On montre alors que B(A) est un sous~anneau de K[X] , et que, muni de la valua-

tion & 1'infini, il satisfait aux hypotheses (). En particulier, B est de Fatou.

3. Dernier résultat.
[ ava¥aVaVW W W W 0 W W e ard

G. RAUZY donne finalement le résultat suivant.

2
THEOREME. - Si vy est irrationnel, il y a équivalence entre les conditions sui-

vantes ¢
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1° £ edt, f non constante, et pour « € A assez grand, (o) e s(a ’ y) 3

20 f e S(B(4) , v) -

En particulier, si f est une fraction rationnelle non constante, et telle que
flo) e 8(A, y) pour o €A et o assez grand, alors f est un polynSme, et
f e B(4) .

La solution de valuation négative de X2 - xX + 1 =0, dont on obtient facile~
ment le développement en résolvant 1l'équation du second degré, est un élément de

S(B(g) , 1) , ses valeurs sur les entiers sont de toute évidence des éléments de

s(z, 1) .
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