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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 9-01
(Théorie des nombres)
10e année, 1968/69, n° 9 3 février 1969

ANNEAUX DE FATOU

par Benali BENZAGHOU

oo}

FATOU a établi que si 2 a X" est 1a série de Taylor a l'origine d'une frac-
n=0

g § 3 coefficients rationnels, irréductible, normalisée par

Q(O) =1, alors a, entier rationnel pour tout =n implique que P(X) et Q(X)

tion rationnelle

sont & coefficients dans Z , c'est-2-dire que les pSles de la fraction rationnelle

sont des inverses d'entiers algébriques (Lemme de Fatou ([3])).
Ce résultat a été généralisé dans deux directions 3

(a) En prenant a €Z pour neJ SN, J convenablement choisi (rRAUZY [57,
(61) ;

(b) Bn considérant d'autres anneaux que Z 3 c'est ainsi que PISOT a montré que
le lemme de Fatou s'étendait aux anneaux d'entiers des corps de nombres algébriques

([47]), et DRESS aux anneaux factoriels ([27).

1. Définitions.

19 Soit L un corps commutatif ; (X) = %%%% € L(XZ) sera dite normalisée si

deg P<deg Q, P et Q sont premiers entre eux, Q(0) = 1 ; une telle représen—

tation normalisée est unique.
[ee)

Nous associons & f(X) normalisée sa série de Taylor & l'origine 2 a, ) y 2
n=0
coefficients dans L . Si

QX) = 1= q K= weu =g X,
alors

=0y By T oree T O, 8 pour tout n ,

a
n+h n+ n

et

n
a = .Zi Pi(n) o s
i=1

ou les @, sont les zéros du polyndme

3 _1]_/1 Jhe=1
Q(X)—-J{"qlKh. "'o--"q_hg
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Ll étant 1'extension de L par ces @ Pi(X) € Ll[X] , et, m, étant 1'ordre

de multiplicité de o, , deg P, =m, = 1.
i i i

20 Soient A un anneau commutatif unitaire integre, K son corps des quotients.

A est un anneau de Fatou s'il satisfait & la propriété suivante :

Pour toute fraction rationnelle normalisée -%%%% de K(X) , de série de Taylor

——

2 n
2 a, x,
n=0

a, € A pour tout n ==> Q(X) € A[X] .

Notons qu'il en résulte que :

- P(X) e Al4],

—~ Les plles de %K§7 sont des inverses d'entiers algébriques sur A .

3° A étant un anneau commutatif unitaire intégre, nous définissons

(o]
(R(A>={nzoanxn’ aHEA, qu,..a,thA, théoy

tels que a . =q, & . .+ ... +q & pour tout n et A #0} ,

=1ttt Popen| ot

Cette condition signifie que la récurrence écrite est la "plus courte.

Lorsque K est un corps commutatif, R(X) est une K-algdbre (pour le produit

de Hadamard et la somme ordinaire) (voir [1]).

Lorsque K est le corps des quotients de A , nous définissons
To»
RA, K) =12 a e R(x) , a € A pour tout n}
n=0

R{(A , K) est une sous-A-algébre de R(K) , et

R(A) < ®(A, K) .
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PROPOSITION 1.

(a) Lorsque A est intégralement clos, R(A) est une A-algdbre de Hadamard.
R(A , X) .

(b) A est un anneau de Fatou <=> R(4)

Par définition méme, R(A , X) = R(A) 1lorsque A est un anneau de Patou, d'ou
(v).
pd ®
Soient @ = 2 2, = e R(A) y B = 2 bn e R(A) . En nous placant dans une

n=0 n=0
extension algébrique L du corps des quotients K de 4,

S T
3 n - n
an = ] Pl(n) C(i ’ bn = 2— Qfl_(n> Bi 5
i=1 i=1
et soient
c. =a +b , d =a .
n n

La récurrence entre les c, est donnée par un polyndme
n! m
* (1 - B )9,

Q@) =TI (1 - X)
i J

donc & coefficients entiers algébriques sur A ; comme Q (X) € K[X] et que A

1
est intégralement clos, QI(X> e A[X].

Le raisonnement sur dn est analogue.

4° Soient L un corps commutatif, A un sous—anneau de L . A est un Leanneau

de Fatou s'il satisfait & la propriété suivante :

1109)

Pour toute fraction rationnelle normalisée de L(X) , de série de Taylbr a

e wr
llorigine 2 a, Vo ,
n=0

a €A pour tout n => Q(X) e A[x] .

Nous déduisons de cette définition les propriétés suivantes :

(a) Si Ll est un sous—corps de L , et A un sous-anneau de Ll :
A est un L-anneau de Fatou => A est un Ll—anneau de Fatou 3
(b) Tout L-anneau de Fatou est un anneau de Fatou 3
(c) Tout anneau de Fatou est un L-~anneau de Fatou, pour toute extension algébri-

que L de son corps des quotients.

Soient L wune extension algébrique de degré fini de K , et N 1'application

norme de L dans K .
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Soit 2 a X' = P(X) o L(X) . Soit
n=0 n QALX

0'(x) =me(x) e K[x) ot  Ta X = %,-8% .

Remarquons que a € K pour tout n dimplique alors que P#(X) e K[X] . Soit
P (%) '
L la représentation normalisée de 2 dans K(X) , c'est encore la représen—

Ql X Q'
tation normalisée dams L(X) , d'ou Q = Q et P=P .

Comme & € A pour tout n ==> Ql(X) € AlX], 4 est bien un L-anneau de
Fatou.

Si L est une extension algébrigue quelconque de K , pour chague fraction ra-

tionnelle nous pouvons nous ramener au cas d'une extension de degré fini.

2. Propriétés.

PROPOSITION 2. - Soient L wun corps commutatif, (AO>QEI une famille de sous-—

anneaux de L , A= Ad . Si chaque A@ est un anneau de Fatou, alors A est
o€l

un anneau de Fatou.

Soient K 1le corps des quotients de A, K& celui de Ad 3 soit

; a ) G —%%%—e K(X) ,

P
[a)
n=0 ~

normalisée, avec a, € A pour tout n . Alors pour chaque o , Q(x) e A@[X] ,
d'ot Q(X) € A[X] .

COROLLAIRE. — Tout annesu commutatif unitaire integre A possede une enveloppe

de Fatou (plus petit anneau de Fatou le contenant).

I1 suffit de remarquer qu'un corps commutatif est un anneau de Fatou, et donc que

1l'ensemble des anneaux de Fatou contenant A n'est pas vide.

PROPOSITION 3. — Un anneau de Fatou est complétement intégralement clos.

Soit o € K tel qu'il existe d€ 4, d#0 et do" e A pour tout n . Alors
o2
> a1 = T—g—&i est normalisée dans K(X) , d'oh 1 - oX € A[X].
n=0

PROPOSITION 4. — Soient X wun corps commutatif, v wune valuation non triviale

de K, A 1l'anneau de la valuation. Alors :

A est un anneau de Fatou si, et seulement si, v est de hauteur 1 .
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A de Fatou ==> A completement intégralement clos. Or, pour un anneau de va-
luation :
"completement intégralement clos" == "la valuation est de hauteur 1 " (1).

A
Supposons v de hauteur 1 , et soit X 1le complété de la clbéture algébrique de

[on]

K muni d'une valuation prolongeant v . Soit 2 a o= E%E%-e K(X) , normalisée.
n=¢ = alx

a € A, Tn>0, entraine }an| <1, 9n>0.1Il en résulte que le rayon de

convergence de la série est supérieur ou égal & 1 , les zéros de Q(X) sont de
valeur absolue supérieure ou égale & 1 , les coefficients du polyndme réciproque

#*
Q (X) sont des entiers pour v , donc Q(X) e A[X].

. P(X) 2 n .
Remarque. - Si v est de hauteur 1 , EKXT-: n%b a, X" e K(X) , normalisee,
alors
S /
1im|an|l’n <1 = QX)) eax] .

PROPOSITION 5. ~ Soit K wun corps commutatif, et soit A un anneau de K in-

tersection d'anneaux de valuations de XK de haqieur 1 . Alors A est un anneau

de Fatou.

COROLLAIRE 1. = Un anneau de Krull est un anneau de Fatou.

Remarquons que les anneaux principaux, les anneaux de Dedekind et les anneaux

factoriels, sont des annesux de Krull.

COROLLAIRE 2. - Soit A wun anneau noethérien. Alors :

A est un anneau de Fatou <==> A est intégralement clos .

En effet, pour un anneau noethérien,

A intégralement clos <«=> 4 est un anneau de Krull (2) .

PROPOSITION 6, — Soient A un enneau de Fatou, K son corps des quotients, L

une extension algébrique de K , A' la fermeture intégrale de A dans L . A

est un anneau de Fatou.

(l) BOURBAKI (N.). - Algdbre commutative, chap. VI, § 4, prop. 9.
(®) BOURBAKT (N.). - Algdbre commutative, chap. VII, § 1, n° 3.
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LEMME ([4]). - Soient E un anneau commutatif uniteire, intégre, R son corps

des quotients,

ni_‘o anxn=%%eﬁ(m,1z) :

Alors il existe une suite (aﬁ) de B vérifiant la mme récurrence linéaire que

les a

== ‘n
1 — t 1]

Bh T 9 Fgper Tttt T Y B

t . ol - gl —
et telle que By = 8] T eee = B, = 0.

P(X) o ,
69) étant normalisée, soit Q(X) = 1 ~- a, X om coe = %, Xh . Posons

Comme

il existe Xj s ovee s Xy solutions dans K du systéme obtenu avec

En multipliant ces X, par un élément de 1'anneau B , nous obtenons

a' = x!' a +x!la ., + 00 + X! 2
n 1 ™n 2 “n+l n+h~-1 "’

avec

Remarquons que

® -1
n EXh
ZO 8.;1 X = —Q—(—)a— .

n=
< n P(X)
Démonstration de la proposition 6. = Soit 2 ah X = QTXT € L(X) , normalisee.

n=0
I1 existe une extension de degré fini de K contenant tous les coefficients de P

et Q , et donc tous les a, - Nous pouvons supposer donc, L de degré fini sur
K L]
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e
(a) Supposons L purement inséparable sur K . Il existe pe tel que Z ek

pour tout x €L .

e
[se] e e p
Dlod 2 ai x°P =:E£§l—— € K(X) , normalisée,
n=0 Q(X)p
e e _
& €b, Vn => ax)? e Ax] ,

dtotr Q(X) e AM[X] .
(v) Supposons L séparable, et soit Ll 1'extension galoisienne qu'elle engen-

dre, G = Gal(Ll/K) . Par le lemme, nous pouvons toujours supposer

2 £ a1
—_ 1
n%o an = -—QT-XT ’ an € A s ¥n .

Considérons

N Cola) ¥ =2v 3¢,
ceG n 7 ah n n

bn € A pour tout n .

Par ailleurs, (¥(a) Xd<h~l)>/(“ Q°(x)) est normalisée dans K[X] (4 = [LI:K]) y
dron @ (1) = 11 () < Alx] € wfx] .

I1 en résultg que Q(X) e A'[X] .

COROLLAIRE., - L'anneau des entiers algébriques (sur g_) est un anneau de Fatou.

Signalons le résultat suivant (RAUZY [7]) :

Soit A un anneau de Fatou muni d'une valeur absclue non triviale, telle que

‘al > 1 pour tout o€ A, o #0 . Soient K son corps des quotients, et

B={P(X) ex[X]/ P(e) € A pour tout o € A} .

Alors B est un anneau de Fatou.
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