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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 7=01
(Théorie des nombres)
10e année, 1968/69, n° 7 20 janvier 1969

SUR LE QUOTIENT DE HADAMARD DE DEUX FRACTIONS RATIONNELLES

par Martine PATHIAUX

1. Introduction.

Soit K un sous—corps de C . On considére R(K) (voir [1] et [2]), 1'algdbre

des fractions rationnelles A(z) = %%%% , ou d° P <d°® Q et Q(O) #0 , et dont

le développement en série de Taylor & l'lorigine est & coefficients dans K , c'est-

a=dire

© k
A(z) € R(K) <=> A(z) = %ég%—: Zb 2, z a €K et a = izl R, (n) o ,
n= =

ol e;l pour i€ {1, ... , k} désignent les zéros de Q(z) , et ol

a° R, = nultiplicité de ezl -1 .

Conjecture : Soit K une extension algébrique finie de C . Soient

L(z) = E: a 2t e R(K) , B(z) = E; b 2t e R(X) et c(z) = 3 c 2%,

n
n=0 n=0 n=0
%
ou ¢ =s=— en convenant que c¢_ =1 si b =a =03 si, quel que soit n, ¢
n bn n n n n

est entier algébrique, alors c(z) € R(K) .

La conjecture est vraie dans certains cas. C. PISOT [7] a démontré le théoréme

suivant.

’ \

[o0d 0]
A(z) = 2 a 2 e R(C) et B(z) =2 b z" € ﬁ(C) ’
n ~ _— n ~
n=G0 n=0
J/ n .
ou bn = :Z Qi(n) Wy s BVeC lpll > lui; pour i€ {2, «00 , £} et d° Ql =0 3
i=1 ©
si c, = %ﬁ-e Z pour tout n , alors C(z) = ﬁéo c, zn est une fraction ration-
nelle. B

D, CANTOR [5] a démontré le théordme ci-apres.



=02

THEOREME 1.2. - Soient

(<] [es}
A(z) = 2 a_ z" e ®r(Q) § B(z) = 2 bz e®(Q) ,
n ~ — n =
n:o n=0
%
il bn = Q(n) 3 si c, =5 est entier algébrique pour tout n , alors
n
[e0]
C(z) = 2 c, 7' est une fraction rationnelle.

n=0
Cet exposé a pour but de démontrer que la conjecture est encore vraie dans le cas

suivant.

THEOREME 1.3. - Soient

A(z) = E a 2" e R(K) et B(z) = E b z' e R(K)
n=0 n=0

si le nombre de pdles distincts de B(z) est inférieur ou égal & 2 , et si

a ®
¢, = %E_ est entier algébrique pour tout n , alors C(z) = 2 c, z- est une
n n=0

fraction rationnelle.

Notations. —~ On note Qp la cl8ture algébrique de g? , et ﬁp le complété de
Qp (si p=o0, 6p désigne 9_).

Soit KX une extension finie de d° s de Q .

(1) ORI &)

Si veXK, o=« g eee 5 O gy vee 9 O désignent les conjugués de o
sur Q , et si u, € K, F(i)(z) = z;uéi) z pour i =1, ... , 8 désignent les
conjuguds de F(z) = E U Z = Fl(z) .

n=0

La démonstration du théoréme 1.1 est basée sur le théorme de BOREL [4]. La dé-
monstration du théoréme 1.3 est analogue & celle du théoreme 1.1, mais utilise une
généralisation du théoréme de Borel, due & DWORK [6] (généralisé par la suite par
I'. BERTRANDIAS [3]), utilisant 1'analyse p-adique. Nous 1'énongons sous cette for—

me restreinte

=]
THEOREME 1.4, - Soient F(z) = 2 U 7" y Ou u est un entier algébrique d'une
n=0
méme extension K de d° s , et p un nombre premier ratiomnel.

Si les F(l>(z) , pour i€ {1, ..., s}, sont méromorphes dans C avec un

nombre fini de pdles, zéro non compris, dans }zl < P g 2
?
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0 - i . - ’ A
Si les F(z), pour i€ {1, ... , s} , sont méromorphes dans Qp avec un nom-

bre fini de pdles dans ]zlp < 05 ,

; 2D
st e >0,
i=l,e,s ’d
J=0,p

alors les F(l)(z) , pour i =1, ... , s, sont des fractions rationnelles.

La démonstration utilise les déterminants de Hankel

(1) (1)

Yno o0 Yas
H(l):: : .
n,s .
ney (1)
n+s Yn+2s ’
et les inégalités suivantes
i 1-h, )
1/n (S+ i
lmIH [ \10910 ? V5>hi7
ol Ri o désigne le rayon de convergence de F(l)(z) , et hi le nombre de pbles
b
de F(l)(z) dans lz| < o, , et
i,0
) l -(S+l~ei)
llml s'p S i,p ’ 78> ei s
ou e; désigne le nombre de pdles de F(l)(z) dans ]zlp < oy  ? et
’
N(Hn’s) x }N(Hngs)lp >1 .
2. Lemmes.
Notations. - Notons
S n n n
ah = z Pi(n) ei et bn = Ql(n) Ml + Qz(n) Mo s

et K wune extension algébrique de d° s contenant tous les Si ’ Mj , et les
coefficients des polyndmes Pi et Q,j . On peut supposer tous ces nombres entiers
algébriques. Dans le cas contraire, on multipliera a et bn par le dénominateur
de ces nombres, ce qui ne changera pas la forme générale de a, et bn .

. wv 3
LEMME 2.,1. -~ C(l)(z) = 2 cgl> . ont des rayons de convergence Ri 0 dans
n=0 !

ol

non nuls.
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St b, =0, c =1, etsi b 40 , alors N(bn) > 1 puisque b~ est entier
algébrique. Donc
IbI(ll) N bIgJ)I > 1
jef1,m,s}
i
Soit Ri 0 le rayon de convergence de C(l)(z) . On a donc
?
(1) l/n
la)*/] : .
1 oo n — (1) 1/n - (J) 1/n
= = lim ——sz—i7zw§ llm]an I x T llmlbn |
i,0 Ibn I J=ly0ys
j#i
En posant
6= max |6, et wo=max(fu ] , ﬁr1> ’
. i 1 2
l=l’"',k
soit
1 s—1
T < B .
1,0
M(i) %
LEMME 2.2, — Si l—(—-)-l. | =1, vieft, ... , s}, et si L st différent
- o
—2
d'une racine de l'unité, il existe p premier rationnel, et i € {1, ... , s}
tel que . | (i)l p L (i>i
En effet, si El- est entier algébrique, alors d'aprés un théordme de Kronecker,
W (1) 2
si l—%%74 =1, viefi, ..., s}, L est racine de 1l'unité, ce qui est ex—
wa” M2
2
S .
clu. Bl n'est donc pas entier. Soit P(x) = 2 Bi xt e g[x] un polyndme primi-
h2 (i 1=0
K2

tif de degré s ayant pour racines pour i€ {1, ... , s} . Alors
ulzlj

By = * By #+ 1 . Soit p un diviseur de By 5 il existe i € {1, .00, 8-1}
tel que pXBi , puisque le polyndme est primitif. Le polygone de Newton de P(x) a

donc un c8té de pente négative. Il existe donc i e {1, ... , s} tel que
W (5)
ol
i)'p
My

< 1 L

3. Démonstration du théoréme.
P ot e e el ata o Al araatal VW oW ol o e o &

hY u . - rd
Nous excluons le cas ou —L est racine de l'unité. Dans ce cas, on se raméne au
W2

cas de CANTOR.



Posons
r < n
Cp = c, x Ql(n) et Cr(z) = nib Cn,r z .

Si pour un r convenable, Cr(z) est une fraction rationnelle, le théoréeme 1.2

permettra d'affirmer que ¢(z) 1'est aussi.
Remarquons que C, p est entier algébrique. D'autre part, le rayon de convergen-—

b
ce dans ( de Cil)(z) est supérieur ou égal au rayon de convergence dans C de

C(l)(z) . BEn notant o, . (resp. R. . ) le rayon de méromorphie (resp. con=-
1y, 1y,dsT

‘l A
vergence) de Csl)(z) dans Qj ,ou jeJ, J désignant 1l'ensemble des nombres
premiers rationnels, zéro inclus, on a

0 > R, >  min (Ri O) #0, d'aprés le lemme 2.1 .

i,0,r i,0,r .
LA A i=1,wys ’

D'autre part, pour jeJ, J#0, p > 1 . Il existe donc A # 0, indépen-

i,J,7

dant de i, jJ , r tels que op, > A . D'aprés le théoreme 1.4, il suffit donc

JyT

y +ee 5 85} et je€JT tels que lim Py s p =F®e
70 2Jds

Or d'aprés le lemme 2.2, il existe pe€J et i€ {1, ... , 8} tels que

s
de démontrer qu'il existe i € {1

. . W
Iugl)l # }uél)[ . Supposons par exemple 1 =1 et l—24 =w<1, et montrons
que, pour ce p considéré, 1lim p =+ o , On utilisant 1'identité
o 1,p,r
T
1 r-1 X
T =L+ et X T s
transformons
T
Q,(n) @ ®
B 1 3 n n
cn,r = a, = 2 tn Z o+ 2 V.%o
0 Qz(n) Ko n=0 n=0
Ql(n) Ml(l + azrﬁj‘gﬁ)
1
avec
r—-1
_ S i (1) r=l-i ni ~-n(i+l)
tl’l = an .Z ("‘ l) Q2 (n) Ql(n) |=J32 p‘l
1=O
et
r
v_o= (= 1)F (gg_rn Qg(n) = ’
n ?
"1 q () W]+ Q,(n) by
(o]

2 tn zn est une fraction rationnelle. On a donc
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L Tl V2 ¢ o Tlay )R] Tl |V < &
p N Inp ~ § DN D n'p N A H
L,p,r
soit
-r . . _ )
pl,p,r > Aw et iiz pl,p,r + ®
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