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Séminaire DELANGE=PISOT-POITCU 10=01
(Théorie des nombres)
10e année, 1968/69, n° 10 24 février 1969

MODULE DE CONTINUITE DES POLYNOMES D'INTERPOLATION
APPLICATION A LETUDE DU COMPORTEMENT LOCAL DES FONCTIONS CONTINUES
SUR UN COMPACT REGULIER D'UN CORPS LOCAL

par Eve HELSMOORTEL

Sur un compact régulier N ([1]) contenu dans la boule unité A d'un corps lo-
cal K ou 7 est uneuniformisante, ond4éfinitles podyndmesd'interpolation (%1 rela-—
tifs & une suite u trés bien répartie (TBR) dans M et bien ordonnée, et, pour
tout entier naturel n , on évalue la quantité

w, (k) = inf v(q(x) - (¥)) .
% v(x-y)=kv(m)

Puis, & toute fonction continue f de M dans A, on associe sa série d'inter—

polation sur la base normale (Qn) de C(M s A) :

£(x) = 2 a Q(x) ,

n30

et on déduit de 1l'ordre de croissance des v(ah) une condition de Lipschitz d'un

certain ordre pour £ .

1. Notations.

K est un corps local, ™ une uniformisante, A 1'anneau de la valuation, et M

un compact régulier contenu dans A4 (cf. [1]),

H=linM_, o M= MM

On note la projection canonique de M sur Mk , et Nk = qqu see Gy = Carde .

b
k
La suite des entiers dy étant ainsi définie, tout entier naturel n s'exprime de

maniére unique sous la forme

. = se e I <.< . 7’4 M
(1.1) =n ny +n, N, o+ +o M Ogn, <q ., et n_, #0 ;
les n, seront appelés s chiffres de n .

A partir de la suite q = (qi) , on construit l'ensemble Z. = lim g/Nk Z sur

q L od

lequel est définie la valuation vq : pour un élément 2z de 2,
q

Z=ZO+ZlNl+¢-'+Zk:Nk+-oc ’

on a
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vq(z) =n , lorsque 2z, =0 pour i =0, ... ,m -1 et z #0 .

Soit une suite u T3BR dans I , {uo P Uy g eme Uy —l} est un systéme de re-
'k
présentants de Mk .

Pour tout entier naturel k et pour tout élément x de M , il existe un entier

r(k) et un seul, tel que

(1.2) 0L r(k) < Nk et pk(x) = pk(ur(k)) .

L'entier n étant fixé, pour tout élément x de M on définit les entiers na-

turels N' et p par

( ) V(X - ul)
1.3 N' = sup
ogign-1 v(m)

et
o =inf{j ; wv(x = uj) = Nt.v(m} .

Si N*>h, p=rzrh) et vix- up) = Ntv(m) , vix = ui)~§ (b - 1) v(m) si
i#op.
Si N'=h~1, op= r(h - 1) et v(x -u ) = (h - 1) v(ﬂ) s et 11 peut exister

d'autres indices J tels que v(x - uj) = (h - l) v(ﬂ) .

Suite trés bien répartie bien ordonnée. - On dira qu'une suite u , trés bien ré-

partie dans M , est bien ordonnée (TBR BO), lorsque

v(ui - uj) = vq(i - j).v(ﬂ) .

Si r(k) et r(k - 1) sont associés au mlme 41ément x de M et 2 une suite

TBR BO par la définition (1.2), alors :

") 7 Paenn)) 7 (- Devl)

donc
vq(r(k) -r(k-1)) >k =~-1 ,

clegt=a~dire que

r(x) = r(k - 1) + X1 Nk-l ’ avec 0 < X _q < Q-

On peut ainsi associer a tout élément x de M 1la suite des entiers X, telle
que

r(k) = Xy + X, Nl e+ X Nk—l y

et faire correspondre & x 1'élément S(x) de 3
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(1.4) s(x) = X+ % Vo4 e b x W+
On définit de cette manidre une application S de I sur ~Z'q y qui est liée 2
la suite uw TBR BO § on a
S(um) =n , pour tout entier naturel m ,
et d'autre part,
(1.5) v(x = y) = v(m)w (8(x) - 8r)) .
S est une homométrie de M sur Zq .

Les chiffres X, de 5(x) dans Z‘q seront, par analogie, appelés : chiffres de

X o

2. Préliminaires.
(e aaa a al eV o oW ol oW o e g

(a) Probléme. - Etant donnés deux entiers k et n , et une suite u TBR BO

dans M , on cherche & évaluer la quantité :

= in v X) = ()) ’ our x et dans M .
an(k) V(X~y)§%v(ﬁ) (Q(x) = oy 1 y
(x = uo)(x - ul) vee (x = un_l)
(=) = T =)o, —u;) wee (o, —u_J)

Si deux éléments x et y de I sont tels que v(x - y) = kv(m) , on leur asso-
cie par (1.2) le mfme entier (k) = r , et on obtient les inégalités :
(2.1) inf v(Q (x) = q (u)) < inf v(q (%) = (v))
v(x=u_)2cv(m) * N v(x=y)=kv(m) e E
O\<1‘<Nk

< inf ) v(Qh(x) - Qh(ur)) .

h v(x—ur)zkv(n

Ogr<,_
(b) Catcul de v(Q (x)) .
p=-1 n-1 n-1
v(Q (x)) = v(x - up) + ii:o v(x - u,) + i=§+1 v(x - u) - iEO v(u, - wu,)

p=1 n=-1 n-1

- v(x - up) + iio v(up - u) - iEO v(u, - u;) + i=%+l v(u, - u,)

n-1
= v(x - up) +v(m) 2 LﬁLJ - v(m) 2 [§;J + 2 v(up -u)

m2l m m2l m i=p+l
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car la suite u est TBR, et comme elle est de plus bien ordonnée :

(2.2) v(Q (x)) = v(x - up) + v(m) ﬁil (L%:J + [2~:ﬁi;:-£] - [§; ) -

(c) LEMME. -~ Etant donnés deux entiers n et s tels que Nh—l gn< Nh et

0gLs<n,

(2.3) PR (R =ttt R AT W
m2l m “m m

A

et 1'6galité est réalisée si, et seulement si, s obéit & la définition :

s est "bon pour n " lorsque les chiffres 8; de s dans Zq vérifient les

inégalités suivantes

s <n et, si h#1, s; 21; pour 0gigch=-2 .

Pour démontrer ce lemme, on étudie la soustraction : (n - 1) - s , dans le sys=-
téme de numération 1ié a la suite 4 s dans lequel n s'exprime selon (1.1) 5 si

on note bi les chiffres de n -1 - s , on obtient les relations :

s +b =n ~-e +e our 0&m<<h -2
m m m jul m+1 1 ? p NN ’
0, =i e, t 8, < oo
e =
m+1
1, si e +s >n ,
avec m m m
ey = 1,

et

Avec ces notations,

3 n—-g~1- -n
[ﬁ—] + [""TT_—__J - [ﬁ’ﬂ == 8 s
m i m

et par conséquent,

h-1
-8 n-g-1 n - 3
[_11\'1;1"]"'[ T ]—[ﬁ—=—m% e, >1=-h .

m>1 m 1

L'égalité est donc réalisée si, et seulement si,
em=]., poul‘ m=1,2,ono,h—l,

clest-a~dire si s est "bon pour n ".
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3. Btude de V(Qh(X) - Qh(ur)) et de v(Qn(x) - Qn(y)) ,

{%our une suite u TBR BO ,

pour n < N v(zx =y) =kv(m) , r=r(k) commuwm & x et y.

k'. ?

(a) 8 r<n, u, est racine de Qn , et T est aussi la valeur p commune &

x et y 3 la relation (2.2) et le lemme impliquent que
(3.1) V(Qn(x) - Qh(ur)) > (x+ 1 =n) vim) ;

1'égalité est réalisée si, et seulement si,

v(x - ur) = kv(m) et r '"bon pour n "

(b) 5i r
pres (2.2),

\Y

n, a x et u, correspondent les m8mes entiers W' et p ; d'a-

it

v(q (u))

v =)+ vl 2 (] (Af=21- D s

d'autre part,

Qn(x) n-1l

k N 1 mk m nk n s
""T“T""l:ﬁ on.Z- s s 4 g @ A+ TT (¢4 Z+ see + TT o 2. 9
Qn Uy 1=0 Yr T % m n

k
avec X =u + T ., v(e) 20, et

on en déduit alors que

Q,(x)
v( - 1) >vie) + (x = N*) v(m) .
CACW)
Lt'égalité est réalisée si, et seulement si,
11:1 1
V(L a——:—r):-N’ 'V(Tf) b
i=0 "r i
ceci se produit en particulier si p est le seul Jj <n , tel que

v(x - uj) = N!? v(ﬂ) ’

et i1 en est certainement ainsi si N' > h . On obtient ainsi le résultat suivant :
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(3.2) v(a (x) = g (u)) 3 G+ 1 -10) v(m) ;

1'8galité est réalisée si, et seulement si,

n-1

v(x = u) =kv(m) , 6 "on pour n ", et v( 2 ._..__1.___) - =N v(m) .
T — —_ ou - u,
i=C "r i

En raison de la double indgalité (2.1), on peut conclure, d'apres (3.1) et (3.2),

que

(3.3) an(k)

On démontre ainsi, & partir de (3.1) et (3.2), que

h

(k + 1 = h) v(m) pour N <n<N N .

(3.4) 8i v(x -y) =kv(m) et si lgn<N_,

w(a, (%) = a(¥)) = (k + 1 = 1) v(n)

est équivalent a :

() Xy Zho s see s X5 20y 5 pour h # 1 ,
(8) %y STy
ou bien
-1 7 "p-1 et v( 2 - ) = (1 =n) v(m) ;

ogd<n, ; “w(n) T r(b-1)+ad

et on en déduit le corollaire suivant :

(3.5) COROLLAIRE, - Pour tout couple d'éléments x , y de M tels que

v(x—y) >,(h - 1) v(ﬂ) ’

on a
( (x) - (v)) =v(x=y) + (1 =n) v(m) .
vQNh_‘lx QNh-ly VX -y v
] ( ) ' ) ) Q, (%)
ans lecas vix=y)=h=-1, si yh_l»,~0,onevalue V(W—l).
-1

4. Btude de V(Qq(x) - Qn(y)) pour n >/N1< .

Dtapres (2.2) et le lemme,
v(Q,n(x)) >/(N’ + 1 - h) V(T\’) >0 ,

et on ne peut avoir V(Q*n(x)) =0 quesi N'=h-=1 et p '"bon pour n " ; cette

remarque entrafne que
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(4.1) Les éléments x de M , tels que v(Qh(x)) = 0 , sont caractérisés par les

inégalités
xi>/n_., pour 0 Ligh~-1 ,
4 220
et _que
(4.2) w (k) =0, pour n z,Nk .

%

Enfin, si pour un nombre réel A on note (X)+ = sup(\A , 0) , on peut conclure

par le théoréme suivant.

’
(4.3) THEOREME. ~ Pour tout entier naturel n , et pour toute suite u TBR BO,

(k) = (x + 1 =-n)" v(m) .

“a,

5. Cas particulier : M =2 et u =mn.

M = g@ = lim g/pk Z , 1l'application S , définie par (1.4) et relative ici a la
suite dgs entiers naturels, est 1l'application identique ; on suppose la valuation

; dans ces conditions,

de QT normalisée de telle sorte que v(p) =1 et |p] =-%

x(x - 1) e (X - n + 1)

Qn(X) = n! ’

et

(5:) wg () = Sl v (x) = () = (k+ 1=n)*", pour Pgn<p’,

Les relations précédemment obtenues pour M se transposent aisément :

(5.2) V(Qn(x)) = v(x - o) + v(p!) + viln - p=-1)1 - v(n!) .

(5.3) LEMME. - 81 0g<s<n, ona

v(sgd) + v((n = s = 1)!) - v(n}) > - [%%EF%J =1-h ,

ou encore

] logn
V(Cn-l) < = vin) + [m] ’

< _ log n
v(C) € = vln - 8) + [555]

L'égalité est réalisée si, et seulement si, " s est bon pour n ", clest-ad=dire

si

Spog < Byog et, pour h#1, s, >n,, 0gigh=-2,
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les s, étant les chiffres de s dans le systeme de numération de base p .

Dans la propriété (3.4), la condition (p) s'exprime ici plus simplement, et porte

sur les chiffres de x dans son développement de Hensel

(8) M1 S Ppep ?
ou bien
5 1
S Y

On obtient enfin les résultats analogues & (3.5) et (4.1).

Remarque. - Lorsque M = A, et u TBR BO dans A , on a encore quelques simpli-

fications :

log n _
h=-1= [log q] , q = card &/mA ,

et dans le lemme intervient vq(n!) , et la valuation dans A correspond & 1l'ex-

pression de n dans le systéme de numération de base p .

6. Apglication aux fonctions continues de M dans A,

Pour une fonction continue f du compact régulier M dans A , on définit de
méme
wp(k) = inf v(£(x) - £(y)) .

v(x-y)=kv ()
Les polyndmes Qn associés & la suite u TBR BO dans I , constituent une base
normale de C(11 , A) ; soit alors la série d'interpolation de f ,

£ —

(x) = ﬁio 2, Q (x) ,
on a
v(a ) v(Q/(x) - Qn(y)))

v(r) * v (m)

(6.1) Wp (k) pf(k) v(m) s avec pf(k) = inf
n=l
v(x=y )=k ()

v(a )

Posons kh = inf —1—7— pour Nh 1 gn < Nh s alors

= 1n hd + .
(k) = h>§ (xh +(k+1-n)")

Pour étudier pf(k) , on considére le polygone de Newton P de l'ensemble B
des points (h , Kh) s & coordonnées entiéres ; 1l'ordonnée du point d‘'abscisse k

sur P est notée MNw(k) .
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Xh ~h est l'ordonnée & l'origine de la droite de pente 1 passant par le point

(h, kh) ; deux cas se présentent :

(a) P admet une droite d'appui de pente 1 , D . - Ceci se produit lorsque

inf ( -h) =¢C est fini ,
el M 0

clest~a~dire lorsqu'’il existe C , tel que
(6.2) v(an) > (¢ + n) vim , pour Nh—l £n < Nh et h>1 ,

soit

n® .

C
la | < InlC.

Pour h >k ,
hh >h+C>2k+1+C ,

et pour 1 <hgk,
xh +k+1l=h>2k+1+C ,

donc
pf(k) >k+1+0C, pour tout k .

Remarque. = Si ho est 1'abscisse minima des points de P situés sur D, c'est=-

a~dire le plus petit h tel que

A, = h=Cy=inf (?\.h—.h) ,

n>1
alors,
pour k 2 hj , pf(k)=k+l+Co .
En revenant 4 la fonction f ,
v(f(x) = £(y)) 2k + (1 + C) v(m) ,

et on en déduit le résultat.

(6.3) THEOREME, - S'il existe K >0 tel que

§an|$K|ﬂlh, avec Nh—l\<n<Nh et h21 ,

alors, pour tout couple (x , y) d'éléments de M ,

1£(x) - £(x) | < Inl K|lx =y .
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(b) P n'admet pas de droite d'appui de pente 1 . = Soient (hi) la suite des

abscisses des sommets de P , rangdes par ordre croissant, et m, la pente du c8té

) s la suite m, est croissante, majorée

de P qui se projette selon (hi ’ hi+l
par 1 d‘'aprés 1l'hypothése (b), on note W = lim m, o 0<pg1l.Soit iy, tel

que pour i z,io s W >0 3 prenons Kk Z'hi ’
0

Pour h >k , N »Nw(h) >mWi(k) ,

Pour 1< h<gk, les points correspondants de P sont au-dessus de la droite de

pente 1 passant par le point (k , Nw(k)) , N, ~h+k+l > Nw(k) + 1.
On en déduit donc que

pf(k) > 1+ [Nw(k)] > vw(x) , pour k 2 h;
0

et, en un sommet de P ,
pf(hi) =1 + Nw(hi) .

Pour tout nombre réel B, O <B<u , P admet une droite d'appui de pente 8 ,
et
Nw(k) > Bk + C  ou v(an) >(n+C) v(n) , pour N _,<n<N et h3l ,
donc

pf(k) >gk + C, pour k Zh,
0

d'ou le résultat suivant.

(6.4) S'il existe K >0 et B dans )0, 1( tels que

bahl & KlﬂIBh , pour Nh~l <n < N Eﬁ. h>1 ,

alors il existe K' >0 et & > O fels que, pour lx - vl <6y

x-y]B .

[£(x) - £(y)| < &

En réunissant les deux résultats (6.3) et (6.4), on peut conclure par le théorime

suivant.
/
(6.5) THEOREME. — S'il existe K >0 et vy >0 tels que
Iah| N Klﬂ]h'Y ’ pour N <n<N e h>1 ,

h-1 X A2

alors il existe K!' >0 et 8 >0 tels que, pour |x - y] €6,

-y IElys 1)

|£(x) - £(y) | < Kt[x
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10 Isométries. = A partir du corollaire (3.5) et de la remarque du paragraphe

(6.(a)), on obtient le résultat suivant :

(6.6) S'il existe un indice h

o S 1 tel que

V(aNh _ ) = (by = 1) v(w)
0

1
ot
v(ah) > (h - 1) vim) , pour n # Nho—l et N,
alors, pour v(x - y) ;.(ho - 1) v(m) , on a
v(£(x) - £(y)) =v{z-y) .
Si h, =1, ceci fournit une classe d'isométries de M

0=
v(al) =0 ,

v(an) > (h - 1) v(m) ,

pour n >

avec la condition

S
“ .

<n< N

’

2° Si tous les termes de la suite (qi) , définie par le compact régulier M ,

sont égaux & un méme entier g (ce qui est le cas lorsque M = A ), alors

h=-1=][

log n]
log q

s

et le théoréme (6.5) s'exprime plus simplement sous la forme :

(6.7) S'il existe K >0 et vy >0 tels que

Iahl g K('%fﬂ s nz>l,
n

alors il existe K' >0 et & >0 tels que, pour lx - y|.§ &

o D= :;22§iﬂl

£(x) - £(y)| < ¥'|x -

Exemgles :

Si M =2 et
-P

ylinf(v,l)

log g

la constante D est égale & 1 , et on a, en particulier :

(6.8) S'il existe K >0 tel que, pour n > 1, lan,~$ %-, alors

l£(x) - £(y)| €K

et (6.6) fournit une classe d'isométries de Zp

x -y

dans

-

Z
2



10-12

(6.9) 8i f e C(gp) , et si sa série d'interpolation par les polyndmes bindmiaux

a pour coefficients a, ¢

_S_]:'_ lall =1 ?
- L
oL (1og n)/(log p) 'y

St lanl (ce qui est réalisé si lanl < ?11' )

alors f est une isométrie de Z_p .

Si K est une extension algébrique de gp de degré s 4, et si M= A, la cons-

tante D est alors égale 3 -Sl- .
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