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G2-01

ESPACES DE BANACH ULTRAMÉTRIQUES

par Gérard GARANDEL

(d’après J.-P. SERRE [3])

Groupe d’Etudes de
THEORIE DES NOMBRES
Année 1967/68, n° 2

Soit K un corps muni d’une valeur absolue, ultra,métrique, y pour laquelle il est

complet 0 On désigne par A l’anneau de valuation, par M l’idéal de valuation,

par G le groupe multiplicatif des valeurs absolues, y sous-groupe de R > 0 .

On appelle espace de Banach ultramétrique E, un espace vectoriel sur K normé,
complet, dont la norme vérifie l’inégalité ultramétrique Ilx + 
(~ y E E) .Le A-module E 0 des éléments de E de norme inférieure ou

égale à 1 est complet. Si a désigne l’ensemble des idéaux de A , les sous-A-

modules pour A décrivant A constituent un système de voisinages fon.damen-
taux de zéro. E.. est homéomorphe à Ed) , les (A/~)-modules

étant munis de la topologie discrète.

On appelle condition (N) : 

G étant l’adhérence de G dans R > 0 . o Tout sous-groupe de R > 0 étant, soit

discret, don.c isomorphe à l’ensemble des e ~ , a E 2 , soit dense dans R > 0 ,
si la valeur absolue sur K n’est pas discrète, la propriété (N) est toujours vé-

rifiée, si la valeur absolue sur K est discrète, la condition (N) est équivalente
à

PROPOSITION 1. - Soit E un espace de Banach ultramétrique, toute nonne Il j(
sur E est équivalente à une nonne ~ )L vérifiant la condition (N). On pose

Exemple fondamental : Soient I un ensemble, le K-espace vectoriel des

familles x = (xi)i~I , x. E K , telles que x. ~ 0 suivan.t le filtre des complé-
mentaires des parties finies de I (on écrira x. ~ 0 ). c(I) est normé par la1

norme ultramétrique



Cette norme vérifie la condition (N), et est complet pour cette norme. On

remarque que, pour x = appartenant à c(I~ , pr.(x) = x, est nul, sauf
m I 1 i

pour une partie dénombrable T(x) de I . Considérons alors les éléments e. de
z

tels que pr.(e. ~ = ô... On. a
j i 1J

que l’on écrira aussi

Base normale. - Soit E un espace de Banach ultramétrique, y on dit que E admet

une base normale, s’il est isomorphe comme espace de Banach à. un (isomorphis-
me d’espaces vectoriels + isométrie) ; c’est-à-dire, s’il existe une famille 
d’éléments de E appelée base normale telle que tout élément x de E puisse
s’écrire de façon unique sous la forme

PROPOSITION 2. - Si la valeur absolue sur K est discrète, alors tout espace de

Banach qui vérifie (N), est isomorphe à un espace c(l) .

On utilise le lemme suivant >

DEMIE. - Si la valeur absolue sur K est discrète, si la norme sur E vérifie

la condition (N), une condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille 
d’éléments de E soit une base normale, est que les e. appartiennent à et

que la famille des e~ (i e l) ~ images des e. dans forme une base

algébrique du (A/*)-espace vectoriel E0/ME0 .
La condition nécessaire est facile puisque, si x = Z x. e. , alors 

Réciproquement, si est une basé algébrique alors toute la

famille de représentants est une base normale de E .

On obtient alors, en combinant la proposition 1 et la proposition 2 , le corol-

laire suivant 1

COROLLAIRE. - Si la valeur absolue sur K est discrète, tout espace de Banach
sur K est homéomorphe à un espace c(l) .



1. Applications n-linéaires continues.

Soient ... , F , (n + 1) espaces de Banach sur K , E x ... x En
est muni de la norme

E1 x ... x En est qlors un espace de Banach ultramétrique, si E , ... , E vé-

rifient la condition (il) , alors E 1 x ... x En vérifie la condition (N).

LEMME. - Si u est une application n-linéaire de E x ... x En dans F, lors,
u est continue si t et seulement B ~ R >.0 telle que

L’espace E , o.. , E 9 F) des applications n--linéaires continues de

El x " , xE dans F , muni de la norme

est un espace de Banach ultramétrique.

pour ... ~ de ... x En ’

Si ... , y En vérifient la condition (N~, y alors

Si El ’ ... , En vérifient la condition (N), si F vérifie la condition (N),
... , E ; F) vérifie la condition (N). ° 

,

On voit aussi facilement que B ... , E ; F) est isomorphe à

B1(E1 ; B1(E2 ; B1(E3 ; ... ; (B1(En ; F)) ...))) .
PROPOSITION 3. - Si la valeur absolue sur K est discrète, si E est un espace

de Banach vérifiant la condition (N), si F est un sous-espace vectoriel fermé de

E , il existe un projecteur continu de E sur F , de norme égale à 1 .

En effet, E’ = E/F , muni de la norme : jfx)) 1 = inf est un espace de Banach
sur K qui vérifie la condition (N). 

"~

Soit une base normale de E’ , choisissant une famille (e.). - de



représentants des et. , , nous pouvons alors construire, à 1 ’ aide de 1 ’ application i

et -* e. , une application linéaire continue v ())n)) = 1) de E’ dans E . Si
i i

west l’application linéaire con.tinue canonique de E dan.s Et ())w)) = 1) , on a

w ° TT " ° Le projecteur Cherché sera P * " ° W °

PROPOSITION 4. - Si E = c(I) et si F est un sous-espace vectoriel fermé _de
dimension finie de E , alors, même si la valeur absolue de K n’est pas discrète,
ii existe un projecteur continu de i sur F , de norme égaie à 1 .

On procède par récurrence. Tout d’abord, si dim(F) = 1 , si f engendre F , il

existe X é K et une base normale de E contenant Xf . Il est alors aisé de con.s-

truire un projecteur de norme 1 sur P et une base normale de E/F. Si le théo-
rème est vrai pour dim P = (n - 1 ) , si F’ est de dimension n. , si (e. , ... , e)
est une base de ~~’~ ’ soit ~n-1 le engendré ° ° ’ ~n-1 ’ on
a alors la somme directe topologique

Si E vérifie la condition (N), le A-module F) des applications li-

néaires continues de E dans F de nonne inférieure ou égale à 1 est isomorphe
au A-module F~) des applications linéaires continues de E.. dans F...

PROPOSITION 5. -JL~ A-module F) est isomorphe à la limite projective
des Hom(E /S0152~ : 

En effet, si u e B ..(E ; F) , u définit un élément de F0) , et par

passage au quotient un homomorphisme uA de dans Réciproquement, y
tout système projectif d’homomorphismes définit un homomorphisme continu y

lim u ,de E~ dans F .

PROPOSITION 6. - Si E = c(l) , soit (e.).- la base normale ; Inapplication rr

qui associe à un élément u e B (E ; F) la famille (u(e.)). , est un isomorphis-
me de l’espace de Banach B (E ; F) sur l’espace des familles bornées

f == (f.). - d’éléments de F , muni de la norme

En effet, y pour tout i E l , vérifiant la condition (N) , on a



par conséquent

Réciproquement, soit w l’application linéaire de dans F) qui,
à f ~ (f.). ~ ~ associe u défini par

COROLLAIRE. - Si E’ désigne le dual topologique de E , E’ est isomorphe â

l’espace b(I) des famille bornées a = (ai)i EI d’éléments de K , muni de la

n.orme
..........~..... , i ..

Matrices infinies i Si E=c(l) y si F ==c(j) ~ si (e.). -p est une base nor-

si (f.) est base normale de F ~ ’ B (E ; F) ~

~a..~ est la matrice associée à u suivant les deux bases normales. On a
1J

2. Applications complètement continues.

Définition. - Soient E et F deux espaces de Banach sur K ~ un élément u de

B1(E ; F) est dit complètement continu, si u est adhérent dans F) au

sous-espace F) des application linéaires continues de rang fini. On note

par F) , l’espace de Banach des applications complètement continues de E

dans F .



PROPOSITION?. - Si F= c(j) , l’application n qui, à tout u F) ,
associé 03C9 = (oo.). -r y est un isomorphisme de l’espace de Ban.ach C(E ; F) sur

l’espace cE’ (j) des familles y = (y.), -r d’éléments de E’ tendant vers 

muni de la norme

En effet, si u E 9 F) , on sait, d’après la proposition, qu’il existe une
base normale de F contenant une base algèbrique de u(E) . Soit , 03C9j EE’

la décomposition de u suivant cette base normale, y alors w . J = 0 , sauf pour une
partie finie de J .

Si u E F) , il existe une suite [un} d’éléments de B l~i ~(E ; 9 F~ , on
voit tend vers uniformément vis-à-vis de j; n . . tendant vers

zéro, , w. J tend vers zéro.

Réciproquement, si (03B3j)j~J e C E’(J) , on définit l’application, linéaire u qui,
’j j~J 

à x , associe

u est complètement continue car, pour tout n entier positif, il existe une par-

tie T de J telle que il~ . ~I  ~ T . ° Posons u - 
où u . = 03B3j si j ~ Tp, et u . = 0 si j ~ T . u est linéaire, de rang

n~ ~ n n~ n n

fini, e t un -~ u .

3. Produits tensoriels topologiques.

Etant donnés deux espaces de Banach ul tramétriques E1 et E sur un même corps

K , il existe un espace de Banach ultramétrique E2 sur K unique à un



isomorphisme près, et une application bilinéaire continue (p de Ex E2 dans

tels que, y pour tout espace de Banach ultramétrique H sur K, et pour

toute application bilinéaire continue u de E x E2 dans H , il existe une appli-

cation linéaire f continue unique de E1  E2 dans H , telle que u = f o 03C6 .

On sait que l’espace vectoriel E2 ; H) des applications bilinéaires de

E x E dans H est isomorphe à E 9 H) . Munissons E 2 de la semi-

norme suivante y : si z E E2 , il existe plusieurs façons décrire Z sous

la forme
n 

.

n

On dit que 1 x. ~ y. est un système représentant z. On pose
1=1 ~ 

On considère le complété E2 de E2 et l’application m de Ex E2
dans telle que y y) - x ~ y . On a ~ 1 . Si u est bilinéaire,
continue de E 1 x E2 dans H , u définit une application f linéaire de E2
dans H . On a = 

, et f se prolonge, y de manière unique, en une applica-
tion linéaire continue f de E1 ~ E2 dans H, y telle que 

On peut d’ailleurs montrer [2] que l’application canonique de E dans

E2 est injective : E1 ~ E2 est donc séparé.

PROPOSITION 8 [1]. - Si E = c(I) et E = c(I) , soit (e.)..- une base nor-
mâle de E , (fj)j~J une base normale de E , y alors (ei ~ fj)(i,j)~I J est

une base normale de E1 E2 .
On construit l’application TT bilinéaire continue ~ 1) de c(I) x c(J)

dans c.( I x J), telle que

n définit donc une application rr linéaire continue de E~ dans c(l x J) ,
telle que 1 . 0

Réciproquement, nous définissons une application w de c(l x J) dans E~ ,
en posant

w est bien linéaire, et ~03C9~  1 . e On vérifie facilement que et
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PROPOSITION 9. - Pour tout espace de Banach E, E ~ c(J) est isomorphe à

l’espace des familles (z.) 
jV 

d’éléments de E tendant vers zéro, ’ muni
de la norme maxtjz.!) . 
En effet, soit (fj)j~J la base normale canonique de c(J) ; pour (z.). ëlë-

ment de posons 
J J

ce qui a bien un sens puisque 03B3(zj ~ fj)  )jz.)j , 03C9 est une application linéaire
continue l) de c-(j) dans E  c(j) .

Réciproquement, soit TT l’application bilinéaire continue de E x c(j) dans

qui, à x e E et à y = 03A3 ~j f ,associe Tr(x , y) = (n. x) . n

définit une application de E  c(j) dans c (j) .

COROLLAIRE. - c(J) ) est isomorphe à c(J) .
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