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DEUX THﬁORﬁMES SUR L'EQUIREPARTITION MODULO 1 DE SUITES fn(e)

par Georges RHIN

1. Dans le corps des réels.

Vd
DEFINITION. - Soit (xn)n>1 une suite de nombres réels dans (0 , 1( . si

0<a<bgl, soit via , b, N) 1le nombre de n tels que

x € (a , B( et 1<nglN.

La suite (Xn) est dite équirépartie si

v (a, b) 1im-§T\)(a,b,N)=b—a.
N 4o

Une suite (xn) de réels sera dite équirépartie modulo 1 si la suite des parties

fractionnaires est équirépartie dams (0 , 1( .

\
CRITERE de Hermann Weyl (1916). - Une condition nécessaire et suffisante pour que
la suite (Xn)n>1 soit équirépartie modulo 1 est que, pour tout h entier rela-

tif non nul, on ait :

/ \
THEOREME de Kokama (1935) [2]. - Soit (xn(t))n>1 une suite de fonctions déri-

vables dans (o , g) . On pose, si n, # n,

oln, , 0y, t) = x;ll(t) - XI'IQ(t)

On suppose que @%(nl » Ny t) ne s'annule pas et est une fonction monotone de 1t

dans (o , B] .
. nlz_l ax[
On pose = —x m 1

3i 1'on peut extraire une suite (Nk)k>1 d'entiers telle que

1 - 1 ]
1'12 ’ a)‘ ! h).{.’(nl ’ n2 ’ B)l )

N

l];-'-l—)l et ZAN<+00,
k k k
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alors la suite (Xn(t))n>1 est équirépartie modulo 1 pour presque tout t dans

[OKQBJ.

COROLLAIRE 1. - Etant donnée une suite de fonctions dérivables sur (o , B)
telles que Ixé (t) - Xﬁ (t)l > K >0 pour n1 # n, et tout te (¢, B] , alors
1 2

la suite (Xn(t)) est équirépartie modulo 1 pour presque tout t € (o , B] .

n>1

COROLLAIRE 2. - Les suites (t6") (s e R, o] >1), et (w t) (u €z et

n - w injective) sont équiréparties modulo 1 pour presque tout t e€R .

La suite (xtn) (A # 0) est équirépartie modulo 1 pour presque tout t tel
que lt] > 1

2. Dans le corps p-—adique élémentaire.

Soit Qp le complété de Q pour la valuation p-adique, et soit x € QP . Alors

+eo

x= 2 a pn avec a_ € 7 .

ne—k B n -~

-1
Le rationnel 2 a pn est défini modulo 1 . On pose
n=-k
-1
Hp(x) = partie fractionnaire de 2 a, pn .
n=-k

7/
DEFINITION. - Une suite (Xn) est dite équirépartie modulo 1 si la suite
(x,

(" )) est équirépartie dans o, 1(.
q

P n
On posera |x|p = pk si a_y <0 .

/ \
) M - - it : . . .
THEOREME ([1], p. 81-96). — Soit D un disque de gp Soit (fn)nzl une suite

d'applications continues de D dans gp . Pour tout couple d'entiers positifs, soit

* #
Soit K un sous—ensemble de N x N contenant les couples tels que m = ’

n
et KN désigne le nombre d'éléments (m , n) de K tels que sup(m , 1) <N .
On suppose les deux conditions suivantes réalisées :
1°si (m,n)¢K, ¥x,yeD
_ _ , mn -
L CY Fm,n(y)lp P |x y|p

ou A € 72 et vérifie Ahl n - + « quand sup(m ’ n) - 4+ o 3
’
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20 il existe une suite croisseante Nk (k =1 y 2, ...) d'entiers positifs tels
que
Nk+1 < Kﬁk
1im i =1 et 4—-—2-<+oo-
k-= Tk k Nk

Alors la suite (fn(x))n21 est équirédpartie modulo 1 dans gp pour presque

tout x de D .

COROLLAIRE. - Les suites

(Xen) (6 € Q? ’ lelp > 1) avec D quelconque,
(A=) (a €9 A #£0) avec Dn§p=¢,
(un x) (un € gp , Iunlp 2a et n->u, injective) avec D quelconque,

vérifient les conditions du théorime ci-dessus.

BIBLIOGRAPHIE

[1] BERTRANDIAS (Francoise). - Ensembles remarquables d'adéles algébriques, Bull.
Soc. math. France, Mémoire 4, 1965, VI + 98 p. (Thdse Sc. math. Paris, 1965).

[2] KOKSMA (J. F.). - Ein mengentheoretischer Satz iiber die Gleichverteilung
modulo Eins , Compos. uath., Groningen, t. 2, 1935, p. 250-258.




