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21-01

QUELQUES RÉSULTATS MÉTRIQUES DANS UN CORPS DE SÉRIES FORMELLES

SUR UN CORPS FINI

par Georges RHIN

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
9e année, 1967/68, n° 21 29 avril 1968

Nous étudierons dans une première partie la discrépance de certaines suites

(f (e)) . Rappelons tout d’abord les résultats obtenus dans le corps des réels.
n

~. Equirépartition dans les réels.

Soient 03B1 et 03B2 deux réels tels que 1 et S = (03B8n) n1 une suite
de nombres réels. Désignons par S) le nombre d’indices n, compris
entre 1 et N tels que la partie fractionnaire de e n soit dans l’intervalle

e

La suite S est équirépartie modulo 1 , si, et seulement si, o(1) . Si

S = (f n (8~~ 9 nous noterons par 

Soit (f ) une suite de fonctions dérivables sur (a , b~ et posons, pourn n~1
tout couple (m, n~ d’entiers positifs, F = f - f . Nous avons alors le

m,n m n

théorème suivant démontré par CASSELS [3] et indépendamment par ERDOS et KOKSMA [5].

TNEOREME 1..» Si la suite (f ) vérifie la condition
n

Si m ~ n ? est monotone et il existe une constante K indépendante
de m , n et e telle que

alors,pour tout nombre réel ~ > 0 , sauf quand e appartient à un ensemble de

mesure nulle,

COROLLAIRE. - Les suites



vérifient la condition A .
Dans le cas (c)~ et sous certaines conditions, on peut améliorer le résultat du

/ 
~,

théorème 1. I. S. GAL et P. ERDOS ont démontre en 1954 le théoréme.suivant (non pu-
blié) :

pour presque tout 6 .

c est une constante réelle supérieure à 1/2 et dont la valeur n’est pas connue.
~ /

I. S. GAL et I. L. GAL ont démontré en 1964 ~6~] le théorème suivant :

pour presque tout 6 .

Ce résultat est le meilleur possible à cause du théorème suivant de KHINCIN [7] :

THEOREME 4. - Si l’on pose RN(03B8) = RN(0 , 1 2 ; (203BD e)) , alors pour presque tout
e ,

i 
..

Enfin, I. S. GAL et P. ERDOS ont démontré en 1955 ~ 4 ~ le théorème suivant 1
/ ’1 ..

THEOREME 5. - Si (n ~ est une suite d’ entiers lacunaire
,.,._.. ~ ~> 1 20142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014’

pour presque tout 8 .

Nous allons généraliser quelques uns de ces résultats à un corps de séries for-
melles sur un corps fini F .

q



2. Equirépartition dans un corps de séries formelles sur Fq .

Soit F 
q 

le corps fini à q = ps éléments. Soit w 
co 

la valuation sur F q (x)
définie par

Soit F {x-1} le complété de F (x) pour cette valuation. Tout élément s’écrit
~ 

q q

03B8 = 03A3 an x-n où an " Fq et les an sont tous nuls pour n  n0 .Si - h est

le plus petit indice tel que a~ 0 , nous poserons |x| = qh . soit
n

l’idéal de valuation, de la mesure de Haar normalisée par J~ 1 de = 1 et ~

l’homomorphisme continu du groupe additif de F sur le groupe additif de

l’idéal de valuation défini par

Soit x 0 le caractère de Fq {x-1} défini par a x-n) = où 03C8
est un caractère non trivial de F . 

_~ 
n

q

Alors, tous les caractères modulo les polynômes sont donnés par

Soit S une boule contenue dans (P : S et mes S =q .Soit S une

suite d’éléments en de s) désigne le nombre d’entiers n

compris entre 1 et N tels que H(03B8n) ~(B .

On définit de même pour une suite de fonctions fn. Soient
D un disque de rayon qh et (f ~ 1) une suite de fonctions continues de

D dans F ~ x ~ . Po sons F = f - f .
q m,n m n

Soit K ~ N x N contenant les couples (m, n) tels que m = n et soit K~
le nombre de couples (m, n~ E K tels que sup(m, n~ ~ N .

THÉORÈME 1 [9]. - Si la suite (f ) vérifie la condition :
n



pour presque tout 8 de D et dè s que

pour presque tout 8 de D et dès que

COROLLAIRE. - Les suites

vérifient K~ = 0 ~N~ , donc

pour P,resqUe tOUt S de D et dès que N > No(S , E) .

Dans les cas (a) et (c) ou dans le cas (b) , en imposant des conditions de crois-

sance sur les degrés des polynômes g , on peut améliorer la majoration du corol-
n

laire.

Cependant, cette majoration ne sera jamais meilleure que 0N log log N) , en

raison du résultat suivant: 1

PROPOSITION. - ~~ ~N~~~ ~ ~N~~~ ’ ~~~ ~~n>l~ ’ 

pour presque tout 8 de Q .

Il suffit de remarquer que les fonctions définies sur par

sont des variables aléatoires indépendantes qui sont telles que



et d’utiliser la loi du logarithme itéré pour les variables de Bernoulli (voir par

exemple RENYI, Calcul des probabilités , Dunod).

Nous démontrerons le théorème suivant t

THÉORÈME 2. - Soit F (x ) de caractéristique différente de deux. 0 Soit (f ;
une suite de fonctions d’un disque D de rayon q dans vérifiant la

condition

om n ~~. ~ est injective et

pour presque tout 9 de D et des que N>N~(e) ~ Si de plus, la suite (A )
est croissante 

~T

pour presque tout 8 de D .

vérifient les conditions du théorème 2.

Dans le paragraphe 3, nous démontrerons le théorème 1 bis, y dont le théorème 1

sera un corollaire. Les paragraphes 4 et 5 conduiront à la démonstration de (Di)
et les paragraphes 6 , 7 et 8 à celle de (Li).



3. Démonstration du théorème 1 bis.

i v
THÉORÈME 1 bis. - Si la suite (f) vérifie la condition

n

(A~~ Si (m , n~ ~ K , il existe une partition

~n
du disque D en un nombre fini de disques disjoints D de rayon q m,n tels

quels que soient 6 et e? ~ Djm,n: 
-. -- 

m , n

où ~jm,n é Z et ~m,n + 1 0 , où ~m,n = infj=1,...,J(m,n) (~jm,n + hjm,n) , alors les

conclusions du théorème 1 sont vérifiées.

LEMME 1 . - Soit g un polynôme non nul de F [x] , h un entier relatif et q
une application isométrique de Q sur Q . Alors

Preuve. - Le cas h  - d.og est évidente car alors |g(x)xh 03C6(03B8)|  q-1 .Si
h = l - d03BFg 0 y considérons le recouvrement de P par les q disques

de rayon q . Or



Or n ~ n’ ==> |03C6(03C9n) - 03C6(03C9n,)| = |03C9n - 03C9n,| > q-l-2 . Les 03C6(03C9n) (n = 1, ... ,ql+1)
sont donc incongrus module (l+2 . Comme ils sont au nombre de ils consti-

tuent un système complet de représentants de (P/(P . Il existe donc une permuta-
tion j de ( 1 , ... ~ q ) telle que

car l’intégrale sar un groupe compact d’un caractère non trivial est nulle. Si

° % Ni  N2 , Soit N2) le sous-ensemble de K tei que N1  min(m , n)
et ~~ ~ ~2

Soit (f ) une suite de fonctions satisfaisant (à ) , alors’ 

-- n 3 

pour tout polynôme g non nul de F [x] .
- ’~ 

q

Preuve. - L’intégrale du membre de gauche est égale à



Soit ~ un centre du disque D :
m,n 

" 

m~n

La condition (A~) entraîne, y pour tout

L’application 03C6jm,n est donc isométrique de Q dans une boule jm,n + Ô’ . Donc~,n ~,n

D’après 1 e lemme 1 ~

donc I 
m,n 

1 ~ mes D , y si (m, K , et 1 
m,n 

= 0 , y si (m , n~ ~ K .

Soit ß = 03B1 + d une boule contenue dans Soit E la fonc-

tion caractéristique du saturé de la boule ~ par rapport â ~ , i. e.

Preuve. - Dans l’espace préhilbertien des fonctions complexes continues définies

sur (P muni du produit scalaire J,p (p.(e) de = le système
est orthonormal total d’après Stone-Weierstrass, et nous aurons

g 
q 

x

de façon unique :



ce qui démontre le lemme 3 en utilisant le lemme 1.

Soit r(13 , e) la fonction de F [x" ) dans R définie par

LEMME 4. - désigne un réel positif et H(N) un entier positif. Si e est

tel que

Preuve. - D’après le lemme 3 .

*
où S. est la sommation sur tous les polynômes non nuls tels que d - 2 .



Soit maintenant, pour tout entier T  1 , NT l’ensemble des couples d’entiers

(N , du type O~N 1 N ~- ~2~ , =u2~ , N ~* = (u+l)2 , pour des en-
tiers u et t O .

Il suffit d’utiliser le lemme 2 et d’estimer la somme

Soit l’ensemble des 8 E D tels que

Alors, mes D (T + 1)K2T  mes T K , donc mes ET 2 mes .

La série 1 mes étant convergente, y pour presque tout 03B8 ~ D T il existe
T>1 ~ 0

T =T (e) tel que 03B8 ~ ET(B)m-1, pour T  T0 . Supposons =2 . . Alors, il

existe un T ~ T~ tel que  N ~ 2 .En exprimant N en base 2 , on obtient

où la somme (l) se fait sur au plus T couples N ) donc en utilisant

l’inégalité de Cauchy

pour N suffisamment grand, ce qui prouve la première assertion du théorème 1.

Pour démontrer la deuxième, considérons l’ensemble des e E D tels que



et I. mes E est convergente. Il suffit alors d’utiliser le lemme 4 et un raison-

nement analogue au précèdent.

4. Etude des sommes de fonctions vérifiant la condition (B).

Soient N et r des entiers positifs. Avec les N entiers n = 1 , 2 , ... y N

on peut former N r r-uples distincts. Nous noterons un r-uple tel que n 
par ... , n ~ ou (n) , avec n(i) = n , et nous dirons que c’est un r-uple
ordonné d’ordre N. 

’

Il y a B(N y r) = ( ) r-uples ordonnés distincts d’ordre N. En effet ,
r étant donnée il y a B(N , r - 1 ) r-uples ordonnés d’ordre N tels que n(i)=N
et il y en a B(N - 1 ~ r) tels que n(r)  N . Donc

Le résultat s’obtient alors par récurrence sur N et r.

./

DEFINITIONS.

1° Si (~ et {~) sont deux r-uples ordonnés, nous dirons que le premier est

plus grand que le second

si pour un certain entier

2° Deux r-uples distincts seront dits p-complémentaires si, y pour tout v:

- ou bien n(v) = m(v)

- ou bien n(v~ ~ m(v) , et i~. existe k(v) (1  k(v~  v~ et 1 tels

que 
_....._



LEMME 6. - Soit (f ) une suite de fonctions vérifiant (B). Soient (n) et {m}2014~~~~. Y~ 
~ 

*~*’

deux roupies distincts. Alors la fonction

est identiquement nulle sur D si ~n) et (m) sont p-complémentaires. Sinon,
il existe tel que V e. ~ 6p ~ D

Preuve. - Nous pouvons écrire en éliminant les termes nuls

avec 1 ~h~ r~ (k=l , ... , h) et 

Si nous ajoutons les termes égaux dans (4) , nous aurons

où h , où la suite (~.) est une sous-suite de (w.) et où les a. sont
i ~ k i

des entiers modulo p avec a.~1 et ~ a. = h . Donc F est identiquement
~ 

nulle sur D si, et seulement si, tous les a. sont nuls, ce qui revient à dire

que ~n) et (m) sont p-complémentaires. S’ils ne le sont pas, soit j tel que

le maximum des A n ( B (qui sont tous distincts) soit atteint en j , alors

Un r-uple n’admet un r-uple p-complémentaire inférieur que si la fonction n

est constante et supérieure à 1 sur p indices consécutifs. Soit alors (n) un

tel r-uple.



Il existe des entiers t , ~ , ~~ , y ... ~ ~ ~ y ~ tels que

On + ... ~"~’i ~ pour i = 1 , y ... , t + 1 . Alors,

pour tout i = 1 , ... , y t J la fonction n vérifie

et de plus, la fonction n’est pas constante sur p indices consécutifs parmi

Ci , ... , ~ - 1~ , (~,. + p , ... , ~. 1+1 - 1~ , pour i= 1 , ... , t et

(~ t+1 , ... , r) . Nous dirons alors que ~n~ est de type t .

7. - Soit ~(n~ le nombre de ~m~  ~n~ tels que ~m~ et ~n~ soient

p-complémentaires. Alors si {n} est d’ordre N

(6) c~(n~  B(N , t) .

Preuve. - Si t = 1 , alors (p(n) == n(~ ~ - n(~ - ~ ~ en posant n(0 ~ = 1 . Donc
N = B(N , 1) . Supposons maintenant t > 2 . Pour i = 1 , o .. , t la fonc~-

tion n vérifie l’un des trois cas suivants :

Remarquons que si n vérifie (a), pour i, et si (m) et (n) sont p-complé-
mentaires, les fonctions m et n coïncident sur les indices ~,1 + ~ i -~, ~ ! , , , ~ 

.

+ p - 1 + v.. Nous ne changerons donc pas en supprimant les indices
+ 03C9i + 2 , ... , y i + p - 2 + D’autre part, si nous supprimons les indices

~i + p , y ... , + p - 1 + vi 9 nous ne diminuerons pas cp(n) . En raisonnant de
même pour le cas (b), on se ramène à des roupies (r’  r) d’ordre N, y de type
t et tels que la fonction n vérifie (c), pour i = 1 , ... , y t . Il est clair

que le maximum des est atteint quand n(~, ) est maximum, donc égal à N .

Puisque la fonction m est alors constante sur p indices consécutifs

B(N , t) - 1 .



LEMME 8.- Soit un entier r  1 , y alors

Soient v2 , ... , vt , v des entiers positifs ou nuls, alors

Soient N et r deux entiers positifs et e == ± 1 , y alors

(7) se démontre en passant aux logarithmes. Pour (8) , il suffit de remarquer que

v~ - ~~t -- ~, , B;) + y(t , v - 1) . ~9~ se démontre par récurrence sur r.

9. - Soient N, r , y p trois entiers tels que et p ~ 3 . Soit

~ (N , r) le nombre de couples r-uples d’ordre N égaux ou p-complémentaires.

Alors

Preuve. - Si 2 ~ r  p , il n’y a pas de couples de r-uples p-complémentaires

donc 9 p (N , r) est égal au nombre de r-uples formés avec 1, y ... , N . Un r-

uple ordonné admet au plus ri permutations distinctes et si la fonction n est stric-

tement croissante, il en admet exactement r! . Donc 
’

qui donne (10) en utilisant (9).

Si p  r , soit 03C6p (t) (t = 1 , ... y le nombre de couples de r-uples

ordonnés de type t et p-complémentaires. Le nombre de permutations distinctes

d’un r-uple ordonne de type t est au plus r! (p!) . Donc

Diaprés le lemme 7, si {n} est de type t, 03C6(n)  B(N , t) , et quand t , v ,

t , ... , y t sont fixés, il existe au plus B(N, r- (p - l)t) r-uples



ordonnés d’ordre N, de type t vérifiant (5). Nous aurons alors en utilisant (8)

En utilisant (7) et (9) il vient

donc pour t ~ 1 , le terme général de ~ ~N , r~ est majoré par

d’où en remarquant que p ~ 3 ====> r - (p - 2)t ~ r - 1 et en utilisant (7) , il

vient,en regroupant

Pour minorer ~ (N , r) , il suffit de remarquer qu’il y a ~ r-uples ordonnés
p r

strictement croissants qui admettent ri permutations distinctes, donc

5. Démonstration de la relation (Di)o

La démonstration repose sur le lemme ci-après: t

Lll%.llll 100

pour tout polynôme g non nul de F [x] .



Preuve. - Soit ... , nj = A(n~ le nombre de permutations distinctes du

r-uple ordonné ... , , n ) = Alors

Si {n~ _ (m) ou si (n) et {m} sont p-complémentaires

r

où F == Z f - f . Sinon F vérifie (3) d’après le lemme 6, et en utilisant
v=1 nv mv

les lemmes 1 et 2

ce qui démontre (11).

LEMME 11. -S’il existe une suite non décroissante d’entiers positifs H(N) et

une suite non décroissante ~(N) telles que la série

#
soit convergente alors, pour presque tout 8 de D , pour tout polynôme [x~j
de degré inférieur ou égal à H(N) et dès que N > N 0 (g~ , 1~ inégalité suivante

est vérifiée

Preuve. -Soit E (N) l’ensemble des 6 de D tels queg

alors d’après le lemme 10



Soit E(N) la réunion des 
/ 

y pour tous les polynômes g de de

degré inférieur ou égal à H(N~ , alors 

Si la série (12) est convergente, sauf pour un ensemble de mesure nulle y il existe

tel que, pour N~N~(e) , ===> e~E (N) , pour 0  dOg  H(N)
ce qui entraîne (l3).

Prenons ~f(N) = log N, r = r(N) = [log N] , pour N ~ et

H(N) = [log N log q + l] . Le terme général de la série (12) est alors majoré par

qui est le terme général d’une série convergente. Alors,sauf pour un ensemble de

mesure nulle >

6. Etude de ~ ( t ~ - 

LEMME 12. - Soit 0394 un disque de rayon q03B4 contenu dans D , Si la suite (f )~ n

vérifie (B) sur 0394 , alors

pour tout N > où N0 est indépendant de 0394 et àe ia suite (fn) .

Posons I = 0394 1 1 de , alors, pour N » si 2 * r x 3 iog iogN
--.

La démonstration de (14) se fait alors comme celle du lemme 7, page 74 de [4].

LEMME 13. - Soit e , 0  E  1/2 arbitraire. 0 Alors, si (f ) satisfait (B)
- 2014201420142014’ n

sur A



dès que N > où est indépendant de 0394 et de la suite 

(Pour une démonstration analogue, voir [ 10 ], pages 57-60. ~

7. Démonstration de la relation ’f  1 " de (Li).

La suite (fn) vérifie (B) sur D . Posons

Posons, par convention, F(M, 0 ~ p e) = 0 pour M ~ 0 . Nous voulons démontrer que

pour presque tout 9 de D . Il est suffisant de prouver le lemme suivant i

LEMME 14. - Soient s>0 j~ T)>0 des nombres arbitraires, alors il existe un

tel que

pour tout N ~ NO et pour tout e E D y sauf peut-être sur un ensemble de mesure
au plus égale mes D .

La démonstration est identique à celle du lemme 11 de ~q.~, pages 80-84.

8. Démonstration de la relation " > ~ " de (Li~, o
Nous supposerons maintenant que la suite (n ~ est croissante. Nous voulons dé-

montrer que

pour presque tout e de D . Il est suffisant de prouver le lemme suivant :

LEMME 15. - Soient e>0 , ~>0 arbitrairement petits, et soit N un entier

arbitrairement grand. Alors, y il existe une suite finie d’entiers N  Ni  
tels que

pour tout 8 n’appartenant pas à un ensemble de mesure au plus égale à ~ mes D .



Soit e > 0 donné, a ~ et u ~ 1 des entiers arbitraires dont nous
fixerons la valeur à la fin de la démonstration. Posons

pour k = 1 , 2 , y ... Nous nous proposons de majorer

Soit 03A9k = 039B au+au+1+...+au+k . Puisque ~0 (f (e)) est constante sur les

boules de rayon q" " ~ contenues dans D ~ l’ensemble

est une réunion de boules de rayon q 
-2-Q, k en nombre au plus égal à q 

1-H~ 
mes D .

En particulier, D - E~ est constitué par un nombre de boules mes D 

D’après (20) ,

et puisque 03A9k > 03A9k-1 (car la suite (n) est croissante), D - (E1 + ... +E )est constitué par au plus q ~ mes D boules de rayon q k . Puisque 1 k

nous pouvons utiliser le lemme 13

De ces inégalités, y nous obtenons par récurrence sur k

Introduisons la notation



et définissons les ensembles Ef k (k ~ 1)

La mesure de ~.~ est estimée à l’aide du lemme 12

en tenant compte du fait que a ~ D’où

Démontrons maintenant le lemme 15. Puisque

Il est facile de voir que

pour v - ~ , 2 , ... ; ; a > 2 et u > 3 . De même on montre que

D’où nous tirons

pour tout B; == 1 , 2 , ... ; a ~ 2 et u ~ 3 . Si nous nous restreignons aux e

appartenant à l’ensemble



De plus, diaprés (22) nous avons

Il est maintenant facile de démontrer le lemme 15. Soient g > 0 , ’~ > 0 et N

donnés. Choisissons a = tel que a ~ a 0 ~~~ , a > N

Alors N > N (B) ~ l) est satisfait. Puis choisissons u == u(e ~ Tj) ~3 tel que

1 1 + 1/u  1 - -r et que ’  ~ 2 . Enfin nous choisissons k = k(~ , ~) tel que

Alors ( 19) est vérifié pour l’ensemble E et mes E ~ (1 - mes D .
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