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’ / /
QUELQUES RESULTATS METRIQUES DANS UN CORPS DE SERIES FORMELLES
SUR UN CORPS FINI

par Georges RHIN

Nous étudierons dans une premiére partie la discrépance de certaines suites

(fn(e)) + Rappelons tout d'abord les résultats obtenus dans le corps des réels.

1. Equirépartition dans les réels.

Soient o et p deux réels tels que 0 Lo gp<1l et S= (en)n>1 une suite
de nombres réels. Désignons par FN(a y B3 S) le nombre d'indices n , compris

entre 1 et N tels que la partie fractionnaire de Gn soit dans 1l'intervalle

(o s
Soit Ry(a, g3 8) =Fyle, p38) - (p-a)i et ND(S) = sup |Ry(e, g ;5)

°

. oy B -
La suite S est équirépartie modulo 1 , si, et seulement si, DN(S) = 0(1) . o1

S = (fn(e)) , nous noterons DN(fn(e)) par DN(e) .

Soit (f ) une suite de fonctions dérivables sur (a , b) et posons, pour

n'n>1

tout couple (m , n) d'entiers positifs, Fm n = fm - fn . Nous avons alors le

? e
théordme suivant démontré par CASSELS [ 3] et indépendamment par ERDOS et KOKSMA [5].

/ \
THEOREME 1., - Si la suite (fn) vérifie la condition

(Al) Si m#mn, F& o &st monotone et il existe une constante K indépendante
’

de m,n et 6 telle que

] ,
%mwﬂzﬁ>o,

alors, pour tout nombre réel ¢ >0 , sauf quand § appartient 3 un ensemble de

mesure nulle,

D, (0) < ni/2 1o0g7/2%e i

dds que N > No(e ; €)

COROLLAIRE. = Les suites
(a) (o)
(v) £ (o)

6o ( |a| >1, a,b guelcongues) ;
Xen (K # o, [a ’ b] N (‘ 1, + 1) = ﬂ) 5

i
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_ e _ e
c) fn(e) u 9 (un Z et n->u, injective)

vérifient la condition Al .

Dans le cas (c¢), et sous certaines conditions, on peut améliorer le résultat du
/ .o
théordme 1. I. S, GAL et P. ERDUS ont démontré en 1954 le théordme suivant (non pu-
blié) :

V4 \
THIOREME 2. - Si f (8) =n 8 ot n €N et n . /n >=q>1, pour tout
- v v — v ~ — vtlT Ty —-—

v 21

0y (6) = o(Nl/Z(log log N)°) ,

pour presque tout 6 .

¢ est une constante réelle supérieure & 1/2 et dont la valeur n'est pas connue.

I. S. GAL et I. L. GAL ont démontré en 1964 [6] le théordme suivant :
R
THEOREME 3. - Si fv(e) =29 (v=1),
wp, (6) = ow'/? o TorT)

pour presgue tout 6 .

Ce résultat est le meilleur possible & cause du théoréme suivant de KHINCIN [7]:

7\
THECREME 4, - Si 1'on pose RN(G) = RN(O ,-% s (2V 8)) y alors pour presque tout
e,
EMEH
lim sup S =1 .
N -o N= N log log N

2

/ .o
Enfin, I. S. GAL et P. ERDOS ont démontré en 1955 [4] le théordme suivant :

2q>1)

N
THEOREME 5., - Si (n ) est une suite d'entiers lacunaire (i. e. n
— vivzl v+1/nv

pour presque tout © .

Nous allons généraliser quelques uns de ces résultats & un corps de séries for-

mellessur un corps fini Fq .
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2. Bquirépartition dans un corps de séries formelles sur Fq .
Soit F_  le corps fini & q = p° éléments. Soit w_ la valuation sur Fq(x)
définie par

v (2 -

[e0] g(x;

|

- degré(f) + degré(g) .

Soit Fq{x—l} le complété de Fq(x) pour cette valuation. Tout élément s'éerit
—+0

0=2 a x 2 ou a € F et les a  sont tous nuls pour n<n_ . Si -h est
- I n q n 0
h
le plus petit indice tel que a, # 0 , nous poserons IX| =q . Soit

-1 -1
P =x Fq[[x 1]

1'idéal de valuation, d6 la mesure de Haar normalisée par £p 1d8 =1 et g
1'homomorphisme continu du groupe additif de Fq{x—l} sur le groupe additif de
1'idéal de valuation défini par
+o n oo n
R(2 a x™)=2a x .
n n
-0 1

4o
. 2 - 1 ) . N ~1L -
Soit Xg le caractére de Fq{x } déefini par XO( 2 an X ) = w(al) y OU

N . 3 m
est un caractere non trivial de Fq .

Alors, tous les caractéres modulo les polyndmes sont donnés par

x(8) =x&(e)) = xo(e(x)e) ou g(x) € Fq[X] .

1-d « 20it S une

Soit B wune boule contenue dans ® : @ =« +-@d et mes B =q
suite d'éléments 6 de Fq{x-l} . FN(B , S) désigne le nombre d'entiers n
compris entre 1 et N tels que %(en) €B .

R(®,8) =7 (6,8 -8 ot  wn(s) = sup [Ry(8 , 5)|

On définit de méme DN(G) = DN(fn(e)) pour une suite de fonctions f . Soient
D un disque de rayon qh et (fn) (n > 1) une suite de fonctions continues de

D dans F {xnl} . Posons F =f -f .
q m,n m n

Soit K c N x N comtenant les couples (m , n) tels gue m =n et soit KN

le nombre de couples (m ’ n) € K tels que sup(m , 1) <N .

/7N
THEOREME 1 [9]. = Si la suite (fn) vérifie la condition :

(4,) 88 (m ,n)¢ K, Ve, ,0,eD

1

\%
o

Moo .
lFm,n(el) - Fm,n(GZ)l =q }el - 921 o N L€ Z et hAp b1
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alors V e >0
2
IRy (8 , o) | <f\/K2N 1og3/ te g

pour presque tout 6 de D et dés que N > No(ﬁ , 0, ¢€) , et

D (8) < w/4 Jx 1og3/2+e N

2N

pour presque tout 6 de D et des que N > NO(G y €) o

COROLLAIRE. - Les suites
(a) £, (o)

(v) fn(e)

L3

eap ’ |al > 1 et D gquelconque 3

il

It

3%
gn(x)e R gn € Fq[x] et n-» &, injective, D gquelcongue ;

(c) fn(e) = heun s, A#O0, un €EN-pN, n-> un injective, et D N 2P = ¢

vérifient KN = 0(N) , donc

wD (8) < /4 log3/2+€ N,

pour presque tout © de D et dés que N > No(e , €) -

Dans les cas (a) et (¢) ou dans le cas (b), en imposant des conditions de crois-
sance sur les degrds des polyndmes g, » On peut améliorer la majoration du corol-

laire.

Cependant, cette majoration ne sera jamais meilleure que (&/ﬁ log log N) , en

raison du résultat suivant :
. 2 n
PROPOSITION. - 5i Ry(8) = R.(P° , (x e)n?l) , alors

lim sup ’RN(G)‘

Note véq_l (1 - q*l)N log log N

pour presque tout 6 de @ .

I1 suffit de remarquer que les fonctions définies sur # par

1 si M(xp 6) € @2

en(e)

=0 sinon
sont des variables aléatoires indépendantes qui sont telles que

-1 -1 _ . -1
mes e, (1) =q " =1 - mes € (0)
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et d'utiliser la loi du logarithme itéré pour les variables de Bernmoulli (voir par

exemple RENYI, Calcul des probabilités, Dunod).

Nous démontrerons le théordme suivant :

VAN -
THEORZME 2. - Soit Fq{x 1Y de caractéristique différente de deux. Soit (£)

une suite de fonctions d'un disque D de rayon qd dans Fq{x—l} vérifiant la

condition
(B) ¥n3x1,V 6, 1 6,€D
N,
(1) £ (8,) = £,(8,)] =a "o, - 6,l

o n ->» A, est injective et

(2) min +1+4d20
nx1 o
Alors
(pi) wp, (0) < w2 10ew

pour presque tout 6 de D et dés que N > NO(S) . 3i de plus, la suite (An)

est croissante

N

(Li) lim sup Iﬁél Xo(fn(e?)! =1

N = o ./ﬁ log log N

pour presque tout 8 de D .

Les suites

w
—_— n -— —
fn(G) = A0 (avec A #£0, w €N-pN, u . >u et DNxP=< g)
fn(S) = Xn ) (avec lhf >1 et mes D 2 Ikl-l )
fn(e) = gh(x)e (avec degré gn+1 > degré gn et mes D >1 )

vérifient les conditions du théoréme 2.

Dans le paragraphe 3, nous démontrerons le théoréme 1 bis, dont le théortme 1
gsera un corollaire. Les paragraphes 4 et 5 conduiront & la démonstration de (Di)

et les paragraphes 6 , 7 et 8 & celle de (ILi).
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3, Démonstration du théoréme 1 bis.

7/ N\
THEOREME 1 bis. = Si la suite (fn) vérifie la condition

(AB) Si (m , n) ¢ X , il existe une partition
J(m,n)
D= U D
=1 m,n

J
. h
du disque D en un nombre fini de disques disjoints Di 0 de rayon ¢ Tl 4ol
3 4

. J
€ :
que, quels que soient 91 et 62 Dm,n

o

- = s -
7, a(0) = Fy n(6,)] = a lo, - o,
ot ; _ ; J j
o Ay €% eb A, 120,00 Ay = j=1,f.r,1§(m,n) () o+ hm,n) , alors les

conclusions du théoréme 1 sont vérifiées.

LEMME 1. - Soit g wun polyndme non nul de Fq[x] , h un entier relatif et P

une application isométrique de ® sur @ . Alors

0 si hx-dg

1=y w0 o(e)) a6 = .

1 si h<-=-adog

Preuve. — Le cas h < — d°g est évident, car alors lg(x)xh o(e)] < q"1 . Si

h=4-4dg od £ >0, considérons le recouvrement de # par les q£+1 disques

de rayon q_£—2 . Or

lo, - 6,1 < a7 = lgle,) ~ole,)] < 7 == x(e()x" ole))= xo(&(x)x" |(8,) .

Soit (wl y eee y W Z+1) un systéme de représentants de @/@£+2 , alors
q
qﬂ+1
- h
1= 3 (g(x)x o(6)) de ,

= X
n=1 wn+6ﬂ+2 0

4+
i i

n=1

xo(g(X)xh o)) .
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—4-2

£
Or n#mn' == l@(wn) - @(éﬂiif = lmn - wn,| >q . Les @(mn) (n = 1,..0.5Q +5

. Comme ils sont au nombre de q¥+l , ils consti-
tuent un systdme complet de représentants de ®/F

L+2
tion ¢ de (1, «.. , q£+1) telle que

sont donc incongrus modulo @

. I1 existe donc une permuta-

lm(wn) - wc(n)l < q_£_2 .

Alors
L+1

q
- h
I=q%1 7% xole(x)x" o )
n=1

Jﬁ(p Xo(g(x)xh 8) d6 = 0

Il

car 1ltintégrale sur un groupe compact d'un caractére non trivial est nulle. Si

0N, <N, , soit K(Nl , Nz) le sous-ensemble de K tel que N, < min(m , n)
et max(m s n) < N2 .
LEMME 2. - Soit (f ) une suite de fonctions satisfaisant (AB) , alors
-FD |2 xy(elx) fn(e))i2 do < mes D 2 1
N <n<l, (m,n)EK(Nl,N2)
pour tout polyndme g non nul de Fq[x] .
Preuve. - L'intégrale du membre de gauche est égale a
I xgle) £(6)) X (e(x) £ (0)) a0
N, <ng
1 2
r2 I ey (e 2 (0)) Xy (e(x) £, (8)) do
N, <m<ngl
1 =2
< (N, -N)mesD+ 2 2 T |
o2 1 N, <m<ng, T

1 =2

avec ‘Im,n = jD xo(g(x) ijn(e)) ae

Si (m,n)ex, [Im nl <mes D .Si (m, n) ¢ K, on pose
H

J(m,n) .
Im n = IJ n '’
’ j___l m,
i _
avec Im,n = Dj xo(g(X) Fm,n(e)) de .

m,n
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Soit “ﬁ,n un centre du disque Di,n :
. . n
Dg’n ={e: |o- “’gx,nl <q ™M .
. 1+hj - nd - .
On pose © = m;’n +x ™Pe et Fm,n(e)x e mi’n(§) .

La condition (AB) entraine, pour tout g , T € ®

o) J(8) = @3 (W] = lg -l .

L'application @é,n est donc isométrique de @ dans une boule Mi,n + ® | Donc
Jo(ey o3 j Cd P P
Qm’n(g) = um,n + @m'n(g) , Ou @m’n(g) est isométrique de sur . Alors

J
. 1+h . .
J _ m,n h J h -3 :
P oma MR led ) L e 8 () as
A) — j J
ou h Am,n hm,n +1 .
D'aprés le lemme 1,
3 1+h; "
- 14 3 - o]
IIm,n' q si h < - dog
=0 si h > - d°g

donc IIm,nl <mes D, si (m, n) €K, et Im,n =0, si (m ’ n) ¢ K.

LEMME 3 [4]. - Soit G =o + @d une boule contenue dans € . Soit £g la fonec-

tion caractéristique du saturé de la boule @ par rapport a % , i. e.

1 si %(e) e B
S(B(e) ={

0 sinon
Alors,
1-d d°g=d-2 _
ep(0) =a (1 + 2 X (a(x)a) x(e(x)e)) .
d°g=0
g#£0

Preuve. - Dans 1'espace préhilbertien des fonctions complexes contimues définies
sur ® mwmuni du produit scalaire f@ @1(6) 5;(6) de = (@1‘¢2), le systéme

(Xo(g(x)'))geF [x] est orthonormal total d'aprds Stone-Weierstrass, et nous aurons
q

de fag¢on unique :

e@(e) = gEFitX] ag Xo(g(x)e) ’
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avec

a = Jp eg(0) Xole(x)e) a0

il

™ Tolea) Iy xole@x 0) ae

ce qui démontre le lemme 3 en utilisant le lemme 1.

Soit (B , 6) la fonction de Fq{x‘l} dans R définie par

r(g , 8) = qB(G) - ql—d pour toute boule B ¢ .
Alors

N
R, (8 , @) = 2 (8, £ (8))

n=1
et si O <~N1 < N2 s boOsons
N2

NlﬁNZ(rB y0)= 2 r(e, £/(s))

n=N1+1

de sorte que ORN = RN y et si N1 < N2 < N3 ’ NlRN2 N RN N RN

LEMME 4. - o(N) désigne un réel positif et H(N) un entier positif. Si 6 est
tel que

|2 xolet®) £,(6))] s o) pour geF[x] et 0<ace<HN .
n=1

alors

NDN(G) < Nq'H(N) + o(N) .

Preuve. - D'aprés le lemme 3
|Ry(@ 5 0)] = ql” ZdIAZ xole(x) £ (e))]

#*
ou Zd _est la sommation sur tous les polyndmes non nuls tels que d%g g d - 2 .

N
Si 4 H(N) +2 => |RN(@ , 8)] < gt Z: |ﬁ§1 xo(g(x) fn(e))l < w(w)
si d>HM) + 2, soit BC B = o+ pr(m)+2

En utilisant 0 < F (® ’ e) F ( , 8) <N et O < mes B < mes &b , i1 vient

Rﬁ(@ y 8) €W (N) + ZNQ(N)q H(N) q_zH(N) .
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Soit maintenant, pour tout entier T > 1 , Tp 1'ensemble des couples d'entiers
(1\71 , N2) du type O <N

tiers u et t 20 .

<N, s.2T , N =u2b, N, = (u + 1)2t , pour des en-

1 1

LEMME 5. - z .YD | Z X (&(x) fn(e))l2 a6 < (T + 1)K , mes D , pour

&
(N1 ,N2) nT* N1<n§N2 2

tout polyndme g € Fq[X] .

I1 suffit d'utiliser le lemme 2 et d'estimer la somme

o = 5 2 1< (T +1)X 7o
(Nl,NZ)EfRT (m,n)EK(Nl,NZ) 2
De méme
2 ID i R§ (B, 9) do < (T + 1)K p mes D .
(Nl,NZ)EﬂT 12 2

Soit ET(ﬁ) l'ensemble des 6 € D tels que

> R§(®,9)2T2+€K .
(N, N ETR N, Mo oT
17727 T
2+¢ -1l-c
Alors, mes D (T + 1)K , > mes E(B) T K, , donc mes E_(B) < 2 mes DT .
2T T 2T T

La série 2 mes B _(B) étant convergente, pour presque tout o € D , il existe
T t

21
TO = To(e) tel que © ¢ ET(@) , pour T >T . Supposons N 2N,k =2 0 . Alors, il
T=1

0 0
existe un T 2 TO tel que 2 <N g 2T . BEn exprimant N en base 2 , on obtient

RN(@ ’ 9) = (zl) NlRNz((B ’ e) H

od la somme (1) se fait sur au plus T couples (N

L N2) € ﬂT , donc en utilisant

1'inégalité de Cauchy

R§(03 ,e)<T3+€KT<K2N1
2

Og3+2 ey :

pour N suffisamment grand, ce qui prouve la premidre assertion du théoréme 1.

Pour démontrer la deuxidme, considérons ET(g) l'ensemble des © € D tels que

S N O R RO T E aa oL e S
(W ,N,), N <o, 2
Alors, mes ET(g) < 4 mes D Z—T/2 717 | soit ap un entier tel que

q <2 <gq ’
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et soit

ET = U ET(g) => mes ET = O(T_l—s)
O$d°g$aT

et 2 mes ET est convergente. Il suffit alors d'utiliser le lemme 4 et un raison-
T21
nement mnalogue au précédent.

4, Etude des sommes de fonctions vérifiant la condition (B).

Soient N et r des entiers positifs. Avec les N entiers n=1,2, ... , N
on peut former Nr r-uples distincts. Nous noterons un r-uple tel que n1 s@bsg~$nr
par {nl s eee s nr} ou {n}, avec n(i) = n, , et nous dirons que c'est un r-uple
ordonné d'ordre N .

I1ya B(N, )

li

(N Tr- 1) r-uples ordonnés distincts d'ordre N . En effet,

r étant donné, il y a B(N, r - 1) r-uples ordonnés d'ordre N tels que n(®=N

et il y en a B(N -1, r) tels que n(r) < N . Donc
BN, r) =B, r-1) +BN-1, ) .
Le résultat s'obtient alors par récurrence sur N et r .
/
DEFINITIONS.

1© 3i {n} et {m} sont deux r-uples ordonnés, nous dirons gue le premier est

plus grand gque le second

{n} > {n}

si pour un certain entier T (1 < T<gT)

n(r) >n(r) , m(v) = n(v) (v=r+1, ...,1).

2° Deux r-uples distincts seront dits p-complémentaires si, pour tout v :

l1<vgr

ou bien n(v) = m(v)

ou bien n(v) # m(v) , et il existe k(v) (1 gk(v) <v) et h(v) 1 tels

]

n(k(v))
m(k(v))

st sup h(v) =0 (mod p) .
k(v)

n(v)
m(y)

n(k(v) + h(v) - 1)

m(k(\)) + h(\)) - 1)

li
I}
I

i
Il
I
i
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LEMME 6. - Soit (fn) une suite de fonctions vérifiant (B). Soient {n} et {m}

deux r=uples distincts. Alors la fonction

r

F = F({n} s {m}) = \)El fn(\)) - fm(\))

est identiquement nulle sur D si {n} et {m} sont p-complémentaires. Sinon,

il existe A€ Z tel que ¥ 61 y 62 €D

7o) - F(o,)| = oo, - 6,
(3)

A+ 1+d20

Preuve. - Nous pouvons écrire en éliminant les termes nuls

h
F= 2 - f

)

avec 1 <£h

~

N
e
=
N

\\)kgl (k= 1, eeo h) et n(\)k) #m(\)k) o

Si nous ajoutons les termes égaux dans (4), nous aurons

4
F=_Z

i=1 a_i(fn(“‘i) ) m(“'i)) ’

ou 1 <4 <<h, ob la suite (pi) est une sous-suite de (vk) et ou les E; sont

L

des entiers modulo p avec a; =21 et a, = h . Donc F est identiquement
i=1

nulle sur D gi, et seulement si, tous les E; sont nuls, ce qui revient & dire

que {n} et {m} sont p-complémentaires. S'ils ne le sont pas, soit j tel que

le maximum des An(u ) (qui sont tous distincts) soit atteint en j , alors
i

% — 9

lF(el) - 7(e.)}

ou A= maX(An<}-hj) ’ Am(le)) .

Un r-uple n'admet un r-uple p-complémentaire inférieur que si la fonction n
est constante et supérieure & 1 sur p indices consécutifs. Soit alors {n} un

tel r-uple.
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Il existe des entiers t , v, Vi s eee g Vi 4  tels que

1<t g E%]

+ + eo. *+ =

On pose Wy = L+ (i - 1)p + v, t ... + oyl pour i=1, ... , t +1 . Alors,

1 i-1?
pour tout i =1, ..., t,1la fonction n vérifie

)

(5) nlp;) = oo =nluy +p-1) <npy +9) < oen <y,

et de plus, la fonction n'est pas constante sur p indices consécutifs parmi

Ly eyt =1), (uy+o, oeny i = 1) spour i=1, ..., %t et

(pt+1 s ««+ » T) . Nous dirons alors que {n} est de type t .

LEMME 7. - Soit «o(n) le nombre de {m} < {n} tels que {m} et {n} soient

p-complémentaires. Alors si {n} est d'ordre N

(6) o(n) < BN, t) .

Preuve, - Si t =1, alors o(n) =n(%) - n(4 - 1) en posant n(0) =1 . Done

@(N) <N = B(N ’ 1) . Supposons maintenant t > 2 , Pour i=1, ..., t 1la fonec-

tion n vérifie 1l'un des trois cas suivants :

(a) 0 < vy et 1 ws tel que p -1« Wy < min(2p -1, vy +Dp - 1) et

) .

n(p,.) = .. =n(g,. +w.) <n(p,. + @, + 1) < ese gn(p,. + p-1+ \).) <n(p,.
i i i i i i i i+1
) .

(b) 0< v; <P-1 et n(pi) = n(pi +p -1+ Vi) < n(p,i+1
(e) v;i=0 et nluy) =nlu, +p-1) <ny,,.) .
Remarquons que si n vérifie (a), pour i, et si {m} et {n} sont p-complé-

mentaires, les fonctions m et n coincident sur les indices Mitw, 1, 400 2

My +p -1+ vy . Nous ne changerons donc pas @(n) en supprimant 192 indices

By towy 2y eee by + P~ 2 + Vi o D'autre part, si nous supprimons les indices
By TPy oees Wy +p -1+ v; s nous ne diminuerons pas @(n) . En raisonnant de
méme pour le cas (b), on se raméne & des r'-uples (r' < r) d'ordre N , de type
t et tels que la fonction n vérifie (¢), pour i =1 3 sae 53 & o I1 est clair
que le maximum des @(n) est atteint quand n(pl) est maximum, donc égal & N .
Puisque la fonction m est alors constante sur p indices consécutifs

on) < B(W , t) - 1.
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LEMME 8.-Soit un entier r » 1 , alors

(7) rr e—r+1 <r! g I‘r+1 e—r+l

Soient Vi Vo roseer Vea Y des entiers positifs ou nuls, alors

+t - 1)
(8) v(t , v) = 2 1= (\)' (Jf: Bv ’
+y ety =y v C
VItV TV
Soient N et r deux entiers positifs et =4+ 1 , alors
(9) N + &) vue (W4 (x = 1)e) = 0] < (r=1)rt n°°0

(7) se démontre en passant aux logarithmes. Pour (8), il suffit de remarquer gue

y(t , v) = y(t -1, v + y(t , v -1) . (9) se démontre par récurrence sur r .

LEMME 9. - Soient N , r , p trois entiers tels que N >r > 2 et p 2 3 . Soit

@p(N ’ r) le nombre de couples r-uples d'ordre N égaux ou p-complémentaires.

Alors

(10) IQP(N , r) - r! er < e—2r/3 r2r+6 Nr-l

Preuve. - Si 2gr <p, il n'y a pas de couples de r-uples p-complémentaires
donc @p(N y r) est égal au nombre de r-uples formés avec 1, ... , N , Un r-
uple ordonné admet au plus 1r! permutations distinctes et si la fonction n et stric-

tement croissante, i1 en admet exactement r! . Donc

r1()) < 5 (N, ) <vt B(N, 7)

qui donne (10) en utilisant (9).

Si pgr, soit @p(t) (t=1, ... , E%]) le nombre de couples de r-uples
ordonnés de type t et p-complémentaires. Le nombre de permutations distinctes

d'un r-uple ordonné de type t est au plus r! (p!)_t . Donc

o (N, 1) < ()73, 2) + T ()7 N o),
1<t<5]

o (t) <2 z > z > opln) .

OSVLr=pt 1UST=pt=y v, +y ety =y {n}

D'aprés le lemme 7, si {n} est de type t , o(n) <B(N , t) , et quand t, v,

L Vg or e Yy sont fixés, il existe au plus B(N y T - (p - 1)t) r-uples
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ordonnés d'ordre N , de type t vérifiant (5). Nous aurons alors en utilisant (8)

o (t) g2 2 - (z-pb-v)y(t, ) B, r-(p-1)t) B, t)
s Ogvsr-pt
et
I eptouy(s, ) cop) oz lurbo L
Og\)ﬂl‘—pt Oé\){r—p‘t—l Ve - 1)!
< (r - pt) (r - (p - 1)t - 1)!

(r = pt = 1)1 ! :
En utilisant (7) et (9) il vient

(21)? BN , ©) g 1t N 4 2572 727+2 y7-l
et

B, v - (p- 1)t) BUY , ) < (¢ = (p - 1))t po-(B-)BHE

donc pour t >1 , le terme général de QP(N , r) est majoré par

2 -2t (r - (p = 1)t)! r-(p-2)t
! 1 -
2(r-) (P*) (r Pt) (r — pt - 1)1 (t - 1)1 N
d'ol en remarquant que p 23 => r - (p-2)t<r -1 et en utilisant (7), il

vient, en regroupant

r ( 2r+3 =2r+2 2r r2r+5
r e + —_— ——

@p(N , r) <r! N7+ > 5 e_(1"'1/13)1.-'_1)Nrm1
p° (p!)

soit

-2r/3 [2TH6 r=1

@p(N , T) s Tl N o+ e
Pour minorer @p(N ’ r) » 11 suffit de remarquer qu'il y a (ﬁ) r-uples ordonnés
strictement croissants qui admettent =r! permutations distinctes, donc

QP(N , T) 2 (r!)2 (ﬁ)‘; r! N - e—2r/3 r2r+3 I\Tr—1

5. Démonstration de la relation (Di).

La démonstration repose sur le lemme ci-aprés :

LEMME 10.

(11) Ilg (g(x) £ (8))]%" 40 = mes D 5 (N , r)
D oot XO g n = mes @p s T ’

pour tout polyndme g non nul de Fq[x] .
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Preuve. ~ Soit Af{n cee nr} = A{n} 1le nombre de permutations distinctes du

1 7
r-uple ordonné {n1 g e nr} = {n} . Alors

¥ N
| & (el £ ()% = {2

N
xole(x) £, ()17 { 2 x, (- &(x) £_(8))3"
=1 n=1

1

r

= {{Z} A{n} xo(g(x)[fn (8) + ... + fn (8)])}
n 1

x {{Z} Af{m} Xo(’ g(x)[fm (6) + vuu + £ ()}
m 1 r

= 2 2 A{n} A{m) xo(g(x) Eﬁ £ (0) - £ (8)) .
{n} {m} v=l v v

Si {n} = {m} ousi {n} et {m} sont p-complémentaires
I %o(ex) 7(6)) a6 = mes D,

ou F = fn - fm . Sinon F vérifie (3) d'aprds le lemme 6, et en utilisant

1 v Y
les lemmes 1 et 2

ﬁMo—s

fD xo(e(x) F(6)) do = 0
ce qui démontre (11).

LEMME 11. - 8'il existe une suite non décroissante d'entiers positifs H(N) et

une suite non décroissante ¢(N) telles que la série

(12) 5 Wy, g2r/3 2re6 -1y 2
N>1

%
soit convergente alors, pour presque tout 6 de D, pour tout polynfme g € Fqbﬂ

de degré inférieur ou égal & H(N) et dds que N z.NO(e) , 1'inégalité suivante

est vérifide

N
(13) | 2 xolelx) £ (e))] <02 y(w) .
n=1

Preuve. - Soit Eg(N) l'ensemble des 6 de D tels que

N
|2 xolelx) £ () = 62 y(m)
n=1

alors d'aprés le lemme 10

mes B (1) < mes D (r! NT 4 o72E/3 2046 -1y T V)



21-17

3
Soit E(N) 1la réunion des Eg(N) , pour tous les polyndmes g de Fq[x] de

degré inférieur ou égal & H(N) , alors

mes E(N) £ mes D qH(N)+1(r! + e—2r/3 r2r+6 N_l) w—zr(N))

3i la série (12) est convergente, sauf pour un ensemble de mesure nulle, il existe
No(e) tel que, pour N > NO(e) , 0 ¢EB(N) = o¢ Eg(N) , pour 0 g d°g < H(N)
ce qui entraine (13).

et

H(N) = [l%gglg + 1] . Le terme général de la série (12) est alors majoré par

Prenons (N) = e log N, r=r(N)=[logN], pour N e

0,52-loglogN 1,1 6 )

q4 log® N(N + eN_ log N

qui est le terme général d'une série convergente. Alors, sauf pour un ensemble de

mesure nulle,

NDN(e) < N1/2(1 + 00 150 )

< Nl/2 log N des que N est assez grand.

N
6. Etude de 4(t) = mes{eoen; F(N,0)=]|2 xo(fn(e))l > JtN log logh}
n=1

LEMME 12. - Soit A wun disque de rayon q6 contenu dans D . Si la suite (fn)

vérifie (B) sur A , alors

54 mes A 125_&9&5& pour O t g3
(1og M)
(14) a(t) <
log log N
18 mes A t2loglogN pour 3 tgN

pour tout N > NO y OU NO

est indépendant de A et de la suite (fn) .

~

N
Posons I = f ! 2 Xo(f (9))]2r de , alors, pour N 2N, , si 2 r g 3 log logN
A n=1 n 0 =

2r+6 Nr—l

|T - mes A 7! Nr’ £r mes A .

La démonstration de (14) se fait alors comme celle du lemme 7, page 74 de [4].

LEMME 13. - Soit ¢ , O < ¢ < 1/2 arbitraire. Alors, si (fn) satisfait (B)

sur A

mes A

(15) 3(1 - ¢) >

7
(log N)l—s /16
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dds que N » No(e) , ol No(e) est indépendant de & et de la suite (fn).

(Pour une démonstration analogue, voir [10], pages 57—60.)

7. Démonstration de la relation " < 1 " de (Li).

La suite (fn) vérifie (B) sur D . Posons

y(N) = N log log N pour N > N,
M
Fu , N5 0) =] 2 x,(£(e))] pour M >0, N31 .
n=M+1

Posons, par convention, F(M , 0 3 e) =0 pour M 2 O . Nous voulons démontrer que

FO ,

. . N
(16) lim sup e

N - o

pour presque tout ® de D . Il est suffisant de prouver le lemme suivant ¢

LEMME 14. - Soient € >0 et T >0 des nombres arbitraires, alors il existe un
NO = No(e ’ ﬂ) tel que

(17) F(O, N ;06) < (1+e) gr) ,

pour tout N > NO et pour tout 6 € D , sauf peut-8tre sur un ensemble de mesure

au plus égale & T mes D .

La démonstration est identique & celle du lemme 11 de (4], pages 80-84.

8. Démonstration de la relation " > 1 " de (Li).
B i R e 2 e e aay e at o oV o W R S oY o TV e

Nous supposerons maintenant que la suite (An) est croissante. Nous voulons dé-

montrer que

(18) lim sup F(0 , N5 6)

N = o () o

pour presque tout 6 de D . Il est suffisant de prouver le lemme suivant :

LEMME 15. - Soient ¢ >0, 1 >0 arbitrairement petits, et soit N wun entier

arbitrairement grand. Alors, il existe une suite finie d'entiers N < N1 < N2<;u<Nk

tels que
F(O, ¥ ; e)

(19) max ¢(Nv)
v

1<vgk

21-81

pour tout © n'appartenant pas 4 un ensemble de mesure au plus égale a T mes D .
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Soit ¢ >0 donné, a p ao(e) et u > 1 des entiers arbitraires dont nous

fixerons la valeur a la fin de la démonstration. Posons

Fk(e) = F(éu + au+1 + eee + au+k-'1 ’ au+k H 6)
u+k
e = w(a)
E, =8
- - . - £
(20) E,={6¢€D (E1 + B, + .+ Ek_l) ; F(e) = (1 2) W)

pour k=1, 2, ... Nous nous proposons de majorer

mes(D - (E1 +oee. Ek)) .
A +2+d
Soit = A a4k - Puisque xo(fn(e)) est constante sur les q *

u  u+l
a +a Frt-g

boules de fayon q_'Z—A'n contenues dans D , 1l'ensemble

feed; mle) < (1-3) y)

-2 1
est une réunion de boules de rayon q e en nombre au plus égal & g mes D .
Q,+1
En particulier, D - E1 est constitué par un nombre de boules oy <mes D g 1 .
D'aprés (20)
€
ol . = - oo o € H -
D- (B + .. +B)=(D- (5 + +EB,_J))nfeen; Fle) < (1 2) )
et puisque Qk > Qk—l (car %a suite (AJ est cr01ssante)i D - (El + ee. + Ek)
est constitué par au plus q mes D boules de rayon q k Puisque
—2"'01{”'1’*'1\ u u+k20’
148 ety

nous pouvons utiliser le lemme 13

mes(D - (E1 + 0. + Ek))
(u+k +1) log a

mes Ek+1 =

et

mes D
mes El z (u+ 1) log a ‘

De ces inégalités, nous obtenons par récurrence sur k

1

k
mes(D - (E1 e Ek)) <[ (1= w T vT Tog a)] mes D ,
v=1
Introduisons la notation
N, =at +atth o, 4 0K (x >0) ,
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et définissons les ensembles E! (k > 1)

p (k2
(21) Bl ={6 ed; F(Oo, N _, ;6)=xs2ym_)} .

La mesure de Ei est estimée & 1'aide du lemme 12

54 mes D log log N
mes E! < k- 1 mes D

k (1og N )2 2(u rx - 1)7?
-1
en tenant compte du fait que a > ay - D'ou
1 % 1( 1 1 1
mes B! ¢ = -+ + oue.) < .
mes D L 2 u3/2 (u + 1)372 Ve
Alors
- ! 1
(22) mes(D (El + e + Ek>) + mes(E1 U eos U Ek)
F 1 1
<[ I (1= ) + Jmes D
v=1 (u +v) log a Jisi
Démontrons maintenant le lemme 15. Puisque F(M , N 3 6)
O, N ;3 F :
(0, 3 6) N Jo w, RO, w 5e) W2 )
N = N *
( \)) ¥, y( v) 2 q;(Nv_l) V(Nv)
I1 est facile de voir que
Wv S log u > 1
= 14
VI 7+ D) 10glw + 1) (1+ D1+ D)

pour y =1, 2, ¢0es 3 222

et u 2 3 . De méme on montre que

YA e e -

1

y 2 3 o 3a=22 et uzo0,

D'ou nous tirons

F(o , N ;6) F (8)

F(o , ; ©) /*—~
v v 1 -1
v ) 27 2 iy ~ /2 TE )

v (1 +E)(1 +E) -1

pour tout v=1, 2, ... 3 a>2 et u» 3 . Si nous nous restreignons aux 6

appartenant & l'ensemble

=(E, + ... +E) 0 (D~ (B] v ... v E))

’

alors d'apres (22), F(O , N\)-__1 : 9) <,/§'¢(Nv_1) pour tout v=1, 2, ... , k
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F (s)
vV

¥

\Y

, pour un certain vy = v(e) < k . Donc pour les 6

z1l -

(S AL

de E , nous aurons

PO, N 3 8)
Vv

€ 1 4
max > (1 - —J - .
= \ - 1
1<k W(Nv) (1+9(1 +d) a
a u

De plus, d'aprés (22) nous avons
k

meSE>1_” (1 1 1 .

mes D =1 (u + v) log a Ve

I1 est maintenant facile de démontrer le lemme 15. Soient ¢ >0, N >0 et N

donnés. Choisissons a = a(e) tel que a > ao(e) , a>N

,J To<d et L1~

a-1

[y
+
IO
o

Alors N >N (v > 1) est satisfait. Puis choisissons u = u(s ’ ﬂ) > 3 tel que

1 £ 1 - - _
T+ 1% 21 - ) et que 7 ___,< . Enfin nous choisissons k = k(e , ﬂ) tel que
k
- 1 1
b ( (u + v) log a) s2

v=1

Alors (19) est vérifié pour l'ensemble E et mes E > (1 - ﬂ) mes D .-
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