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Séminaire DELANGE-PISOT=-POITOU 13-01
(Théorie des nombres)
8¢ année, 1966/67, n° 13 27 février 1967

PROGRES RECENTS DANS L'ETUDE DE LA PROPRIETE C, DES CORPS

par Guy TERJANIAN

le Le probléme de Lang.
Rappelons ce qu'est la propriété Ci .

Soient A un anneau intégre, 1 un nombre réel positif, et d > 1 un entier ;
on di? que A a la propriété Ci en degré d , si pour tout entier n tel que
n>d et pour tout polyn8me f homogéne de degré d de 1'anneau AEKl, ces y Xn],
il existe un élément a non nul de A tel que f(a) =0 .

’

On dit qu'un anneau intégre a la propriété Ci y s'il a la propriété Ci pour
tout degré. Il est clair qu'un anneau inteégre a la propriété Ci si, et seulement

’

si, son corps des fractions a cette méme propriété.
Dans [5], LANG a posé le probléme suivant @

Soit K un corps muni d'une valuation discréte pour laquelle il est complet ; si

le corps de restes k de K a la propriété Ci , alors K a-t-il la propriété

t?
Ci+1 ’
Les résultats sur ce probléme se partagent, grosso modo, en résultats positifs
d'un caractére assez général et en résultats spécifiques aux corps p-adiques, les-

quels sont plutdt négatifs.

2. Résultats positifs.

Enongons un théordme de Greenberg [3].

» ]
THEOREME 1 (GREENBERG). - Soient A un anneau de valuation discréte, hensélien,

m une uniformisante de A . Soient K 1le corps des fractions de A, k le corps

de restes de A , et soient i e complété de A et K 1le complété de K . Sup-

posons e séparable sur X .

Alors, pour tout systéme de polyn8mes F = (Fl y ene Fr) de A[Xl y eoe s Xn]

il existe des entiers N> 1, c>1 et s >0, tels que si v est un entier

supérieur ou égal & N et si x € A% est tel que

Fi(x) =0 (ﬂv) pour chaque i ,
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alors il existe y € At tel que @

10 Fly) =0,
[W%}% ,

20 y=x (nm

o [a] désigne la pertie entitre de a .

Signalons que ce théoréme est le meilleur possible en ce sens que la restriction

e séparable sur K " est nécessaire et qu'on ne peut pas non plus y faire c¢ = l.

Signalons encore que la démonstration du théordme 1 contient sans doute les idées
nécessaires 3 la description d'une élimination des quantificateurs dans les corps

p-adiques.

Le théoréme 1 a les corollaires suivants.

COROLLAIRE 1. - Soit 2 un préschéma de type fini sur A , ou A satisfait les
hypothéses du théoréme 1 3 Z a un point dans A si, et seulement si, il a un

point dans A/ﬂv pour chagque Vv .

COROLLAIRE 2., = Soit 2Z un préschéma projectif sur un anneau A satisfaisant
aux hypothéses du théoréme 1, alors Z a un point dans 4 si, et seulement si,
Z a un point primitif dans chaque anneau A,/ﬂ'v (par point primitif, on désigne un

point dont 1'image dans A/m n'est pas nulle).
De ce corollaire, on déduit immédiatement le théorime suivant.

’ *
THEOREME 2, - Soit A wun anneau de valuation discréte, hensélien, de corps des
A
fractions K . Soient A et K 1les complétés de A et de K , et supposons K

séparable sur K . Alors A est Ci si, et seulement si, i est Ci .

Le corollaire 2 fournit aussi la solutbion du probléme de Lang dans le cas de 1'é-

gale caractéristique.

¢
THéOREME 3. — Soit K un corps muni d'une valuation discréte pour laguelle il
est hensélien. Supposons que 'S , le complété de K , soit séparable sur K . Soit

k 1le corps de restes de K , alors si K et k ont la méme caractéristique, et

si k a la propriété Ci s, K a la propriété Ci+1 .

Démonstration. - Tenant compte du théoréme 2, il suffit de montrer que k[[t]]

est C, , . Pour cela, soit f wune forme de degré d & coefficients dans k[[t]]

1

en les indéterminées Xl sy eee 4 X avec m >d ; 11 s'agit de montrer que f a
n
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un zéro non trivial dans Xk[[t]] . D'aprés le corollaire 2, il suffit de voir que

f a un zéro primitif dans k[[t]]/tv pour chaque v . Mais on a
)[[$1Y/t7 = sVt

et il suffit d'utiliser le fait que k[t] est C.+l , fait bien connu par les ar-

1
ticles de LANG [5] et WAGATA [6].
Co Q,. F.o D-

Le corollaire 2 donne aussi le théoréme ci-apres.

THébRﬁME 4. = Soit X wun corps muni d'une valuation discréte pour laquelle il

est hensélien. Soit K 1le complété de K , et supposons K séparable sur K ,

alors si le corps de restes de K est algébriquement clos, K a la propriété Cl'

Démonstration. - Clest celle de LANG [5] & ceci prés qu'lon y remplace le "corol-

laire du théordéme 9" par le corollaire 2 ci-dessus, substitution qui simplifie

beaucoup la démonstration.

Montrons comment on peut, & partir du théordme 3, obtenir une variante d'un ré-

sultat de AX et KOCHEN [ 1.
Désignons par Xi la propriété suivante du couple (K , v) @

K est un corps, muni d'une valuation discréte v , pour laguelle K est hensé-

lien, et le corps de restes de K a la propriété Ci .

Désignons encore par Yp , pour p premier ou nul, la propriété suivante du cou~

ple (K, v) ¢

K est un corps, muni de la valuation discréte v , dont le corps de restes est

de caractéristique p .
Le théoréme 3, en caractéristique zéro, peut se formuler :

Xi et YO => K est Ci+1

Soit alors d > 1 un entier, on a, a fortiori,

X et Y => K est C,.
i+

5 0 en degré d .

1
Maintenant, dans le langage de la théorie des corps valués, ou plus précisément
des corps munis d'une valuation discréte et normée, Xi s'exprime comme la conjonc-—
tion d'une infinité de formules, au sens de [4 ]. D'autre part, Y. est la conjonc-

0
tion des formules non Y2 , non Y3 , non Y

5 9 oo o
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Or "X est Ci+l en degré d " est une formule, donc en vertu du théortme de

finitude du calcul des prédicats ([4], page 35 et aussi page 9), il existe une par-
tie finie P de l'ensemble des formules dont Ki et YO sont la conjonction tel-
le que
—— T 4 z
P => K est Ci+1 en degré 4 .,
Ona P=U et V, ob U est une sous~famille finie de Xi , et V une sous-

famille finie de YO , donc on &, a fortiori,

Xi et V ==> K est Ci+ en degré d .

1
Ceci se traduit par le théoréme suivant.

” 1
THEOREME 5. - Soient d 2 1 un entier, et i >0 un nombre réel. Il existe un

entier m(i ’ d) tel que si p est un nombre premier et si on a p ;,Q(i ’ d) s

alors :

31 K est un corps, muni d'une valuation discréte, hensélien, et si le corps de

restes de K est de caractéristique p et a la propriété Ci , K a la propriété
C <3 .
il en degré d

Utilisant le théoreme de Chevalley qui dit que les corps finis sont C1 , ON en
déduit que, pour un entier d donné, les corps p—adiques Qp sont C2 en degré

d , sauf pour un nombre fini d'entre eux.

La méme méthode que celle qui permet de démontrer le théoréme 5 fournit le résul-

tat suivant :

Soit d wun entier > 1, si le nombre premier p est assez grand, pour tout po=-
lynbme f sans terme constant de Zp[X1 3 eee X2d+1] s 11 existe un x de Zp ’

non divisible par p , tel que

£f(x) =0 (p2) .

3+ Le cas des corps p—adiques.
Commengons par des résultats négatifs dus & BROWKIN [2] et 2 moi-méme [7].
On dira qu'une forme f € Zp[X1 g see g Xn] vaut a modulo pr s, O a estun

élément de Zp y si pour tout =x de Zp s non divisible par p , on a

f(x) = a modulo pr .
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On s'intéressera particuli®rement aux formes qui valent 1 modulo une puissance

de p .
On voit facilement que pour que le méndme Xd vaille 1 modulo pr , 11 faut et
il suffit que d soit divisible par (p - l)pr.-l ¢ i1 en résulte que si une forme

de degré d wvaut 1 modulo pr , son degré est divisible par (p - l)prt"l .

Donnons des exemples simples de formes valant 1 modulo p2 :

—1yp~1 1
(xP — yxP™H)P 4+ yo(e=1) pour p 23 ,

2 2

4 A A

et et ety 222 577 22 4 X2 Y2 + YO X2 + 3Z° XY pour p=2 .

Donnons maintenant les exemples de BROWKIN, p est un nombre premier quelcongue,

r>2 1 est un entier, et on suppose pr >2r+ 1.

Soient By 5 eee s &, les é1léments de 2Z qui sont solutions du systéme :
al + eee + &1 = 1
(r + l)a1 + eee + (2r + l)ar+l =0
(r + 1)r a1 + eee + (2r + l)n ar+1 =0 .

Désignons par n la partie entidre de p/(2r + 1) , et posons, pour K entier

compris entre 1 et n ,

r+1 T
—-(r+i ) k=1 _ r+i
‘Il}K = % ai Xg ( )( ) ()\-2 s eece o X[{) + [}
0, = >
& R e “JK(Xil IR XiK) ’
n
K+1
f= Z ("’ l) * iDK ’

1
1 1
g.;: f(Xg- 9 oo ’ Xﬁ— ) .

On vérifie que g vaut 1 modulo pr+l .

Voyons comment on utilise les formes de valeur 1 pour construire des formes sur

Zp qui n'ont pas de zéro dans Zp .

Soit f une forme de degré d , valant 1 modulo pr s bosons
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F=(f+c'.+f)+pr(f+--u+f)+o-o+pqr(f+oco+f) ’

ou q + 1 est la partie entiere de d/r et ou, dans chague parenthése, f est

rd Ve Ve r . “ - Ve - Ve
répété p - 1 fois, et ol chagque terme f a de nouvelles indéterminées.

I1 est facile de voir que F n'a pas de zéro dans Zp . Utilisant les exemples

de BROWKIN, on a le théoréme suivant.

\J
THEOREME 6. — Soient p un nombre premier, et e un nombre réel strictement po-

gitif Qp n'est pas C .

PL>

La technique développée ci-dessus ne peut gudre donner mieux que le théoréme 6,
car on peut majorer le nombre des indéterminées d'une forme de Zp , qui n'a pas de
zéro primitif modulo une puissance de p , & l'aide du lemme suivant qu'on démon—

tre facilement en considérant des vecteurs de Witt.

LEMME, — Si f est un polynéme sans terme constant de degré d de 1'anneau

zZ[X vee X J,etsil'ona n>(l+p+ .ue+ p)d , il existe un x de
p-~1? n —

Zp , non divisible par p , tel que

£(x) =0 (p™h) .

On remarquera que dens les formes de Q_  sans zéro, construites plus haut, le
degré est un multiple de (p - 1)p si p 33, et est un multiple de 4 pour
p=2-

On peut se demander, par exemple, si la conjecture d'Artin n'est pas vraie pour
le corps Q2 pour des polyndmes de degré impair. A cet égard, je viens d'obtenir

le résultat partiel suivant :

Soient d > 1 wun entier impair, et f € Zz[X1 y eee g X2d+1] une forme de degré

d 5 il existe un x de Z, , non divisible par 2, tel que f(x) =0 (pz) .

Lténoncé précédent est faux si d est un multiple de 4 . Ce résultat est a

comparer avec le dernier énoncé du numéro 2.
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