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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 3-01

(Théorie des nombres)
8e annde, 1966/67, n® 3 21 novembre 1966

NOMBRES DE SALEM DANS LES I-ADELES

par Annette DECOMPS~GUILLOUX

Nous avons, dans un exposé précédent [4], introduit dans les I-addles un ensem-
ble d'éléments algébriques SI ’ eg mongré qu'il exisge une partition remarquable
de SI en trois sous~ensembles St A et TI ’ SI étant un ensemble étudié
par F. BERTRANDIAS [2] et dont certaines propriétés géndralisent aux addles les
propriétés de l'ensemble S des nombres de Pisot. Le but de cet exposé est, aprds
un bref retour sur la partition de SI pour en préciser quelques points, de donner
une caractérisation de TI apparaissant comme une généralisation d'un théoréme de

Salem relatif & l'ensemble T des nombres de Salem, théoréme qui est le suivant

(7] :

T étant un nombre réel > 1 , une condition nécessaire et suffisante pour

qu'il appartienne & T est qu'il existe un nombre réel A # O tel que la série
[ea]
entidre X ¢ z" ait une partie réelle bornée supérieurement pour Iz' < 1 sans

[ee]

que la série 2 si soit convergente ( €l désignant le reste modulo 1 de an,
0

et vérifiant donc - %'S € < %-, A est alors algébrique et appartient & Q[T]).

1. Rappel et notations.

lele = P désigne l'ensemble de toutes les valuations distinctes de Q ,
corps des rationnels, o la valuation ordinaire notée l l s P la valuation p-
-1

adique définie par lplp =p Qp la complétion de Q pour la valuation p-

adique.

Soient I un sous-ensemble fini de P , et VI le sous-anneau de l'addle Vf

défini de la facgon suivante :
V. = {x e Vo s X = 0 si pgiI} .
Nous désignerons, dans la suite, par p un élément quelconque de I , on aura
éventuellement p = 0 .
V. est isomorphe algébriquement et topologiquement 2 I Q , et contient un

I p€el
sous~corps isomorphe & Q , soit QeI s OU er est 1'élément unité de VI .
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Nous utiliserons encore les notations suivantes :

+

P21 si oel; It

I+{0} si o#TI ,

I"=I si o I3 I"=I-{0} si oel .

Z[I] représentera alors l'anneau des rationnels dont le dénominateur ne contient
que des puissances des facteurs p appartenant & I~ ( Z désignant 1'anneau des

entiers rationnels).

1.2. - Rappelons l'expression de la décomposition d'Artin [1] ¢

x étant un élément de VI s 11 existe une décomposition

X = e E(x) + eI(x) ’
ou B(x) e 2[1], et sI(x) vérifie les indgalités
@ = le,@l <1, vper

ag-B(x)<a+1 sl oéI ,

a < so(x) <a+1 si oel ,

a étant un réel dont le choix rend la décomposition unique et que nous prendrons
dans la suite toujours égal & - %».

1.3. - Nous redonnons encore la définition de SI H

I I

™ S, est l'ensemble des éléments algébriques 6 de V. vérifiant lelp >1,
¥ pe I, et pour lesquels il existe un polynéme A € Z[x] ayant les propriétés

suivantes

- B est racine de A dans VI H

- Les racines de A dans Q  (cl8ture algébrique de Qp ), distinctes de @
1Y

pour p € I , appartiennent au disque Ix]p <1, Vpel,

- P 0
2. Partition de SI . Définitions de 2& EE, TI .

2.1, - Rappelons le principe de la partition de SI s basée sur la recherche

des éléments de S¢ n'appartenant pas & SO

[ » c'est-a-dire tels que le polyndme A
a effectivement des racines sur le cercle le = 1 dans le plan complexe. En asso-

ciant & un tel élément 6 , la partition Ih de I qui lui est relative
(F. BERTRANDIAS [2]), le polyndme A se décompose en un produit :



Alx) = [ Ah(x) ,

by

ou les polyndmes Ah sont des polyndmes & coefficients entiers rationnels, irré-

ductibles, deux & deux distincts et tels que ep est racine de Ah si pe Ih .

Dans le cas ou A a des racines sur Ix] = 1 , la décomposition Alx) =TI Ah(x)

présente l'un ou l'autre des deux aspects suivants :

(1) I1 existe au moins un polyndme 4, dont tous les zéros complexes (sauf 8,
si oel ) sont intérieurs au cercle unité.

(2) Tous les polyndmes A~ ont au moins un zéro sur le cercle unité dans C .

Zg est l'ensemble des éléments o de SI tels que le polyndme A(x) a une dé-

composition de la forme (1).
T; est l'ensemble des éléments T de S; tels que le polyndme A(x) a une dé-
composition de la forme (2).

N

En utilisant la remarque fondamentale qu'un polyn6me; a coefficients entiers ir-
réductible, ayant un zéro sur le cercle unité dans C (ce zéro étant différent de
+ 1) est réciproque, on peut alors donner de 22 et TI les définitions suivan~-

tes.

~ 2.2, Définition de Zg « - Zg est 1l'ensemble des éléments o de VI vé-

rifiant |o| > 1, ¥ pe I, et pour lesquels il existe un polynfme A de 2[x]

ayant les propriétés suivantes :

- o est racine de A dans VI H
~ Les racines de A dans Qp sy VpeP , appartiennent au disque lep-s 1

(sauf oy si pel).
A gse décompose en un produit
Alx) = 4,(x) B(x) ,
ol A et B appartiennent & Z[x] et :

Al est un polyndme dont tous les zéros complexes sont intérieurs au cercle
unité (sauf éventuellement o, si oel ),

B est un polynSme réciproque dont tous les zéros complexes appartiennent au
cercle unité (sauf éventuellement % et 1/00 si o€l , dans ce cas B est

au moins de degré 4 ).

-
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™ 2.3. Définition de Ty . = T; est l'ensemble des éléments T de v, vé-

rifiant lTlp >1, ¥ pel, pour lesquels il existe un polynéme B de Z[x]

ayant les propriétés suivantes :

- T est racine de B dans VI ;

-~ B est un polyndme réciproque de la forme

B(x) = qxzs +q, 25l s q X +q ,

q = [l ITIP et ’qll 1, VPEI-' ’

pel” P

Les zéros de B , dans le plan complexe, appartiennent tous au cercle unité

(sauf To et 1/'rO si oe€eI, on suppose, dans ce cas, que le polynéme Bh ’

intervenant dans la décomposition de B en facteurs irréductibles et dont To

est racine, est au moins de degré 4 ),

L

2.4. Remarques. - o étant un élément de Zg » racine d'un polyndme
A(x) = Al(x) B(x) ,

% est racine de Al ou B, VpelI,

Soient

I, = {p e I, <> o, est racine de Al} ’

I, = {p e I, <= % est racine de B} .
o appartient & 1l'ensemble Sg x TI ; réciproquement, un élément de cet ensem~

1 2
ble est un 4lément de Xg sy et 1'on peut considérer EI comme isomorphe ;
0 (O
ZI G—> USJX.LK ’

ou J et K sont tous les sous~ensembles de I y tels que

I8, K£8 ,
JﬂK:ﬂ;
J+K=Ia

Ltensemble zg n'existe pas si I ne contient qu'un seul élément : soit
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I=1{0} (nombres de Pisot et Salem) [5][7] ,

I={p}, p#0 (nombres de Chabauty) [3] .

3. Caractérisations de Sg EE. Zg .

Nous écrirons, dans toute la suite, la décomposition d!'Artin de 26" sous la

forme

n

n
MO =u er + eI(le )

I
en posant :

€pyn = (EI(XQn))p .

3.1. Rappel de la caractérisation de Sg . —= F, BERTRANDIAS a démontré deux

théorémes que nous rappelons dans le cadre de ce chapitre, en considérant 1'un com-

me caractérisant les éléments de SI appartenant & Sg s 1'autre les éléments de
0

VI appartenant & SI .
" THEOREME 1. - Un élément 0 de SI appartient & Sg si, et seulement si, il
existe un élément A inversible de VI tel que
(a) si oI ’ limuw_ =0 ,
e 0
1 1 1 -
(a ) 8i oe I, lim EO,n =0 .
ne

™ THEOREME 2. - Un &lément 0 de V. , vérifiant lelp >1, ¥Ypel, appar

tient & s? si, et seulement si, il existe un élément A inversible de Vi tel

I
que
I 5
(Al) si o é I, 2 n w, = o(N)
n=1
ou encore
(a,) S Wl
A 2 u' <o ’
2 n=0 D
N 2
(Ai) si oel 2 n €0.n = o(N)
n=1 o
ou encore
c 2
! oo
(A2) 2 eo’n< .

L. n=0
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3.2, Caractérisation de zg + = On conserve les notations du paragraphe 2.2,

et 1'on considére un élément o de Zg s 2éro d'un polynéme.

A(x) = Al(x) B(x) ’

ou
o} . . \ 0
I, racine de A, appartient & S ’
1 1 I1
or racine de B  appartient 3 TI .

2 2
A étant un élément de VI y la décomposition d'Artin de Ag® dans VI stéerit
n n
(1) Aot o= u + EI(KU )

et en notant KI 1'élément de VI de composantes (Xp) y PE Il' la décomposi~

1
tion d'Artin de kI o s'éerit, dans VI ’

1 Il 1
(2) A o =V e, + (A, o '
I, %L, "M’ T M on
ce qui entrafne 1'égalité dans Qp y, Y pe€ Il ’
A ot =u +¢ =V _+ s
P D n p,n n ﬂpyn
or o € Sg , donec :
1 1
-8i o ¢ I1 ¢ I1 existe dans VI un élément KI tel que
1 1
() limv. =0 ,
no O ‘

et XII appartient & QIl[cII] .

-8i oe I1 ¢ I1 existe dans VI un élément KI tel que
1 : 1

1 1 —
(b) ]l:l:-omno,n—o ’
et A appartient 23 QI [oI 1.

1 1

Réciproquement : L'existence d'un &lément X\ de QI[c] » dont la composante A
1

est telle que
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si o ¢ I, (b) est vérifide |,
si o€ I1 ’ (bt) est vérifide ’
entraine pour un élément o de SI que o € Sg , done
1 1
o € S? ou g € Zg .

Or A étant un éldément de QI[o] y il suffit pour que o £ Sg que l'on n'ait pas

si oI, limu_ =0 ,
Neo n

si oel, lim sO,n =0 ,
noo

ce qui permet d'énoncer le théoréme suivant.

THEOREME 3. - La condition nécessaire et suffisante pour quun &lément o de
S; appartienne & zg est qu'il existe un élément A\ de QI[c] et un sous-

ensemble non vide I1 < I, tel que la composante XI de A étant inversible
1
dans V.. , on ait dans la décomposition d'Artin de A. o~ dans V
Y L™ I
(b) si of I, liny =0 ,
ne
(b') si o€ I1 , lim nO,n =0 ,
nes

en supposant également rdalisdes les conditions suivantes

N . non-(a) ou non~-(at) .,
13.R@wrg£§<

19 Ou peut traduire les égalités

u o+ ap,n =V + ﬂp,n ’ Vpe I1 ’
en une seule traduisant les relations dans VI
1
(3) un eIl = Vn ell +-CIl(uh) ’

ou l'on a posé u ) = (¢ - v el.
P36 ¢p (u) = (e =T ) s ¥
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On a donc les relations

lep’n—ﬂp,nlpsl, VPEIl !
et

-1< Eo,n - nO,n <1, si o € I1 H

comme dans ce cas lim no n = 0, on a, & partir d'un certain rang,
9
nee

1 1
- — - < =
5 <€, Ton <2 ¢

sguf si 1l'on avait constamment €g.p = ™ %-, cas que nous pouvons écarter.
?
Ces différentes remarques montrent que, V¥ n , si o £ I1 et, pour n > Ny s si

o€ I, 1'égalité (3) représente la décomposition dl'Artin de u, er dans VI .
1 1

2° Nous avons caractérisé ici zg comme sous-ensemble de SI en utilisant les
conditions faibles (b) ou (b!) dans I, . On pourrait envisager une caractérisation
directe de Zg ol 1'on ne supposerait plus a priori o algébrique, mais elle ne

ferait que traduire l'isomorphisme Zg o> Sg x TI s ainsi nous bornerons-

1 2
nous pour Zg 4 la caractérisation signalée.
3° Seule intervient dans 1'énoncé du théoréme, la composante XI de A, on
1
pourrait donc penser que XI peut &tre choisie quelconque, mais remarquons que
2

nous avons utilisé explicitement le fait que A\ € QI[c] , en affirmant que la con-

dition non-(a) ou non—(a') entraine que o ¢ Sg .

4. Caractérisation de TI .

4.1. - Dans le domaine réel, la caractérisation de T est lide :

- pour la condition suffisante, & une caractérisation des fractions rationnelles

& coefficients entiers qui est la suivante :

-

Si une fonction f(z) , dont le développement de Taylor est & coefficients en-

—

tiers, est méromorphe dans le cercle unité ol elle n'a qu'un nombre fini de pbles,

et s'il existe un réel M , vérifiant 0 < T <1, tel que
1 =-7M< Izl <1 entraine If(z) - al >4 ,

o étant un réel quelconque et M un réel > 0 , alors f(z) est une fraction

rationnelle.

o
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- pour la condition nécessaire a l'existence dans tout corps de nombres algébri-

ques, d'éléments de l'ensemble S ayant le degré du corps.

Cette dernidre propriété a été généraliséde par F. BERTRANDIAS qui (dans [2], cha~.
pitre III) a montré qu'il existe dans tout anneau d'éléments algébriques de VI R
des éléments de l'ensemble Sﬁ, (p* eJ*) ayant le degré de l'anneau, J désignant
un sous—ensemble fermé non vide de P . Cl'est donc sur une généralisation du théo-
réme de Salem, portant sur des fonctions dont les coefficients de Taylor appartien-—

nent non plus &3 Z mais & Z[I], que doit porter notre &tude. On dira qu'une tel-

le fonction a la propriété P _ .
I

4.1. Caractérisations de certaines rractions rationnelles ayant la propriété

P . - Le but de ce paragraphe est la démonstration du lemme 2 qui est une consé-

I
quence du lemme 1.

" LEMME 1. - Soit £(z) wune fonction ayant la propriété P _ , si elle satisfait

. I
aux conditions suivantes :

(Ap) ¥V pe Tt + Dans Qp , f(z) est méromorphe dans Izlp <1, elleyaun

nombre fini kp pdles.

(Bp) ¥V pe It o1 pp vérifiant 0 < pp <1 tel que

o < lzlp <1 entratne I£(z)] < Mp .

f(z) est une fraction rationnelle .

-

On considére le déterminant de Kronecker

- Les propriétés (AO) et (BO) entratnent :

"e, 3n, tel que n>n, == Idnl sc(e)e” [6] .

- Les propriétés (Ap) gj_(Bp) , ¥ pel , entratnent :

I1 existe un polynéme Bp(z) tel que Bp(z) f(z) soit holomorphe dans IZ’P <1

et tel que 1l'on ait
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© m
n \ Y
- < .
Bp(z) f(z) % vn Z ou 'vn'p £p
Dans ces conditions, on aura également
2 2 n m:é
Bp(z) f(z) =‘% Wz, ou lWh'p £Pp y
et 1'on pourra, par combinaison entre lignes et colonnes, majorer ldnlp s Vpel,
en posant
“p “p  Upt
P = max p s D ’ ]uolp see lu2k _2lp ’
p
rp(n+1)
la, | <» ;
- * : n+1
si 4= ll_p? ., Tt jal <™.
pel pel p

-~ Les propriétéc (Ao) et (Bp) , ¥ Dpel", entratnent donc @

al n Ja| <c nopntl
la_| bt | nlp < cle) ¢

< K(es)™ .

1
En prenant : < 7 » °on 3, pour n assez grand > Ny

[i 1
la | L lal, <1,
et donc d =0 .

n

£(z) est une fraction rationnelle .

[ LEMME 2. - Soi: () une fonction ayant 1a propriété P _ » 5i elle satisfait
I
aux conditions suivantos

(Ap) V¥ pe Tt : £(z) est méromorphe dans Izlp <1, elle y a un nombre fini
kp pbles ;
(CO) 1 py vérifiant 0 <py <1, tel que, o &tant un réel quelconque,
'po < lzl <1 entrafns lf(z) - a] > MO H
(Bp) Ppel, ,oh I, €I & ¥p vérifiant O<pp<l,te1quedans Qp,
Py < Iz,p < 1 entraine lf(z)lp <M

(Cp) ¥V pe I2 ol I2 cI”: 1 pp vérifiant 0 < pp <1, tel que dans Qp ’
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pp < lztp < 1 entraine ]f(z)lp > Mp s OU I1 + 12 =1 Il et 12 pouvant
8tre vides) ;

f(z) est une fraction rationnelle .

On supposera o = O , le cas ou «o est quelconque s'en dédulsant facilement.

On introduit la fonction
1

g(z) =71+ mz £(2)

o m€ 2[12] , &(z) a donc la propriété P _ , et nous allons montrer qu'en
I
choisissant convenablement m , g(z) satisfalt aux conditions (Ap) vpel”,

(B) vpe It .
g(z) satisfait & (A)) et (B,). - La démonstration reprend celle de R. SALEM [7] ;
le choix de m sera donc tel que soit satisfaite la condition de Salem.
mp, Mm>2 ,
ce qui entraine :

- d'une part que mz f(z) + 1 a un nombre fini de zéros dans |z| < 1, done

g(z) satisfait 3 (AO) ;
- d'autre part que |mz f(z) + 1| > mpy M = 1> 1, donc g(z) satisfait a (BO).

g(z) satisfait & (Bp) Fpel.

- Vpel

L (Bp) entratne pour f(z) :

si pp < I <1l => ]mz f(z)lp < |m| M ’

z|
D 1

'mlp.s 1, on peut choisir m de telle sorte que Im]p Mp <1, done
1 f =1 = .
|1 + mz £(z) lp et lg(z) Ip 1

g(z) satisfait a (Bp) vpel .

- Vpel,, (Cp) entraine pour f(z) :

si pp < lzlp <1l => Imz f(z)lp > lmlp Mp pp ’

by

comme m appartient i Z[IZ] sy on peut le choisir tel que ‘mlp Mp pp >1, on au~
ra alors

le(2) ], € =t .
i
Py B Pp

g(z) satisfait donc & (Bp) vpe I, .
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g(z) satisfait 3 (4 ) Vv pe I . - La fonction 1 + mz £f(z) n'a qu'un nombre
fini de zéros dans !z < 1 ; en effet, la condition (A_) entrafne qu'il existe un
polyndme ¥(z) tel que la fonction ¥(z)(1 + mz f(z)) soit holomorphe dans le
cercle unité. Le polygone de Newton de V¥(z)(1 + mz £(z)) a une direction asympto-
tique horizontale, et la fonction ¥(z)(1 + mz f(z)) n'a donc qu'un nombre fini de

zéros dans tout disque |z|p < rp <1, or au voisinage du cercle unité on a

si pE€ II ’ ]l + g f(z)lp =1 ,

2 b

i M >
si pel ll + mz f(z)lp |m|P o pp 1,

dans les deux cas 1 + mz f(z) n'a pas de zéro au voisinage du cercle unité.
g(z) satisfait donc 2 (Ap) Fpel.
g(z) satisfaisant a (Ap) et (Bp) ¥ pe I, est une fraction rationnelle.
f(z) est donc également une fraction rationnelle.

4.2. Caractérisation de TI « = Nous garderons, dans l'énonoé et la démonstra-

tion du théoreme, les notations utilisées précédemment, notamment en ce qui concer-

ne la décomposition d'Artin de AtT dans ¥

I.
n n . n
AT = w, oep + eI(hT ) ’ ou (eI(XT ))p = Ep,n
et
] g B
D 1Y ’ P

(a) Bnoncé du théordme. - La condition nécessaire et suffisante pour qulun élé-

ment T de VI , Vérifiant lTlp >1, Vpel, appartienne a TI est qu'il
existe un élément A inversible de VI et un nombre réel M ou M' tels que

1l'on ait, pour Izl <1,

o«
(c) si oéI, R(%unzn)?,M ’
(et) si oel, R( 2 £g Z) <M,
o

en supposant également réalisées les conditions :
non—(a) ou non-(at) |,

non-(b) ou non—(bt) .
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(8) Démonstration de la condition suffisante. - Le point essentiel de la démons—

tration est de montrer que la fonction

n
u. z

f(z) = n

oM8

est une fraction rationnelle en tenant compte de la condition (c) ou (c'), on uti~

lisera pour cela le lemme 2 établi précédemment.
Btude de £(z) dans C . - Llinégalité [u | <4 si o £ I, ou 1'égalité

n
ko To = U + ao’n

tion f(z) a zéro ou 1 pdle intérieur au cercle unité.

. e oo ! 1 .
ou EO,n vérifie iEO,nl $-§ si oe I, entratne que la fonc-

D'autre part :

-5 odI , On a, pour z vVvérifiant Py < lzl <1,

[eo]
R(2 w, ZV) S M, done |f(z)]| M
0
T0 + 1
~-S1i o€l , ona, pour z vérifiant 5 < Izl <1,
0

done
2 n . < n 2|KOI
lZunz +ZEOnZI<——:——i— ’
0 o ! o
o+ 1 ® n
en tenant compte de (c’), dans la couronne - < ,zl <1, R(Z u, z ) est
0 0

donc bornée inférieurement.

f(z) satisfait donec a (AO) et (co) .

Etude de f(z) dans Q , ¥V pe I .- L'égalitd

ou ISP’HIP< Lo

(o0}
entratne que la fonction f£(z) =2 w, z% a un seul pdle ﬁ%- dans lzlp <1i.
0 p

D'autre part, pour p P < lzlp <1, ona

4

=2l < Il

l -7 2
D 1Y
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donc If(z)lp.s maxlk‘p, 1.

f(z) satisfait donc a (Ap) et (Bp) vpel .

D'aprés le lemme 2, f(z) est une fraction rationnelle ; dtautre part, f(z)

ayant :
- un péle %;- intérieur 3 Izlp < 1 dans Qp y VYp€el,
- aucun pble intérieur a Izlp < 1 dans Qp , VP e¢I,
T appartient & S; , et )\ appartient 2 QI[T] , compte tenu de ce dernier fait.
0

I H

Si T appartenait a Zg ’ (b) ou (b!) seraient réalisées.

Si 7 appartenait & S (a) ou (a') seraient réalisées.

T appartient a TI .

(y) Démonstration de la condition nécessaire. - Soit T un élément de TI s Zéro
d'un polynéme m(x) de degré 2s , réciprogue, qui est le polyndme minimal de T ,

mis sous sa forme & coefficients entiers.
Nous notons :

1 i .
'I‘,';‘_"‘,O! y O l=2’o¢0,s

les zéros de ﬂ(x) dans Q. , W pel (en particulier O si o€l ),

(1) (a)-1

O ,O i=1,...,S

les zéros de n(x) dans C si o ¢ I , et nous posons

o3) _ ) (1)1

i=2 eve S
P P P ' !

1
g =T +..._’
T
b Y D

¥ pel (en particulier O si o eI ),

péi) _ aéi) . aéi)—l

On peut donc dcrire o = T + %~ ou o est 1l'élément de VI s de composante
T+ L s, et qui vérifie donc

p Tp £

Nous serons amenés & distinguer, dans cette démonstration, le cas od o £ I et

celui ou o€ I .



Si o¢ I, les déterminants

1 1)s~-1
1 p(() ) X pé )
2 2)s-1
1 pg) [ X N ] pé)
bo = 1.
s s8)s=1
1 pg ) ese pé )
et, ¥pel,
1 O'p oo e O';-l
2 2)s~1
1 pé ) coe pg )
A =
L
s s)s~1
1 pé ) cee pé )

étant tous différents de 0O , on peut trouver des entiers rationnels Al y ses 5 A

tels que
(1)s-1 (2)s-2
IAl po + A2 po + coe *+ AS‘ <@
(2)s-1 (2)s-2
lAl o5 + A, pg + eee + ASI <o
(s)s-1 (s)s=-2
lAl Po + A2 Po + oes + AS <c
et, ¥ pel,
r
s-1 8-2 P
IAl GP + Aa Gp + ese + As’p < P
(2)s-1 (2)s-2 -1
(s)s=-1 (s)s=2 -1
lAl pp + A2 pp + ees + Asl <p

(¢ étant un réel <1, r, un entier rationnel >0 ) & ocondition que

r

ST p? N g oa T sl ,
pel pel pel PP

inégalité établie par F. BERTRANDIAS ([2], chapitre III).
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Dans ces conditions, 1'élément

S-1 S=2

6 = A1 o} + A2 a + see + AS
1
de V; est un élément de Sg (p* e T¥) , zéro d'un polyndme A(x) , dont les zé-
ros complexes, soient B(l) y see o Bgs) , sont tous réels et vérifient
IB(:L)I<1, Vi'-'-‘l,ooo,s,

et, h é&tant un entier rationnel positif, 1'élément X\ = 62h de VI est un é1lé~

]
ment de S? (p* € I+) , zéro d'un polyndme B dont les zéros complexes vérifient

tous

0 < Y(()i) _ B(J-)Zh

Or, en notant y(l) les zéros de B dans Vi, les égalités, VY pel,

A [T + T 7 4 1§é yél)[a(l)n éi)—n] iZ Yol)[a(l)n gi)—n] =V,

ou v est un élément de 2[I] , mettent en évidence les deux points suivants s

(i) En posant dans VI

n = (mp,n) ’ o @ = Kp T;n + E:Yéi)[agi)n + uéi)"n]

9
si o, est le plus petit indice tel que ]kp T;nl <1, o0ona

lo. | <1, ipel .

Py’ D
8 . . .
Dlau-tre part, 1lexpression de Vn = Z ,Ygl)[ac()l)n -+ aél)“n

(1) ,

] donne la majoration

Iv l < 2s max Yo ;3 en prenant h assez grand pour que
i
max Yg ) 4s ’
on a

anl <‘;‘ )

et, pour n > n, oy v, représente donc la partie principale u, de A7 dans

VI .

[o0] .
(ii) En écrivant alors la fonction vn zn dans C sous la forme
n=0
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(o) S .
Sv ozt = 3 (l)[ 1 _ + 1. 1,
S n “~ Yo . - ozél)-l ,

on a, d'aprds les propriétés de la transformation conforme (laéi)l =1, Vi),
R[——l(—ﬂ-——-]>-;- pour |z| <1 ,
1 - Uy ' Z
et, pour lzl <1,
«© .
A v, 121 W,

donc la fonction

© 0 ) n
f(z):Zunzn=z unzn+ 2 v,z
0 0 n0+1

vérifie R[f(z)] =M pour |z] <1,

f(z) satisfait & la condition (e) .

Si o eI , les déterminants

s-1
l L N ]
% p
2 2)s-1
l pé) o0 pé)
A =
p :
C (s) (8)s-1
1 LN N ]
°p °p

¥ pe I (en particulier O ), étant tous différents de O , on peut trouver, d'a-

pres le théortme de F. Bertrandias, des entiers rationnels Ay s eeey AS tels que

s=—-1 Se=2
|A1 % +A2 9 +---+AS|SC
2)s=-1 2)s=2
‘Alpé) +A2p(()) +...+As|<c
. (s)s-1 (s)s=2
lAl po + A2 po + ese + As‘ s (]

et, vy pel ,



r

s=-1 s=2 P
|A1 cp +A2 Gp + eae +Aslp$p
(2)s-1 (2)s-2 -1
IAl pp + A2 pp + cee + Aslp £7p
" (s)e-1 (s)s-2 -1
14, o + 4y 0 URIUE R WIS

(C étant un réel > 1, c unréel <1, r, un entier rationnel >0 ) & con-

dition que

el N 52 i gD S N s
c _p I_P >, AO I_ APP .
w T e pe

s~1 s=2

L'élément 6 = Al c + A2 c +oeee + A, dont les conjugués dans VI sont

B(i) _ p(i)s—l . p(i)s-z N

1 2 LN 4 +As [ ]

!
est un élément de S? s, D' € It .
(1)

8o et ses conjugués N sont tous réels, donc h , étant un entier rationnel

positif, en prenant X\ = 92h , é1ément dont les conjugués sont dans VI ’

Y(i) i)2h

les composantes réelles XO et ygl) y 1 =2, eee 4, 8, sont toutes positives et

=B( i=2,...,S,
vérifient
XO > 1

O<'Yo<1 .

Les égalités, valabies vV pe I , en particulier O ,

n . -n S (i) (i)n 1)=
Kp[Tp + TP ] + '§2 y§ )[ap ) + aé ) n] = vn

oi v, est un élément de Z[I] , entrainent :

~ En prenant :
n, défini par
n, = plus petit entier tel que |Xp T;nl.s 1,

pour n >n,
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s . . .
_ L (D (Bn | (D)=ny e 2 1 vpel
Pp,n = "p Tp ﬁzg Yp [ap °p - © IQP;an S0 P ’
h de telle sorte que
(1) _1
Z ’Yo < g H

i=2

et n, défini par

. . -n 1
n, = plus petit entier tel que IKO To l < T
pour n >mn,
1
ICDO,I].] < E ]
si 1'on pose
m = max(no ’ nl) ’ n>n

entraine

o, Wly €10 VpeI

1
ICPO,nl <7

donc v, =0, partie principale de AT dans VI .

-~ La démonstration se termine alors comme celle de R. SALEM [7].

On trouve, aprés calculs, 1'inégalité

o 2N, T
RL 2 € zn] < EE-+ 2.0 ]
O,n 4 2
0 To ~ 1

La condition (c‘) est donc satisfaite.

Ce théordme permet donc de mettre encore en évidence l'analogie entre TI et T,
analogie que laissaient prévoir, d'une part la définition de TI y et d'autre part
le théordme déja démontré [4] : Tout élément de Sg est limite d'éléments de T; .
Remarquons du reste que dans la démonstration que nous avions donnée, nous n'avons
envisagé que le cas général ou P et Q sont distinets, or ces deux polyndmes

peuvent ne pas &tre distincts dans le cas o o0 e I et ol 1'élément 6 de Sg

envisagé est quadratique, on montre alors la propriété envisagée en faisant inter-

v
venir, comme dans le domaine réel, les polyndmes de Cebyéev.

Nous allons, dans un dernier paragraphe, envisager la répartition des éléments
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]
s®" (pt #0) , introduits par F. BERTRANDIAS suivant les trois classes de
I D ’

0
I

0
SI=S ,Z,I,TIQ

1
5. Répartition des éléments S? (p' #0) .

{
Les ensembles Sg ’ zé et TI formant une partition de SI s pour un élément ©
T
de S? (p* # 0) , trois cas sont possibles.
-~ 6 appartient & Sg . - 8 appartient alors a Sg sy PEDPYUC .,

(@]

hY

- 0 appartient & ¥, . -~ 6 est alors zéro d'un polyndme de la forme

=

A(x) = Al(x) B(x) .
Dans G%, s B n'a aucun zéro sur le cercle unité, ce qui impose
1
pt! € 12
B est du 2e degré, et donc o £ I2 .

~ © appartient & T, . - Le polynéme B , dont 6 est zéro, a dans (% , tous
ses zéros intérieurs au cercle unité (sauf ep' , si p' €I ), ce qul impose
p' € 1
B est du 2e degré, et donc o g1 ,

résultats que l'on peut encore regrouper sous la forme suivante :

?
gP

soit 6 un élément de I .

Si o¢g I
- si p! é I , © appartient a S? s, PEDP'UO .,

~si p' eI, ona les trois cas possibles

6 appartient 3 S

= O

& appartient & et ptel

o

2 b4

8 est un élément de TI du 2e degré (il en existe si o é I) .

- si p! g1 s, O appartient a S? s, Peptul.,
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~si ptel, onales deux cas possibles

[1]
[2]
[3]
[4]

[5]

L]

(7]

® appartient a Sg ’

© appartient a Zg , alors p'e I, et o é I, .

BIBLIOGRAPHIE

ARTIN (Emil). - Algebraic numbers and algebraic functions, New York and Prin-
ceton University, 1950-1951 (multigraphié).

BERTRANDIAS (Frangoise). = Ensembles remarquables d'adéles algébriques, Bull.
Soc. math. France, Mémoire 4, 1965, VI + 98 p. (Thdse Sc. math., Paris, 1965).

CHABAUTY (Claude). ~ Sur la répartition modulo 1 de certaines suites p-
adiques, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 231, 1950, p. 465-466.

DECOMPS~GUILLOUX (Annette). — Répartition modulo 1 de Ao dans les addles,
Séminaire Delange-Pisot-Poitou : Théorie des nombres, Te année, 1965/66,
n® 5, 14 p.

PISOT (Charles). - La répartition modulo 1 et les nombres algébriques, Amn.
Scuola norm. sup. Pisa, Série 2, t. 7, 1938, p. 205-248 (Thdse Sc. math.
Paris, 1938).

PISOT (Charles). - Familles compactes de fractions rationnelles et ensembles
fermés de nombres algébriques, Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 3e série, t. 81,

SALEM (Raphael). - Power series with integral coefficients, Duke math. J.,
t. 12’ 1945, po 153"172n



