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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 1401
(Théorie des Nombres)
7e année, 1965/66, n° 14 21 mars 1966

NOMBRES DE BERNOULLI ET FONCTIONS L p-ADIQUES

par Jean FRESNEL

1. Introduction.

Nous nous proposons d'établir des congruences entre les nombres de Bernoulli re-
latifs & un caractére [5] qui améliorent les congruences de KUMMER [4] sur les
nombres de Bernoulli ordinaires. ainsi que les congruences du type de Kummer de

CARLITZ [2]. Nous résoudrons également su passage un probldme posé par NIELSEN [6].

Ces relations nous permettrons alors en utilisant les méthodes de 1'interpola-
tion p-adique [1] de montrer 1’analycité des fonctions p-adiques Lp(. , x) [3],
et d'évaluer leur module de continuité.

2. Les caracteres.

Soient N 1'ensemble des entiers naturels positifs, Z l1'anneau des entiers
naturels, Q le corps des rationnels, K wune cl8ture algébrique de Q o Soit U
le groupe (multiplicatif) des racines de 1'unité.

Soient (a , b) = p. g.c.d. (a,b) et [a, b] =p.p.c.m. (a, b) .

(2) Les caractdres de Z . - Soit (2Z/m)* le groupe multiplicatif des entiers

modulo m , premiers avec m . Soit X(m) = Hom((Z/m)* , U) le groupe des carac-
téres de (Z/m)* . Nous allons plonger X(m) dans 1l'ensemble A des spplications

de Z dans K par l'injection f ainsi définie : si e X(m) , posons
fm(i) =X

o x(a) =0 si (a,m) #1 et x(a) =% o gm(a) si (@, m)=1 (gm étant
la surjection canonique de Z sur Z/m ). Notons par X(m) 1'image de X(m) par

£ .
m

X(m) n'est autre que le sous-ensemble de A des aspplications y satisfaisant
les conditions suivantes :

x(a) =0 <=> (a,m) #1 ;
x(ab) =x(a) x(b) , va,bez ;

x(a) =x(®) si a=b mdm .
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Soit X=UX(m) , YymelN.

Les éléments de X sont les caractéres (multiplicatifs) de Z , plus précisé-

ment un élément de X(m) s'appelle caractére (multiplicatif) modulo m .

L'application fm respecte la structure multiplicative (mais n'envoie pas en
général 1'élément neutre de ;((m) sur celui de A ) et par suite X(m) a une
structure de groupe pour l'opération induite par celle de A (1'41ément neutre de

X(m) , que nous notons XQ o n'est pas en général celui de 4 ).

Nous avons X(ml) x X(mz) = X([m1 , mz]) , si (m1 , m2) =1, alors
X(ml.mz) ~ X(ml) x X(mz) (produit direct) .

Nous utiliserons souvent la décomposition suivante : soient me N, p un nombre

premier, m = mj, p’  avec (my , p) =1, alors
X(m) = X(m)) x X(p") .

si p#2, X(°) est cyclique d'ordre o(p") (¢ étant 1'indicateur d'Euler) ;
si p=2, X(p') est produit direct d'un groupe cyclique )&I dtordre 2 , et

d'un groupe cyclique X, d'ordre T2

Soit x € X, et posons :
M(x) = {me N tels que x € X(m)} 3
alors M(x) est l'ensemble de tous les multiples m' Bul d'un entier positif o
tels que tous les diviseurs premiers de mn' soient des diviseurs premiers de oy ¢
x étent fixé, les groupes X(m) , v me M(x) , ont méme élément neutre, et
l'ordre de x mne dépend pas du groupe X(m) .

(b) Caractéres primitifs. Conducteurs. - Soit

Gm) = {a€ 2 telsque (a, m) =1} ;
nous avons

G(m ) 0 Glmy) = G([m; , m,])

Si x € X, G(m) ne dépend pas du m choisi dans M(x) . Soit R 1la relation

dtéquivalence définie sur X par @

X1 sz <==> V ae G(l:m1 s m2]) , Xl(a) =X2(a) ,

o m, € M(xl) et m, € M(x2) .
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Soit
P(x) = {me i, tels que 3y, € X(m) avec x; Rx} -
Alors il existe un entier, appelé le conducteur de ¥ , noté f(x) , tel que

P(x) = £(x)«N . Le caractére équivalent & x , appartenant & X(£(x)) , est le ca-

ractére primitif de conducteur f(x) associé a x .

(¢) Le caractdre 6 . - Soient gp le corps p-adique élémentaire, C% une

clbture algébriqﬁe de Qp contenant K , munie de la valuation o normalisée par
wlp) =1 .

Si p#2, © est1l'élément de X(p) défini par :
n -
o(a) = lim aP (limite p-adique) .
Y0
Si p==2, 6 est1'élément de X(4) , défini par 6(a) =0 si (a, 4) #1,
et par 6(a) =1 (resp. -1 ) si a=1 md4 (resp. -1 mod 4 ).

3i n est un entier quelconque, 6" est 1'élément de X(p) si p# R (resp.
X(4) si p=2), défini par 0™a) =0 si (a, p) #1 , et par 8 (a) = (a(a))”
si (a2, p) =1 (en particulier, 60 est 1'élément neutre de X(p) si p # 2,
et de X(4) si p=2,et 0%0% = o™ ).

A chaque nombre premier nous associons un caractére que nous notons invariable-
ment 6 , afin de ne pas alourdir les notations. Il sera implicite que lorsqu'un
nombre premier p figurera dans une relation, le caractére 6 utilisé sera celui

qui est associé & p .

De la définition du caractére 6 , nous déduisons immédiatement que si a € %
et (a,p)=1:

aenl(a) =1 modp si p#2
-1 B .
a8 (a) =1 mod 4 si p=2 .
Nous posons alors :
1 ~1 .
y(a) =5 (a6™ (a) - 1) si p#2 ,
i(a) == (a07" (a) = 1) sip=2
¥ =7 P = .

Nous avons, bien-entendu, ¢(a) € ép si (a,p)=1.
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Conventions. - Si x € X(m) avec w(m) >0, et s1 a=0 mod p , nous pose-
rons x(a) y(a) =0 .

Si reQ, a=b mdp signifiera w(a-b) 3r .

3. Les nombres de Bernoulli relatifs & un caractére.

(2) Définition. - Soit x € X, si m et m' appartiennent & M(x) , alors:

% ea‘t %' eat
X(a)t —IIT—_ = X(a)t "ITH'TT— ’
a=1 e -1 a=l e -1

par suite le développement en série entiére formelle de

S T i
a)t
a=1 * e =1

ne dépend que du caractére x (et non de l'entier m € M(x) ). Ceci permet de dé-
finir une application B de (N uO) x X dans K dont lavaleuren (n, x) ,

n

notée B%(x) , sera le coefficient de -1%1- du développement en série formelle de
m at *

2 x(a)t -m%———- . le nombre algébrique B“(x) s'appelle le n-iéme nombre de
a=l € =1

Bernoulli relatif au caractére ¥ + Les nombres de Bernoulli ordinaires sont ceux

relatifs au caractére de X(1) , et sont notés B :

m eat e £B
a=1 e =1 n=0 °

(b) Parité.
Si x est pair (c'est-d-dire si x(-1) =1 ) et si x¢ X(1) , BMx) =0 si
n est impair.
Si x est impair (c'est-d-dire si x(-1) ==1), B*x) =0 si n est pair.
si xex(1), BMy) =B"=0 si n est dmpairet n>1 .
(¢) Relations. - Les nombres de Bernoulli satisfont la relation de récurrence
suivante :

tymeN, vxeX(m, vveN, vneNuO ,

~

(2 I st s 1) 2 x(@a® .
i=0 a=1
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En particulier, nous avons

) 60 =1 2 xla) .
a=1

PROPOSITION 1., - Pour tout x € X, V nombre premier p, Vv ne N uO, nous

avons @

B%(xe®) = B*(x) (1 - x(®)p™) .

Ceci se déduit immédiatement de la relation de définition (1). Cette égalité est
trés intéressante car elle permet de changer le caractdre yx en le caractere 0

pour lequel p divise tous les éléments de M(xeo) .

Notation. - Soient x € X(m) , v € N, posons :

vm
stvm) = 2 x(a)a® .
X a=1

PROPOSITION 2. - Pour tout me N tel que w(m) =r > 0, pour tout x € X(m)
et ¥ ne N, nous avons :

n S (m)
B (x) _ X r-l
TOs = =S mod p .

En utilisant la relation de récurrence (2), on démontre d'ebord que
W(mBn(X)) > 0 ’
et on prouve la congruence en se servant & nouveau de la relation (2).

PROPOSITION 3. - 81 x e X(1) , 8i me N tel que w(m) >0, alors :

n
S (m) 0
—)I%TEO mod p Ei_.n,éo mdp-1 ,
S (m) 1

= =0 mod p 8i n=0 mdp-1 .

Dans ce dernier cas, nous avons méme 3

Ces relations se démontrent par récurrence sur la valuation de m .
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4. Congruences entre les nombres de Bernoulli relatifs & un caractére.

Nous nous proposons, tout d'abord, d'évaluer p-adiquement 1l'expression 3

8 Xk k+1 (k+1) _ BO 0
kéo (- 1) (11{‘) B~ (x® - +)l (x6)

On s'apercoit alors, en utilisant la proposition 2, que l'on est amené & évaluer :
1 0
T(x,m,S)=—-—ﬁZ x8 (a) ¢°(a) ,

ol se N et meM(er) avec m:mopr.

Ltévaluation de T(x , m , s) est assez longue parce qu'elle dépend de la natu-
re du caractére x . Elle se décompose en plusieurs lemmes.

On remarque d'abord que si X =x; Xy » OU X; € X(p) » %p € X(mo) , on est
condult & évaluer T(x, , p , 8) , clest-a-dire

L) e

s.p u=1

r
U(lep ’S

ol h est générateur modulo p° de (E/pr)* si p#2 (resp. h=5 si p=2).
On constate ensuite qu'il suffit de savoir évaluer :

V(X.l,q, S)— gxl( °
9 y=1

On s'apergoit que les congruences que l'on obtient sont liées & la nature du ca-
ractere x , c'est pourquoi nous allons introduire quelques notations qui simpli-

fieront 1'énoncé des théorémes qui suivront.

Notations. - Si x € X, soit me M(xeo) elors m = m p’ ou (mO , D) =13
si p#£2, xe =Xy Xp OU X € X(p%) et %p € X(mo) y 11 est bien immédiat
que x, et x, ne dépendent pas du choix de m dans M(x® ) (i1 en est de méme
si p =2 pour la décomposition xe = Xq Xl X2 ou X; € X > xl € X' avec
X X = X(p%), et %g € X(my) ). Le nombre premier p étant fixé, ¢ et 8t
sont des applications de X x N dans Q (i1 sera encore implicite que, lorsque
dans une relation figurera un nombre premier p , les applications & et &!
utilisées seront celles attachdes 2 p ) définies ainsi :

Soit p#2, soit y e X, soit Xeo =% Xy la décomposition précédente, soit
selN, alors :
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(o) si Xo # Xg 9 5(x , 8) =8'(x , 8) =0,
(B) si Xo T Xo s

(1) si ordre Xl%pe, i eel,

~~

5()(’5):5'()(,3):0 ’

(11) si ordre x, = p° avec e > 1,

°0
5(x 5 8) =8¢, 8) =—— ,
o)
ob s=8; mdp-1 et l<sysp-1,
(1ii) si ordre Xy =P s
s s
0 0
6(X,S)='I;—:—T+w(3), 6'()(,,3):':5':—1' ()
oi s =8y mdp -1 et OSSO\<P-2y
(iv) si x; =x%g »
&O si s#0 mdp-1 ,
5 s)= ¢
X =i)kl+w(s) si s=0 mdp=-1 ,
(O si s#0 medp-1 ,
5! 8)=¢
x Ll g8i 8=0 rnodp-1 .

Si p=2, soit x € X, soit Xeo =%y X Xp 1a décomposition précédente,

soit s €N, alors:
(@ si x; #xp» 6k s 8) =1,
(p) si =% et x] #xg» 8lx, 8) =1,
(y) si %o = %g et si x{:xo,
(i) si ordre xlzpe avec e>1, &(x , s)

l’

(ii) si ordre X1=2 ou si Xy = Xg 6(x , 8) =1 + w(s)

Dtautre part, 6'(x , 8) =1, VxeX, VselN.

PROPOSITION 4. - Pour tout x € X, V¥ me M(xeo) tel que w(m) »2 s8i p#2
(respe w(m) 33 si p=2), vV selN, alors:

0 md p"(1+5 (X, S))

n

T(x , m, s)
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COROLLAIRE. - Pour tout x e X, ¥V me M(XGO) tel que w(m) 3 2 sip # 2
(resp. w(m) >3 si p=2), ¥ sel, alors:

1.
S'T(X s I, s) =0 mod p"(1+6 ()(,S))

THEORELE 1. - Pour tout x €X, VseNuO, V nombre premier p , nous

avons
8 okl —(k+l) 0, .0
D (__ 1)1{ (12) B (Xe . ) - B (Xe ) =0 mod ps“ﬁ(X,S+l) sip 7£ 2
+ 1 -
k=0
(reg. mod p23f1-6(x,s+1) st p=2 ).

Nous nous proposons maintenant d'évaluer p-adiquement la quamtité :

r n+kv,  -(n+kv) 0, .0
A(x,n,v,r)zkéo(-l)k(;)B (x6 n+k‘)r--B(Xe)

Ffxe€eX, ¥n,velN et yrelNuO.

Nous considérons la série :
ﬁp(X ’ X) = Z aS QS(X) ’

¥

e+l (Xe-—(k+1)) _ Bo(xeo)

S
S=k
ag=-~ 1 (-1) k +1

s k=0

et

QS(X) = (- 1)° x(x + 1) --;'.(X + 8 =1)

La série @p(x , Xx) est convergente (pour la topologie discréte) quel que soit x
entier négatif, et de plus :

CEe™ - 8246
m

5,1 =m, %) = tmeN .

I1 suffira alors dtutiliser le théoréme 1 pour évaluer A(x , n, v, r) .

Notation. - 8" est une application de X x (N u O) dans Q définie par :

5"(x,r)=g§(-§—:-%(ser)—6(x,S+1)) si p# R ,
"(x , v) =min (s =r = 8(x , s+ 1)) si p=2 .

s2r
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THéOR’i‘I-’IEZ.-Pourtoutnombrepremier p, YnelN, vvelNu0O, ¥relNuO,

¥V x € X, nous avons ¢

r(w(v)+1)+6" (x,T)

A(x yn,v, ) =0 mdp si p#2

(resE. mod pr(w(v)+2)+l+5" ()

Remarque. - L'expression §"(x , r) est trés simple dans certains cas :

Si y satisfait (@) ou (B(i)) si p #2 (resp. (&), (g), (y(i)) si p=2),

8"(x , ) =0 (resp. 6"(x , ) ==1) .
Si y satisfait (p(ii)),
r. + 1
6" (x ’ r) = - )
9(p°)
oh r=r, mdp-~1 et 1$rO$P-1 .

0

COROLIATRE 1, - Pour tout ne N et § v e u o,

0 mo

i

Ax ,n, v, 1) a 710 02)

si p#2 et p#3,oublensi p#2 et si x ne satisfait pas (p(iii)).

A(X- s D, Vv, 1) = 0 mod pw(v)+2-§ (X,B)
si p=3 et si x satisfait (p(iii)),
A(X 4 n ’ v ’ 1) =0 md pw(v)+3"6 (X,Z)

2 .

(0]
!
ol
1

Les théorémes 6 et 7 de CARLITZ [2] se trouvent évidemment contenus dans ce co=

rollaire.

COROLLAIRE 2. - Pour tout nombre premier p#2, ¥nelN, #velNuO tel

que p~-1l]v, ¥ x € X, nous avons :

~1+kv 0
n=tKVy B ()g,en) -0 md pr(“’(")+l)+6"(x,r)

T ok Bn+k‘v 1 -
kio (- 1) (11;) (x)( )Sl(;lp)_FPkV

Si p=2, ¥neN, VvveluO tel que 2lv , ¥ x € X, nous avons :

n-l+kv) - BO(xlen)

-0 md pr(w(v)+2)+l+6"(x,r) .

S0k ankv(x)(l - x(p)p
}=0 k n +
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Ge corollaire contient le théoréme 5 de CARLITZ [2].

COROLLAIRE 3. — Soit p # 2 un nombre premier, 7 n e N tel que n#0 modp -1,
" veNuO telque p~-1]v, ¥ relNuO, nous avons s

n-l+kv

( - ) =0 mod pr(w(v)+l)

2 (=1
k=0

Si les conditions sont les m@mes que précédemment, excepté que n=0 modp -1,

T n+kv

2 R T kzo (- ) () ==
od pr(w(v)+1)-5"(eo,r) .
si r<p=-2, 6"(90,1'):0 ,
si r3>p-~2, 5"(60,r)<1+[logp(r+l)] .

Si p=2, si 2|v, la premiére relation est vraie mod pr(w(v)+2)

r(o(v)+2)+14+51 (6%, 7)

, et la se-
conde est vraie mod p
Ce corollaire constitue une amélioration de la congruence de Kummer [4] qui s'é-
nonce ainsi
Pour tout reNu0O, v nelN telque n>r et nZ0 mdp -1,

SoeoEd E M o mod
_—_-O- T S mod p° .

Par une méthode analogue, nous pouvons évaluer p-adiquement la quantité :

Bl ym, v, 1) = 2 (= DE (B) BRI (e(neiv))
k=0

THE*'JORﬁMEB.-Pour'boutnombrepremier p, ¥n,v, reNu0, VyxeX,

nous avons 3

Bx yn, v, r)=0 md pr(w(v)”)—a'(x’r) »EJ'; p# 2
(resp. mod pr(w(v)+2)-2 si p=2).
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COROLLAIRE.

Si p#£2,si p-llv,

r p
~1+k ; -1

2 (“ 1)k (i) Bn+kV(1 _ pn l+1’V) =0 mod pr((a)(V)-‘f‘J-)

k=0 -

o(v)s1)=2
si n#0 mdp-1,ousi r#0 mod p-1 (resp. mod pr(w(v)+ )

n=0 mdp-1 et r=0 mod p~-1).

Si p=2, sl Rlv

1%_‘. (- 1)k (lxc-) goHkv () nmledeny o g pr(w(v)+z)_2

Ce corollaire répond 3 un probléme posé par NIELSEN ([6], p. 278) : L'expression

T
2 (= 1)k (;) B ostelle divisible par une puissance de p supérieure & 1 ?
k=0

5. Les fonctions p-adiques Lp .

(a) Définition. - Dans ce paragraphe, les caractéres y seront primitifs.
Neus noterons par f(x) le conducteur du caractére x . La fonction I (. , %)
est une application continue de Z, dens gp(x(l) 5 ese » x(f(x))) satisfaisant

¥yme N .

o~

m -
Lp(l—m,x):-g—(zﬁs-———)—

Remarques - Si m=0 mdp -1, si p#2 (resp. m=0 md2, s p=2),

m, O
Lp(l—m,x):—-B—_%e_.)_

En vertu de la proposition 1, nous avons :

yis}
Lm0 = -2 ™)

Si L(s , X) est la fonction de Dirichlet complexe, nous obtenons :

L =m,x) =10 =n, X - xE)P")

fmel telque m=0 mdp=-1 si p#2 (resp. m=0 md2 si p=2).

Ainsi, sur les entiers négatifs de la classe de O mod p =1 si p # 2 (resp.

md 2 si p=2), Lp(. , X) coIncide avec la fonction complexe L(. , x) au
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facteur mltiplicatif prés (1 - x(p)p™ ") .

Plus généralement, sur les entiers d'une classe de m, mdp=~1, si p#2
(resps mod2 si p=2), Lp(. , X) cofncide avec la fonction complexe
L(s , x. ) & un facteur multiplicatif prés ( Xmo étant le caractére primitif as~
socié a xo ™).

Nous nous proposons maintenant d4'étudier ces fonctions Lp(. , X) par la méthode
de ltinterpolation p-adique. Les congruences sur les nombres de Bernoulli nous
fourniront les évaluations nécessaires pour utiliser les critéres d'analycité, et

pour déterminer le module de continuité de la fonction Lp(. y X) .

(b) Analycité. - Soit u 1la suite définie par w, = -k . Soit @p(. s X)

la fonction définie sur la suite u par :

kel . =(k+1) 0, .0
Qp(uk’X)z-B (Xe k++)1-B(Xe)

Suivant les notations de [1], posons

P = (X~-u))X=u) cee F-u ) =XX+1) oo X+n-1) ,

Q, (%) =§—z§%= (- )P XX+ 1) ‘.ﬁz(x +n=1)
et
£ =Rl (f %) ,
soit
o= 2 0T B ™) - #ce")

Nous sommes conduits & évaluer 1'expression %(w(as) - w(s?)) .
Le théoréme 1 montre que :
ola) 78 -6k s+1) si p#2 ,

wla)) 22+ 1 -6(x , s+ 1) si p=2 ;

il s'ensuit que, comme 1im-l§ s§(x , s+1) =0 et que IIm w(s!) ::-I;-}-l- ’
S0
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Lin = (w(a) - o(s}) 3 (1 _.15_}__1.) si pt2 ,
Linl (w(a) - ofsh) 31 s op=2 .

Alors, le théoréme 3 du chapitre III de [1] permet d'affirmer que la fonction

@p(. s X) se développe en série d'interpolation sous la forme :

b4

ép(x , X) = SEO a QS(X) ¥ xe Zp

r’d

que Qp(- , X) est analytique stricte sur Zp , et que son développement en série
a l'origine a un rayon de convergence Rp satisfaigsant les inégalités s

R 3 p(1-1/p--1)

D si p#2 ,
Rp>,2 si p=2 .

Si xeo # Xg 2 Bo(xeo) =0 et
BM( e-m)
Qp(l -m, x) =.......2$...__m :Lp(l -m, x)

pour tout entier m e N , par suite de la densité des entiers négatifs dans 2
et de la ocontimuité de @p(. y X) et Lp(. , X) , nous avons

‘ip(' ’ X) = Lp(. » X) .

Si xeo =Xg » pulsque x est un caractére primitif xeo = BO et Bo(xeo)zf.g-}-,
donc

p-1

m =]} ———

_ _B(x67) P
@p(l-m,x)_- o + = ’

goit
2-—1
- - - _ D
Qp(l m,x)_Lp(l m, x) Ty — .

Puisque x est ls caractére principal de conducteur 1 , posons

Lp(' y X) = C’p(.) .

Par suite,
p~1
gp(x):&p(x,x)+-——£—— VXEZP .

X = 1
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La fonction gp est donc méromorphe (son rayon de méromorphie est celui de
1'holomorphie de @p(. » X) , et x =1 est le seul pble, il est simple et a pour

-1
teidy 2 .
résidu D )

(e) Module de contimuité des fonctions Lp(. » X) « = En appliquant le corui~

laire 1 du théoréme 2, nous pouvons expliciter le module de contimuité de Lp(@ s %)

(avec x # x5 ) sur 2, de la fagon suivante :

(a) Si p#£2. '
si f£(x) # p° ou siordre x #1°

w(Lp(x y X) = Lp(x' , X)) 1+ w(x -x!) .

Si f£(x) = p° et si ordre x =p , sauf si f£(x) = 3° et ordre de X =3,

Q)(Lp(x 9 X) - Lp(x‘ y X)) 7 1~ + U)(x tad X') °

o(p")
Si Af(x)-_-zr et ordre x = 3,

M%&fﬂudgw,xﬂz%+dx-w).

(b) si p=2.
si f£(x) #2° ousi y est impair ou si ozize x £ 2,

UJ(LP(X ’ X) - Lp(x' ’ X)) 32 + OJ(X - X') .
si f£lx) =2%, si x est pair et si ordre x =2 ,

M%u,x)-%ur,@y31+mx;w).
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