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Séminaire DELANGE-PISOT 901
(Théorie des Nombres)
6e année, 1964/65, n° 9 ler mars 1965

ENSEMBLES D'UNICITE DANS DES PRODUITS DE CORPS p=ADIQUES

par Mme Frangoise BERTRANDIAS

Dans cet exposé, on se propose de généraliser, pour 1'ensemble Sg de VI(Q) y

la propriété suivante de 1l'ensemble S :

Soit E_ 1'ensemble parfait symétrique & rapport constant £ du segment (O , 1)
(avec 0 < € <-%', € € R) ; l'ensemble E§ est un ensemble d'unicité, si et

seulement si © =-% appartient & l'ensemble S .

La démonstration sera paralldle & la démonstration classique ([5], chapitres V
et VI) .

Le plan adopté est le suivant :

L. Rappel des définitions des ensembles U et M d'un groupe abélien compact.
Construction d'une classe d'ensembles U , généralisant les cnsembles de Pjateckij-
§apiro 3

2. Définition de 1l'ensemble Ea de VI(Q) , et de 1l'ensemble Eg associé du

4

groupe abélien compact Fr . Définition et étude d'une mesure p portée par Ea

et d'une mesure associée |~ portée par Eg ;

we

3. Recherche des ensembles Eg qui sont des ensembles M
4+ Recherche des ensembles Eg qul sont des ensembles U ;
5. Définition d'un ensemble Ei dans VK(Q) , ou K est un sous-ensemble infi~

nide P . Cas des ensembles U .

l. Ensembles U et M dans un groupe abélien compact.

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe abélien compact (non discret) et I
soh groupe dual, qui est donc un groupe abélien discret (non compact). On note x
un élément de G, y un élément de T , x - (x, Y) un caractére continu de

G . T désigne le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 .

l.1, Définitions.

Un ensemble E de G est dit ensemble de multiplicité (ensemble M ) s'il
existe une mesure p (non nmulle) de M(G) , portée par E , dont la transformée

. A -
de Fourier u vérifie

Ay) >0 quand Y + o dans T
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(ensemble M au sens strict), ou s'il existe une fonction ¢ (non nulle) de
L™(I) , dont le spectre est porté par E , telle que
¢(Y) ~0 quand y - e dans T
(ensemble M au sens large).

Un ensemble qui n'est pas ensemble de multiplicité est dit ensemble d'unicité

(ensemble U ).

Remarques. = Un ensemble M au sens strict est bien un ensemble M au sens
large : en effet, p étant la mesure portée par 1'ensemble telle que f(y) » 0
quand Yy - = , on peut prendre ¢ =fi , car |f(y)| est borné dans T , et le
spectre de fi est identique au support de u ([6], 7.8.5).

Dans le cas G = R/Z , on retrouve des propriétés caractéristiques des ensembles
U et M classiques, mais non leur définition initiale, qui résulte d'une étude

de 1l'unicité du développement trigonométrique.

l.2. Exemples.

Tout ensemble borélien E de G , de mesure de Haar positive, est un ensemble

de multiplicité au sens strict. En effet, soit y; la fonction caractéristique de
E dans G : yp € Ll(G) , et donc QE = CO(F) ([6], 1.2.4 (a)). Soit K la me-

sure de M(G) engendrée par Xg (c'est-a-dire définie par

na) = /A XE(X) dx ,

pour tout ensemble borélien A de G ). p est non nulle, portée par E , et

telle que
1im ﬁ(y) =0.

Y—)OO

Tout ensemble E de G formé d'un nombre fini d'éléments (x; 5 «-- , xig est
ensemble d'unicité. En effet, toute fonction ¢ e L(I) , dont le spectre est por-
té par E , est de la forme ([6], 7.8.3 (e)) :

m
(P(Y) = 'Z]_ ci(xi R Y) (ci e0).
1=

D'autre part il existe, pour tout € >0 , un élément y # O de I tel que

sp (e, ) -1l <e (4, (26. ) .
i=1,2,...,m

I1 en résulte 1l'existence d'une suite {yk} (k e N') de I, tendant vers 1'infi-

ni, telle que
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lim (x, , v,) =L (1€i€m .
i k
koo

o]

Soit yy €T tel que @(YO) #0 3 on

im ¢y, + ) = olyy) -

K—>too
Donc ¢(y) ne tend pas vers zéro quand Yy -« ¢ E est un ensemble U .
l.3. = Pour montrer qu'un ensemble E est ensemble M , il suffit de trouver
x
une fonction ¢ de L () , de spectre porte par E , avec

lim ¢(y) =0 .

Y—eoo
Pour montrer qu'un ensemble E est ensemble U , il faut montrer qu'aucune fonc-
tion ¢ mnon mulle ne posséde les propriétés précédentes ; on utilisera par la

suite le critére suivant

PROPOSITION L. = Pour gu'un ensemble E soit ensemble d'unicité, il suffit

qu'on puisse lui associer une suite infinie {Ak} (k € N') de fonctions définies

sur G ayant les propriétés suivantes :

1© le support de Ak est disjoint de E ;
20 Ak appartient & A(G) (c'est-a-dire,

NG = LAMG, V) ay,

A
ol Kk appartient & Ll(F) ) et vérifie :

A A
ANl = /o IA (V] ay <B  indépendant de ¥ ;
3° lim &k(v) =0 si y#£0;
koo
A
im A(0) =2 £0.
zn K0 = 14

Démonstration. - Soit ¢ € L°(I) , non nulle, de spectre porté par E , et telle

que lim ¢(y) = O . Le support de A ¢étant disjoint de E , on a([6], 7.8.3 (b))
'Y-)co

Il
)\kﬁvgp:O,
c'est-d~dire
&k % ¢(8) = /} ak(é -v) ¢ly) dy =0 pour tout S el .
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Ceci peut s'écrire, U désignant un compact de [ ne contenant pas 0

N oS + 2 A (- +ZA(6-)(()
2 (0) 9(8) yg’U}\k( Y) 9(y) yeUAk Y) oly

H
o

L]

Comme lim @(y) =0 et “&knl < B, on peut trouver un compact U de I tel que

Y=
l Z %k(é =) o] B swp lo(N] <3 -
Y£U
Comme lim Ak(é - Y) si &4y, il existe un entier K tel que (U étant
kot o

fixé) pour tout k > K , on ait :

|2 A6 -1) o] gsup ING - 2 [eW] <5
yeU yeU yeU

Par suite, pour k > K

A,0) o(8)] <& .

D'ou, comme lim &k(O) =2 £0, ¢(8) =0 pour tout O e I' . Ceci est contraire
kst
3 1'hypothése : ¢ non nulle. la proposition l est donc démontrée.

\V4
1.4. Ensembles de Pjateckij=Sapiro.

On se propose de définir dans G des ensembles généralisant les ensembles de

v
Pjateckij—Sapiro de R .
DEFINITION 1. -~ Scit une suite d'éléments de r° (s entier 21 ) @

N, DY kew) .

,--.,S

On dira qu'une telle suite est normale si, quel que soit 1'élément ((n )it ,2 )
S . —== i=l,2,..,8
de 7" , la suite

(s n, vl(cl)} (ke N')
i=1

tend vers 1'infini dans I .

DEFINITION 2. = Un ensemble E non vide de G est dit ensemble de Pjateckij-

gapiro de dimension s (ou ensemble de type H(S) ), s'il existe :

10 un ouwvert A non vide du tore T° ,
2° une suite normale {((Yél)) )} (kelN') g T°,

tels que, quel que soit k € N' , l'ensemble des éléments de T° :
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) ou x élément de E ,

soit disjoint de A& .
Remarques. - On vérifie facilement que, dans le cas G = R/Z , on retrouve les
v L ;
ensembles de Pjateckij-Sapiro classiques. Les ensembles de type H( ) (noté H)
généralisent les ensembles de Rajchman. (8)
s
H

Tout sous-ensemble non vide d'un ensemble de type est un ensemble de type

a(s) |
Si le groupe G est d'ordre borné (et donc également I’ d'ordre borné), il
1

n'existe pas de suite normale dans rs . quels que soient les Yél) (i=1, +u, 8)
5 (1) _ g ¢ r)
A qay = q ordre de ) s
1=

on ne peut donc pas définir d'emsemble de type H(S> .

On sait qu'il existe des ensembles de type H(S) dans G = R/Z (~F). On ver-
ra dans la suite (paragraphe 4) qu'il existe des ensembles de type H(Sg dans
G:F}o

le5. = On sait que, sur la droite réelle, tout ensemble de type H(S) est un

ensemble U . Ce résultat se généralise :

3 A8
THEOREME L. - Dans G , groupe abélien compact, tout ensemble de type H(S) est

ensemble d'unicité.

Démonstration. = Soit E wun ensemble de type H(S) . Nous allons construire une

suite de fonctions {Xk} vérifiant les hypothéses de la proposition 1.

L'ouvert A du tore T° contient un ouvert qui est le produit de s interval-

les ouverts non vides A(l) (i=1, ... ,8 de T.

I1 existe ([4], l1.6.4) une fonction f(l) appartenant & A(T) , c'ested~-dire
donnée par

f(i)(z) = 2 aéi) . (z e T)
nez

avec : 2 lanl < o , telle que : f(l)(z) =0 & 1l'extérieur 4'un ouvert (1)
nez
non vide de T et

1) 5o,

/& f(i)(z) dz = a;
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(1)

. i
un intervalle ouvert ]ui , vi( contenu dans A avec u&iﬁui s vé'#vi .

(1) i)

L'ouvert A

étant un intervalle ]ui , vi( de T , on prendra comme ouvert
i) i
A'(

Par suite, le support de f est contenu dans A(

A tout élément yél> (donné par la suite normale associée & E ), on associe

une fonction Kéi) de A(G) , définie par :
WD 2, [0

(o [Yﬁl)] désigne l'application x - (x , Yél)) de G dans T ), clest-a-dire

Kéi) appartient & A(G) , car on peut écrire :

(1) - 3 a(i) . A1) - 5 (1) .
LR R e
D'el
s @ 5 @) <o
.ﬁF\%{ hOISIEZI%Il <
Posons ¢ -

s
= 1 a8
Xk i=1 Ak

La fonction &k appartient éviderment &4 A(G) . On a

_ 5y (1) (1) 8
avec
A

M) = b3 ol a1

n
n.ez 1
5 s

1 s
nlyé )+..+nsyé )=Y

On en déduit

lalgi)‘ =B<oo,

S Al s
YEF xk Y S i=1l neZ

ot B est indépendant de k .
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1 X < 4 X ’ Yk )i:l,...,S

dc(mc)un indice ij, 1< i< s, pour lequel (x, Yie 0%)  n'appartient pas &
i
0

) n'appartient pas (z‘g g.‘ouvert A s il existe
i

I\ o Ceci intrafne que le support de >\k est disjoint de E . En effet, il est
évident que A, s'annule sur tout élément de FE ; d'autre part, supposons qu'il
existe une suite {xn} (n € N') d'éléments de G tendant vers un élément x de

E et tels que ?»k(xn) £ 0.

?\(Xn) £0 entraine (xn R Yl(ci)) € A'(i) pour tout i=1, 2 ;ece, S

Comme x appartient a E ,

(1), (%) . :
(x5 v Z A pour un indice i, , 1 gij<s;
or
(1) (1,)
X, - X entraine (xn s Y ) - (x, v ),

mais ceci est incompatible avec les 2 propriétés précédentes puisqu'on a choisi
i i
1touvert A' O = Ju! , v! ( contenu dans A 0" Ju, , v, ( avec u! #u.
ig:7 i i ig i i
et v! =v., . Aucun élément de E n'appartient donc au support de }\k .
o Yo
Etudions le comportement de Kk(y) , Yy étant fixé, quand k - +x.

0

A = }—— a(l) s a(s) .
kk(Y) n,€z ny ng

i
1
nlYl(c )+. .+nsyl(cs)§y

i)).

La S‘lll'te {(Yk 1:].,.00,3
que (n1 s sy ns) £, 0, 0),

(1) (s) . .

nl Yk +...+nS Yk

} est normale ; donc, si n; ... n  sont fixés tels

guand k o+ o,

Soit N wun entier positif. vy étant fixé dans I , il existe un entier
K =K(N,Yy) dépendant de N et de y tel que

n Yl(cl) * eee + yl({s) £y

pour tout k 2 K et pour tout systéme (ni) avec 0 < ]nil <N .

i:l,...,S

Donc, si kK et y#£0,



&
n 1
n.ez
i
lYIE: )+..+n Y]fzs)_
ot la sommation est prise sur 1l'ensemble des systémes (ni)
pour un indice i, , 1 $iy<s .
51 y=0 et k2K, ona
?\k(O) = a.(1> cee a(s) + 2 a(l)
0 0 n.eZ n
(s)
1Y1i )+.. n Yk =0
On notera :
I T O e G N P C R
nez nez
| n|>u
On voit facilement que, pour k 2K ,
(N) , s
l 2 afll) voe ar(ls)l < 2 r(l)
n.EZ 1 s i=1

v on ()

tels que | n,

a(s) .
n

ﬁ B(i) .

i=l

N ‘7777

Quand N - « , rI(ql) - @ . On peut donc choisir N tel que

), r(l)——(—y<€.

Il en résulte le choix de K =K(N, y) tel que, si k 2K,
A
N <& si y#0,
et
1
}&k(o) "aé) oo ac()S)l <€ Si Y:O .
D'ou
A
lim)‘k(Y)zo si Y#0,
ko0
im 17\\1{(0) = aél) ac()s) £0 (par construction des f(i) ) .

ko

9-08
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La suite {?xk} vérifie donc les conditions de la proposition 1 : E est un en-

semble U .

2. Ensemble & rapport constant dans VI(Q) .

On se propose de définir, dans VI(Q) , un ensemble généralisant les ensembles

parfaits & rapport constant de la droite réelle.

2.1. Définition.
Dans 1a suite (3 1l'exception du paragraphe 5), & désignera un élément de VI(Q)

tel que
O<|E|p<l pour tout pe I ,

et
0<gy<l si 0el.

On pose :
n
Eaz{xGVI(Q) 3 X= (eI- <E;)(<3Oe:[+f>l Et voet 6n€ +eee) 3 6n_0 ou 1}
(d'aprés le choix de & , toute série 2 6n En ,avec & =0 ou 1, converge) .
=1

n= n
Pour tout x de EE , On a

X ¢t sopeT,
et
0gxy <! si 0el et X;éeI.

Donc, si O¢ I : Ep, et sl 0OeTI: Eg- (eI) , sont contenus dans le domaine
fondamental F, de VI(Q) ,

Flz{erI(Q); O\<,|x|p§l si pel et agxy<a+l si O0el},

si 1'on a choisi le réel a = O » Dans la suite, on supposera a = 0 .

Notons x(én) un élément de E_ . Soient x(én) et X(ér'l) tels que 3 6n = 61{1
si Ogngk-1, et 6k<61'{;ona
|x(6) - x(80)|_ = | ¢~
n n’'p p°’
et, i 0e I, '

x(8) € %p(8) § %5(8,) + ‘% .
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Donc, si I™ n'est pas vide, & 2 systémes 6n distincts correspondent 2 élé~

ments distincts de Ef‘: H EE a la puissance du continu. Dans le cas I = {0}, on

N

sait que, si 0 < & <-%— , & 2 sgsystémes 6n distincts correspondent 2 points

distincts ;3 la situation est différente si %—g € <1 ; on laissera ce cas decbté.

Notons xk(éo y ses s 6k-l) , ou en abrégé x , les éléments de E5 définis

par
x (85 5 ove Oe1) = x(8) avee & =0 si nyk.
EE est contenu dans le compact Eék) défini par
(k) _ .
Eg ={xeviQ) ; 3 xk(éo y see ak_l)

k - k.
tel que |x—xk|p<|£-;|p, Vpel , et xk,o§xgxk’o+go si OeI} .
Comme un élément appartenant & tous les Eék) est nécessairement un élément de
E‘i s On a
D'autre part,
mesEék)z(ﬂ | &] 2k,
pel b

Conséguence. - Si n ]El
pel p

1
<3, EE est de mesure nulle.

Remarque. - Le cas |l la]p :—;- se produit si :

pe
- oubien I={0} st £=%, d'o B, = (0, 1),

|~

LIPS —
yaloh Ep =7, .
E:lc

g

~ ou bien I= {2}, l&j]z:

Dans chacun de ces cas, me

n N

2+2. Définition d'une mesure p portée par E

E L]
On se propose de définir une mesure pu portée par EE et appartenant &

MV(Q) .

Soit P la mesure ponctuelle obtenue en attribuant la masse 1 /2k & chacun
des 2° éléments x(8, , ... , b)) de Ep .
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IEMME, - La suite des mesures {pk} (k € N') converge au sens de la convergence

faible” vers une mesure B e M(VI(Q)) , dont le support est EE .

Démonstration. - Soit f € CO(VI(Q)) (fonction continue & valeurs complexes et

s'anmulant & 1'infini). Posons
() = j%I(Q) £ dpy

Montrons que la suite {Ik(f)} (k € N') est convergente. On a

L) =T (0= = X £ (b8, N I £ (8g,ees0, )
Bgrenrdy 2" 5

il

L3 (2 px)-2%Prx))
k i X/
2 60,..,6h_l 6h""6k-l

en supposant k > h .

——
£ est uniformément continue sur F._ , c'est-d-dire qu'il existe une epplication

I
¢ de N' dans R" , avec lim ¢(h) = O , pour laguelle
hytoo
e - =l g Hlel® = 1£G) - e(x) | golm)  (x et x' e Fp) .

On a donc

L) -L@] g5 2 2T em <ol .
2 800y 1

Par suite, {Ik(f)} converge. La limite, qu'on notera I(f) , est une fonction-
nelle linéaire bornée sur CO(VI(Q)) . D'aprés le théoréme de Riesz, il existe

donc une mesure unique p de M(VI(Q)) telle que
(£) = /. £dp .
v,(@

La mesure M est portée par EE : en effet, étant donnés un ouvert quelcongue

Q' ne rencontrant pas EE , et une fenction f de support contenu dans Q ,
Ik(f) = 0 quel que soit k , et donc

by

Par contre, si 1l'ouvert (2 rencontre EE , on peut trouver des fonctions f a

support dans Q , telles que

Ik(f) £ 0 et I(f) £0 .
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2.3. Transformée de Fourier de lg mesure H .

Par définition, la transformée de Fourier d'une mesure H € M(VI(Q)) est donnée
par
A .
) = /VI(Q) exp(~ 2ine,(xy)) an(x) ,

ou yE€ VI(Q) puisque (cf. [3]) tous les caracteres continus de VI(Q) sont don=—
nés par

x - exp(Rine, (xy)) oy eV(Q) .
b Stant limite faible” des M , ona

i(y) = Lim f (3)

Koo
Or,
B =? 6i=OZou 1 exp(- 247eq(y(eq = B) (o o5 + or v 6y £7))
- :‘f:l; (L + exp(= 21ne, (y(eq - £)E)))
= jil) exp(= iney(y(e; - £)£9)) ccos n ex(y(ep - &) &) .
D'oy,

fiy) = exp(= iney(y)) 1) eon 7 2glyleg - 9 2D

ce qui entraine

IR = T Jeos n e (y(e, - E)E] .
. 0 I
j=0
Cette expression, qui généralise 1l'expression trouvée dans le cas classique, ser—

vira de base & 1'étude du paragraphe 3 (ensembles M ).

2.4. Ensemble E_ et mesure T

g
EE est un ensemble du groupe VI(Q) , qui est seulement localement compact.
Pour les questions d'unicité et de multiplicité, on va se ramener & un ensemble du
groupe compact F} , de méme que, pour les ensembles de la droite réelle, on se

raméne, explicitement ou non, dans cette théorie, & des ensembles du groupe com=
pact R/Z (RJFS) .



9-13
Re4els « Rappelons les résultats suivants :

F} désigne le groupe obtenu en domnant une structure de groupe additif au do-
maine fondamental FI e« Ona :

F} o Zp si 041,
pel
F; v V(Q) /eg 2 1] si 0elI.

F; » muni de la topologie

- de sous-groupe de VI(Q) si Of1,
- de groupe-quotient de VI(Q) si 0e€I,

est un groupe compact. Son dual ﬁ} est discret et on a

Ft o VUQ/Fr v AI)/2 st 0fT,
%}mz[:[] si 0eI.

Exemples :

Ay
I={P} (p;éO), Fp=Zp’ FpNZp, FpNQp/ZpNZ[p]/Z,

Ay
I={0}, Fy=00, 1(, Fgmn/z, F

0 N7z,

Définition. = ET est l'ensemble de F} , image de l'ensemble ES de VI(Q)
par 1l'application x - sI(x) de VI(Q) dans F

+
I L[]
On remarque que Eg coincide avec Eg si O £ I, avec Ly - {eI} si 0eI,

Eg' est un ensemble parfait de F;

~si O¢ I, parce que EE et Eg' coincident, et que les topologies de FF

et
I
de FI comme sous-ensembles de VI(Q) colncident ;

-8l Oe€ I, parce que 1l'application x - SI(x) est alors 1'homomorphisme cano-
nique de VI(Q) dans son groupe quotient F} .

Dans la suite de cet exposé, on se propose de chercher dans quels cas EE’ est
ensemble U ou ensemble M .

2¢4.2+ = On définit une mesure p~ associde & la mesure H portée par Ea par
l'application x - e;(x) , de la maniére suivante :

Soit £ e C (F]) ; 1'application

£ o /VI(Q) f(él(X)) du(x)
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est une fonctionmelle lindaire bornée sur CO(F;) ; il existe donc une mesure uni-
que M€ M(F}) telle que :

i

v (@ £E16) ap(x) = /F; £au”  (fe Cy(FD) .

La mesure p~ est portée par E. : en effet, soient Q un ouvert de F} ne
rencontrant pas Ey , et fe C(F] 1) de support contenu dens Q ; £leg (x)) , qui
-1
appartient a C(V (Q)) , a son support contenu dans g Q) (ouvert de v (Q)

quia Q pour image dans 1l'application x - € (x) ) 3 comme K est porte par E?;

et comme SI (Q) ne rencontre pas Ea , on a

/F+ £ ap = /VI(Q) £e (x)) ap(x) =0 .
I

2¢44¢3¢ = Soit y un élément de ﬁ; . On a :
T =/ (cx, Ve @=L o (=), ) aux) ;
Y) = - s Y/ QU = VI(Q) I ’ ’
I
on sait que

(e;(x) , Y) = exp(Rine)(xy))

ol yEeIZ(I) si 0l et yEV Q) =i O¢I , et on désigne par o 1l'ap-
plication y -y = o(y) ainsi de11n1e (o estun 1somorphlsme de e z(I) dans

A
F; si 0e I, et un homomorphisme de VI(Q) sur FI si O1). On a donc :

A A
R(y) = uly) pour Y = o(y)
Cette relation est fondamentale pour la suite (paragraphe 3).
2+4.4, = On aura besoin, dans les paragraphes 3 et 4, de la propriété suivante :

A
LEME. - Soient {y, } (k€ N') une suite infinie d'éléments de F} et {y.!

(k € N') une su:Lte d'éléments de V (Q) tels que Y = o(yk) pour tout k € N'

Y, @ * dans FI si et seulement si y, -« dans V (Q)

A
Démonstration. = F} est discret ; Y @ signifie ¢ pour k assez grand,

A
Y est en dehors de tout compact, c'est-d-dire de tout ensemble fini de F} s

fixé.
¥, >« dans VI(Q) est équivalent & Hka >+ o (car I sous-ensemble fini
de P ).
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3i 0eTI: Y € €1 Z[I] , c'est-a~dire

Hyk” -+ + o gi et seulement si

Sup{lmkio ’ pseu% hk,p} Tt ooy,

ce qui est aussi une condition nécessaire et suffisante pour que Ve 2 dans le

groupe discret e 2[1l .

Si 041 ¥, est défini module F; par vy = c(yk) s Yy donné. Ceci peut
s'exprimer ainsi :

o(.’y’k) = G(yl.{) <=> E(yk) = E(yl‘{) mod 1

(on retrouve le fait que F} ~vZ[1]/Z ). Or,

E(yk) =-—-—m—h—k-— avec imlp =1 (ped) et sgg hk,p >l s O(yk) £0 .
I p 23 P
ped
On a :
Iyl = lley £l = sup p P
Vil = lleg E(x,) ;2? P

Hka - + @ gi et seulement si
2

ce qui est aussi une condition nécessaire et suffisante pour que E(yk) mod L - e

dans le groupe discret 2[I1/Z .

~

3. Ensembles EE et ensembles M .

Dans ce paragraphe, on va montrer que, pour certains g, Eg est ensemble M

du groupe F} .

Méthode emplovée : elle consiste & montrer que

lim f™(y) = 0,

’Y—)OO
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ou i~ est la mesure portée par EY définie dans le paragraphe précédent. Pour
cela, on étudie le comportement de fi(y) quend y - » dans V I(Q) . On en déduit
la propriété cherchée pour i~ , grice aux résultats des paragraphes?.4.3 etR.4.4.

3.l. - On démontrera d'abord le résultat suivant :

PROPOSITION 2. - Soit & € VI(Q) défini comme dans 2.l. Soit { la mesure por-
tée par Ea définie dans 2.2. On note © :% .

Une condition nécessaire et suffisante pour gque

ﬁ(y) —F> 0 quand y - dans VI(Q) ,

est 1'existence d'un sous-ensemble (non vide) J de I tel que GJ appartienne

2 sy,

gue le polyndme minimal de GJ soit irréductible, et que l'on ait

nlel_>=2.
pey P

L'expression "polynbme minimal de GT " est employée & la place de "polyntme mi-

e,

nimal de 1'élément algébrique 6; relatif a VJ(Q) " (voir [1] , [2]). On notera
ce polynfme : Pm(eJ $ X) .

On démontrera la proposition 2 sous la forme équivalente :

PROPOSITION 2 bis. =~ Une condition nécessaire et suffisante pour gue

ﬁ(}’) —£=> 0 quand y - o« dans VI(Q) ,

est 1l'existence d'un sous—ensemble (non vide) J de I tel que 6; appartienne

a Sg , 6 et J ne vérifiant aucune des 3 conditions suivantes :
(a) 7 =10} 6, = 2
() J=1{2} |e|2=2
() 7={0, 2} 0 =2, lel,=2.

Les propositions 2 et 2 bis gont équivalentes ; en effet, si, pour un sous-en-

semble J de I, 6;e Sg , et si l'onn'a aucundes 3 cas (a) , (b) , (c) ,

-~ ou bien Pm(eJ ; x) est irréductible, et alors I lelp = 2 ne peut se pro-
ped
duire, puisqu'on a exclus (a) et (b),

H

- ou bien Pm(eJ s X) est réductible j; il existe alors une partition J = J' + J"

0
telle que GJ = GJ, ey, + GJ" €n » GJ, € SJ, , SJ"

réductible.

0 .
€ S5y 5 et Pm(eJ, 5 X)) dir-
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Stil existe dans J un élément p # O et 2 , on peut imposer & J' de contenir
p : donc M ]6|p >p>2, et J' satisfait aux conditions de la proposition
J"
. N 0 0 .
2 3si J={0,2}, ona GJ = 6, e(0) * 6, ey 6, € SO et 6, € 82 s
Pm(eo ;s X) et Pm(92 s x) sont irréductibles, donc soit {0} , soit {2} , peut

jouer le réle de l'ensemble J' , & moins que 1l'on ne se trouve dans le cas (c).

Réciproquement, s'il existe J tel que e 89 Pm(eJ s x) irréductible, et

0
J J?
I l6|p > 2 , on ne peut évidemment avoir aucun des cas (a) , (b) , (c).

pEJ

L'équivalence des propositions 2 et 2 bis est donc démontrée.

3.l.l. Proposition 2 bis : condition nécessaire. Démonstration.

Supposons que R(y) —A> 0 : il existe une suite {yk} (k € N') d'éléments de
VI(Q) tels que

yk—>oo et Iﬁ(yk)l>6>o'

Soit I' 1'ensemble des indices p de I tels que kalp - o , On notera :

I=1I4+1I" (I estnonvide, car I est un sous-ensemble fini de P ).

Si pe I', il existe uh entier m o tel que
b

e

ol

I, +1
’p~$ ‘yklp < ‘9|p P ’

et on a
Hll{p-')‘l"ooo
9

En prenant au besoin une sous-suite en k , on peut supposer que, pour tout pel',

la suite {mk p} est strictement croissante et qu'il existe un indice p' € I'
s
tel que

m = mk,p' ;'mk,p pour tout p e I' .

I1 en résutte, en posant Kk =¥ e—mk

b

J/' L Inl < el

(1) { Iy <ol st per
|

’\ lxklp <cle|;mk si pelI"

ol C est une constante réelle > 0 indépendante de p et de k .
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On peut donc extraire une sous-suite en k telle que &k A, oh Ae VI(Q)
et IX|p, > 1, ce qui entraine Kp, £0 .

Soit J le sous-ensemble de I défini par
J=1{pel; xp;éo}.
On e évidemment
{p'}cagcr.
L'expression de {i(y) a été donnée dans 2.3. On trouve :

(2 Bl = T Joos 7 ey fer = 8 67 )]
J=

On notera A e, = xk,I' et A e, = xk,I“ . 0na:

=J
o, 1 ler=t1)0r )+ €y pulequ=Er)®ry ) mod 1

-]
eoN (e=E)E ™ )

= oA, + . mod 1 .
J B
D'aprés (1),
m =] s
- < J _
A (e = &) O I scleld -] (e .
Donc, si
log C|L - & |
j 2 sup Ep B y
on a
H(A, (L-%)®6 -J) 0 -
- = n
P Ak,p ' p pour tout pe I" ,
d'cl
_ m -3 .
ou |
Bj = O Si O ¢ I" .

Dans tous les cas, on pourra poser :
1
(3) BV <3¢ powr j3w,

oh p estunréel : 0P<L (P=0 si O I, et P=18l, si 0Oe1)
et N un entier ne dépendant que de C et de O .
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Par hypothése,
T Jcos n(a, + B.)| %06>0;
j=0 J J

on en déduit, & l'aide de (3),
+o0 2

(4) 2 sin najgé' (on &' ne dépend que de & et de N) .
j=N

En effet, en utilisant 1'inégalité : 1 + x < exp x , on voit que

) 0 1
M leos n(a, + B.)| > = 2 sin2 n(a, + B:) & log =5 %
§=0 J J j=0 J J §

d'autre part,

sin® et < sin? n(ocj + ﬁj) + sin® nﬁj + |sin Znﬁjl

. 2 2 .
S sin” noy + B) + nzl((ﬁj))l e 2 (B pour § 2N
.. 2 T .
§ sin ﬂ'(aj+ﬁj)+%— pY pour j >N ;
N
. 1 T
d'ox (4), avec o' = log-gi + 7?-34%:75 .
(4) entratne
mk 2
2 sin na, <O pour tout mk>N;
j=N !
or, on a
m%‘ L2 m%‘ 2 -
s sin” nay = et sin TCSO(}‘k,I'(eI' - E;I,) 61y )
mk-N 2 q
= q§0 sin ’Teo(}‘k,l'(el' - EI') eIn) H
donc, quels que soient £ et k telsque £ <k et N <m8 ,
m, =N
& . 2 a
qz-.o sin T[SO(}\k’I' (eIl - EI,) eI!) < o H

d'oh, £ étant fixé et k +tendant vers 1'infini, on obtient
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m, =N

. 2
q%o sin mOO‘I'(eI' - SI') 9%') g0,

Ceci étant vrai quel que soit £ tel que N < m, , on &

T .2
2 sin neg(Ap(eq = &) 9%.) <o,
q=0
ce qui équivaut &
S 2

ol Ay est un élément inversible de VJ(Q) + Par suite, OJ est un élément de

1l'ensemble Sg .

Supposons que O; et J vérifient l'une des conditions (a) , (b) , (c).

Cas Sa! : J =1{0} s 60 =2 .

Par hypothése, |>\k|p -» 0 pour tout p e I” . Par suite, il existe un entier K

"

tel que, si k 2K , |%k(eI- ) ©

<t
(2) entratne :

lﬁ(yk)l = 'ﬂo lcos m\ (1 = &) © -JI (k >X)
= ’
= ﬁ | cos n7\k0--——-—-—-_ l+.+l] (k >K)
’ 5 mk J (4

j=0

sin 1 R

i

mk+2

M0
mk+1 4
2 Xk,O

. mk+2
quand k - o« , ?xkoa?tO;éO par hypothése ; done, |7 2 Ak,ol >+ o, Il en

. A ’
résulte Ip(yk)l =+ 0, ce qui est contraire & 1'hypothése : le cas (a) est donc a

exclure.
Cas (b) : J = {2}, 1942 =2, 8¢ Sg par hypothése.
v s . + 1
(Exemples : si 0, est de degré 1 : 8, ==35;
si O, est de degré 2 : © est racine d'un des 2 polynémes

2x2ix+l.)
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Dans ce cas, l)»klp - 0 pour tout pe I - {2} . Il existe un entier K tel que,

si k> K,

P\k(el -£) emklp ! pour tout pe I” - {2} .
(2) entraine
o - -] .
RO = T Joos 0y o1 = 5) 6 + B0 0 - 8) 0K )] k31

j=0
(1) entrafne 1 g |>\k|2 <2 pour k assez grand. On supposera K choisi tel

que cecl soit réalisé dés que k > K . On a donc

me=J

d'ou ._

B0y o( = &) &) =55
en posant

N = ZJIAk,o(l - &) % >

i) ] g leos@ + )l (k2K 5

or . - 0 quand k -« , donc lﬁ(yk)l >0, ce qui est contraire & 1'hypothése.
Le cas (b) est & exclure.

Cas gc): J:{O,Z}, 90=2,O|9|2=2.

0 0
Comme eJeSJ et GOESO, 62682.
Dans ce cas, }k o +0 pour tout pe I - {2} . I1 existe un entier K tel
’

que, si k 2K ,

<1 pour tout p e I~ - {2} .

Alep -0 88

D'aut t 0 .
autre part, >\k,o—>>\.0;é et ?xk,2->)\2;éo On a
ol <2, Inl, <2

On pose

-t (¢ z0) .

lkzlz =2

On suppose K tel que, si k 2K ,

N2z = Ihlp = 2




(2) entratne, pour k > K ,

© mk—j "'j
3=0 ’ ’

n

lﬁ(yk) I

—j-1 -j=L
ENPSE S )

1}

I 2
o | cos n(Kk’O

sin(n ka(Ak ot 2))
1

2 O\.ko+2)

’

Quand k - + o ,

mk-l

Ak,O - AO £0 done |2 (Ak,O +2)] 5+,

LN

Par suite, ]ﬁ(yk)l -+ 0, ce qui est contraire & 1'hypothése. le cas (c) est & ex-

clure.

3.1.2, Proposition 2 bis : condition suffisante. Démonstration.

Supposons qu'il existe un sous-ensemble non vide J de I tel que 0y € S? .
les cas (a) , (b) , (c) étant exclus. On cherche & construire une suite {yk}
(k € N') tendant vers 1'infini dans V(@) , telle que lﬁ(yk)l >6>0.

Posons
k
¥ eJ
kTep- 8
On a
|ﬁ(yk)] = .ﬂ |cos nso(eg—J)l
j=0
k ' +oo
= ﬂllcos nso(eg)l T |cos neo(ig)l 5
Q= g=1 .

par hypothése,

S sin® nso(eg) <
q=0
donc, ou bien le produit infini

e 2
[T Jcos nso(eg)]
q=0
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converge vers uh réel A > 0, ou bien il existe un entier q, >0 tel que

ql 1

On voit facilement que

Z sin® nE (Eq) <
=1

(en effet, lilp <1 pour tout peJ => l((eo(ig:)))[ < p? pour q assez
grand, o4 p=0 si 0¢J,et p= lg\o si 0€J ). Done, ou bien le produit
infini

H ]cos nsO(E,q)l
g=L

converge vers un réel B >0, ou bien il existe un entier g, >0 tel que

L, 1
En revenant & 1'expression de [ﬁ(yk)| , on voit que
A
]P(Yk)! >/‘/E \/B‘> 0,

sauf s'il existe un entier 9o de 2 tel que

o, 1
eo(eJ ) = 'é' .
Cherchons dans quels cas ceci peut se produire.

51 g, <0 et 0¢7J, eo(eqo) o

i

- H(6 ) =0, c'est donc impossible.

. 90 do _1
81 9y <0 et 0eJ, g(07) =6 =5 mod 1 entraine Gp==1, §=2

(considérer le polynbme x "0 - 2 , qui est le polynBme irréductible de 80 , et
utiliser 1'hypothése 05 € S )+ Si 1'on exclut les 3 cas (a) , (b) , (c), on peut
trouver une suite {zk} tenda.nt vers 1'infini dans VI(Q) , et telle que
lp(zk)l;6> 0 : il suffit de prendre

On montre, en effet, que eo(eq ) ;é-é- quel que soit q € Z .
-
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90

Si g >0 et 0&J, so(er)

c'est-a-dire le cas (b).

- H(®

%0 90

0
58]2 =2 ,et 6, ¢ Sg (considérer le polyndme irréductible de 90

%

Si 9p>0 et 0€J, eo(e)ze —H(e)z'% entrafne q5 =1

I

99

q q
24 xo-(2m+d0),

N,

ped

):—21— entraine J = {2}, \9|2=2’

y 2 E€J,

q, q,
on a= [l_ lelp et m=4 0 H(6 o) Y. Si 1'on exclut le cas (c), on peut trou-

ver une suite {z, } tendant vers 1'infini dans V. (Q) et telleque |fi(z)|>0>0.

I1 suffit de prendre

_ 1 K

T« ol ¥ -7 - {2}

‘..

on montre, en effet, que 80(9§*) ;é-é- pour tout q € Z .
(si J* = {0}, on trouve O =k + 1, o k entier 22 .

si J* £{0}, on trouve Gp =r pour tout pe J*, ot r est un rationnel.

I1 en résulte 50(631*) =0 .)
On a donc démontré, si 6y e Sg , les cas (a) , (b) , (c) étant exclus,

|fiy)| —~>0 quand y » o dans v(Q) .

3.2. -~ On se propose de démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 3. - Soient & défini comme dans 2.1, W la mesure portée par E

définie dans 2.2, E. et }f définis comme dans 2.4.
g

~ A

() 0 gquand Yy > ® dans F}

sl et seulement si

My) »0 quamd y >~ gdang v.(Q) .

3.2.1. Démonstration. = On sait que

ﬁ~(Y) = ﬁ(Y) ou Y = a(y) (voir 2.4.3) ’
et que
A
Y » © dans F} si et seulement si y -» « dans VI(Q) (voir 2.4.4)
Par suite, " ji(y) -0 quand y - « dans VI(Q) " entratne " N(y) -0 quand
At

Y =+ © dans FI ",

g
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Supposons fi(y) —4> 0 quand y - « . Il existe une suite {yk} (k € N') ten-
dant vers 1'infini dans VI(Q) et telle que \ﬁ(yk)l >0>0.

Si O ¢ 1:a tout y, correspond vy, = c(yk) , et l'on a

Wy = B(y) ety 0w

Sy 0.

Si 0 e I, on aura besoin du résultat suivant :

IEMME. - On suppose OeI.Soit me M(VI(Q)) une mesure non négative, portée

par ?_I’ «Si f(r) 50 quand r - ~ dans ey 2[1] , alors f(y) -~ 0 gquand y -
dans V. (Q) .

Ce lemme entrainera immédiatement le résultat cherché : en effet, p est non
négative et portée par Ea c f‘; . On a supposé M(y) —~>03; si f(Y) -0 quand
y >« dans ‘I"‘; , alors par 1'isomorphisme O entre %‘} et ep 2[1) + vy = o(r)
oL r€e; I, fi(r) =0y , d'on Ax) >0 quand T > ® dans e; [ 1] .
Mais ceci est impossible, d'apres le lemme.

3.2.2. =~ la proposition 3 sera démontrée, si 1'on démontre le lemme de 3.2.1.

Démonstration du lemme. - On suppose m(r) -» 0 quand T - o dans er 2[1] .
Comme y = ey E(y) + eI(y) , On a

n(y)

hi (@) (= 207508 ())) exp(- 2475, (xar(y)) an(x)
= fp_ emp(= 24785 (EW))) expl- 2iney(xer(y)) an(x) -

Supposons qu'il existe une suite {yk} (k € N') tendant vers 1'infini dans VI(Q)
et telle que

La suite {eI(yk)} est formée d'éléments de 1'ensemble FI , dont 1'adhérence

FI est compacte. En prenant au besoin une sous-suite, on peut donc supposer

qu'elle converge vers un élément w de ‘F; « Il existe donc un entier K tel

—

que, si k >K , pour tout xeFI ,

21| ((eo(3) = wN)| <2 .

Comme
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|exp(=~ 2ine,(xe1(y,))) - exp(- 2ime,(xw))| € 27 ((e4(xer(y,)) = €5(xe))) ]
<21 (x5 g5(7y) - %5 W)l
< 21| ((g5(3y) = w))l

on a, pour k > K,

|exp(- 27, (xe1(5,)) - expl= 2iney(x))| € 5 5

dlol

leg

| o exp(- 2178, ((n,))) expl- 247e5(x) am()| 27 -

D'autre part la fonction x - exp(- 2ine (m)) , comme fonction définie sur le
groupe FI , h'est pas continue en general mais appartient & L (FI , m) ; or,
les polyn8mes trigonométriques sur FI forment une sous-algebre densede L (FI, m)
([6], 14542 et EB) : il existe donc un polynfme trigonométrique P(x) tel que

/FI |exp(~ 2ine (wx)) = P(x)| dm(x) sg ;
d'ou 5
| fp_ exp(- 21ne(B(n)))P6) anl)] 27 Gk 2K)
P(x) est de la forme
P = 3 a, exp(2incy () '(aj €0, reo 71

=t

(a.j » T , N dépendent uniquement de et de & ). On a done

/,

5 /r, exp(z.’ute (x(e E(yk) + T )) aa(x)| >

Alo’

k >K) .

Quand k - + =, eIE(yk) >« dans eg Z[I] . D'ol, pour tout j =1, ... , N,
er E(yk) + Ty o dans e Z[1I] .

I1 en résulte, d'aprés l'hypothése du lemme,

1'1\1(eI E(yk) + rj) -0 quand k - + o ,
ce qui est en contradiction avec 1'inégalité ci-dessus. lLe lemme est done démontré.
3.3, - Comme conséquence des propositions 2 et 3, on a

4 [N ~
THEOREME 2. - Soient £ € VI(Q) défini comme dans 2.1, EE et EE définis .
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comnme dans 2.1 et 2.4. On note -% =0 .
On suppose qu'il n'existe pas de sous—ensemble (non vide) J de I el que GJ

appartienne a SS , que le polynbme minimal de GJ soit irréductible, et que l'on

ait
Mmlel_>z2.
ped p

Alors, Eg est ensemble de multiplicité au sens strict du groupe abélien compact
+
FI .
En effet, si les conditions du théoréme sont réalisées, Eg porte une mesure
~ e 5y ° 3 - A
(12 mesure K ) dont la transformée de Fourier tend vers zéro & 1l'infini de F; ,

comme le montrent les propositions 2 et 3.

Remarque. - Comme cas particulier du théoréme 1, on retrouve le fait que, si
I={0}, 6,=2, ou, si I=1{2}, |6, =2; alors Eg est ensemble M .
Dans chacun de ces cas, on a vu (2.1) que Eg =F; . Eg a donc une mesure de

M

Haar positive, et par suite (1.2) est ensemble ,

Des propositions 2 et 3 résulte également la conséquence suivante :

COROLIAIRE. - S'il existe un sous—ensemble non vide J de I tel que eJ ap-

partienne & Sg , que le polynbme minimal de SJ soit irréductible, et que 1l'on

ait
[ ‘@l >2,
ped p
AN Ay
alors P (Y) =£4> 0 gquand Y - « dans Fi

Cette propriété ne permet évidemment pas de conclure que Eg est ensemble U
quand les hypothéses de ce corollaire sont vérifides. On montrera cependant (para-

graphe 4) qu'il en est bien ainsi.

4, Ensembles E. et ensembles U .

g

4.l. - La méthode employée pour trouver les ensembles Eg' qui sont des en-

sembles U consiste a montrer que, pour & bien choisi, Eg est un ensemble de

L4
Pjateckij-Sapiro du groupe F} , et & utiliser le théoréme 1 (1.5).
De maniére prée¢ise, on a :

PROPOSITION 4, - Soient & € VI(Q) défini comme dans l.1, EE' défini comme
dans 2.4. On note -% =06,
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Supposons qu'il existe un sous-ensemble non vide J de I tel que GJ appar-

tienne a Sg , que le polyndme minimal de 6J soit irrdductible et de degré s ,

et que 1l'on ait

nlel_>2.
pEJ p

y(s)

Alors, Eg est un ensemble de type du groupe abélien compact F; .

La démonstration de ce résultat sera donnée dans le paragraphe suivant.

Comme conséquence du théoréme 1 et de la proposition 4,>on a s

THEOREME 3. - & est un élément de VI(Q) défini comme dans l.l, 'Eg est dé-
fini comme dans <.4. On note -% =0 . 0

S'il existe un sous-ensemble non vide J de I tel que O; € S; , ait un poly-

nbme minimal irréductible, et vérifie | \elp >2 , alors Eg est ensemble d'u-
peJ '
nicité du groupe F; .

On a donc aussi la réponse & la question posée & la suite du corollaire du para-
graphe 3.3. Les théorémes 2 et 3 montrent que tout ensemble Eg est de "nature"
connue, ce qu'on peut exprimer par le théoréme suivant, qui généralise le théoréme

classique rappelé an début de (c).
r s ~ i 1
THEOREME 4. - &, EE soht définis comme dans l.l et 2.4, On note = o .

Eg est ensemble d'unicité du groupe F} si, et seulement si, il existe un

sous-ensemble non tide J de I tel que GJ € Sg , ait un polyndme minimal irré-

ductible, et vérifie Il || >2 .
peJ P

4.2. Démonstration de la proposition 4.

Dans une premidre partie (5.2.l), on cherchera une suite {(Ykl))i=1 s}
g0ey
(k e N') de V_(Q)° , tendant vers 1'infini, telle que, quel que soit k € N'
I ’ ’ que, q q ’
1'ensemble des éléments de T° ,
(exp@inegbat?)yy | ) aves x ek,

- 3

soit disjoint d'un ouvert A non vide.

(3)yy

Ceci équivaut & la condition : ((e,(xy.
0"k i=l,

S) n'appartient pas & un ou-
..’
vert Q non vide de (R/2)® quels que soient k € N' et x €E

g ’

1'ouvert

se dédulsant de l'ouvert A .

On montrera qu'il est possible de trouver une suite vérifiant ces conditions, et

de la forme
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ylg_l) = Kel;- 9 eee ylis) = e?’s"l s

ot A appartient, dans VJ(Q) , & 1'anneau d'éléments algébriques QJ[GJ] .

Dans la deuxiéme partie de la démonstration (5.2.2), on déduira de la suite

(1) ; (1) .
iiyk )i=l,2,..,s} une suite {(Yk )i:l,2,..,s} forment une suite nozmale dans
F; et telle que, quel que soit k € N' , 1l'ensemble des éléments de T° ,
i ~
((x , Y( ))izl,..,s) avec X € EE ,

soit disjoint d'un ouvert non vide A!' de 75 .

4.,2.,1, = Soit A un élément de QJ[GJ 3 Pm(QJ s x) étant irréductible,
QJ[GJ] est un corps ([R]), donc Pm(A ; x) est irréductible.
On pose :
t

|elp=pp (pel , t >1).

On s'impose, pour tout p € J ,

i
Mosp P e P st =2, ..,
(1) J et
ont
(Ti_»p PYN , é1ément entier algébrique .
ped

Soit x € EE e On a

go(ml; x) = %O =% 2 (e - &) Ey) mod L,
n=

e (5 Me,=8)65™) =8 A (1-E)EDo 8 EM(e. £ )05™D) mogl si OeJ
0\on ™My =53/ % n "0 0 n J7%3%5
= -8 E(Me,; - £)65™) si 047
- h+k-n)t
comme IK(eJ - EJ)8§ n{p.§ p( +ken) P, (ped”) ;d'oh, si nzh+k,
E(Me, - &) el;‘n) =0 mod 1 .
On a donc

(2) aO(A6§ x) = P +Q +R modl,
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avec
P(x) = eo(Mes = 81 (8, O5 + «ou 4 0, 0))
Qk(x) = so(x(eJ - EJ)(ék + §k+1 Ep + wus 6k+h—1 5?-1)) ,
Rk(x) =0 (si 0¢1J),
Re(®) = Ag(L = 8)Eg(By + voe + 8 B+ o) (st 0 ) .

Si h est fixé, quel que soit k , Qk(x) n'a que 2" valeurs possibles. Rk(x)
est majoré en valeur absolue par

(3) B <INV @ ogp<t

(p=0 si 0¢J, et p:EO si 0elJd).

Pour évaluer P » on fait intervenir les racines él) de Pm(eJ ; X) dans

Qp et K(l) de Pm(A ; x) dans Qp . La remarque essentielle est la suivante :

W= 2 (- .t;l()i)) xéi) eéi)m

= j=1

est un rationnel indépendant de p ; il appartient & 1'anneau Z[J7] . Si ne J,
s . . m
3 i)
u_ - Mej - &; =12 (1 =gy ald) 6l <1
O k- I R AR SR SR CHIR T

on en déduit
_ m
u = E(K(eJ - EJ) GJ) mod 1 ,

d'ol

go(Mey - &) 67) Aél) - (1)) e(l) mod 1 si 0ed,

1

I

- .fl Aéi)(l - Eéi)) Géi)m mod 1 si O¢J;
i=

on en déduit

i

S . . .k .
P (x) = - %2 xél)(l - 5(()1))(60 eél) tae w8 e(()l)) mdl si 0eJ,
3o

]

S (. . .\ k
-2 D (- elDys, ol L4 s

k1 eél)) mod 1 si O é J
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d'ou
(1)
l((Pk))Igjizlxollol_leoilo si 0e J,
(1)
8 . 1 + |9 l
) g 2 |Ald) 0 0 i 0dJ.
](( k))l\izl l 0 lol—‘eo:,_'o s1 ¢
Supposons que A et © vérifient la condition
(1)
. 1 - |06
(4) [7\(()1)|0< | 9 lO g (o réel > 0) ;

L+ |e(()i)|o 5.20/®

cela entraine

si 0OedJd,

()] <25= 0

o .
(< g e ofd.
Supposons d'autre part que h vérifie
1 h 1 .
(5) l}\(())l IEOI <'§—7—2}?S 'si 0 € J:;

cela entraine
1 o

& <3557

(d'apres (3)) .

Si (4) et (5) sont vérifides, on aura

(6) I((Pk+Rk))| <:2—h‘1/-§ .

Désignons par Mk(x) et par Ok(x) les éléments suivants de (R/Z)° :

(so(?\el§ X) 5 eee 800\61;+s-l x)) ,

M, (x)

0 () = (§(0) , v, 0, ()

En revenant & la définition de Qk(x) y on voit que Ok(x) a exactement 25
valeurs possibles pour x € Ei . Comme Mk(x) appartient au "cube" de (R/Z)° de
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AL 2 i o N . , 20
centre Ok(x) et de cbté 2 o<§2§.1 l((Pk+i + Qk+i))| , qui est majoré par 5372

(d'aprés (6)), tout Mk(x) (x e EE) appartient donc & la réunion de ces

"cubes" dont le volume total est majoré par

h+s-l 25 &°

2
2h

:%m@s.

1 8 .
Si 1'on peut choisir o :‘%~ par exemple, ce volume sera &7 : (R/2)" contien=-

dra donc un ouvert Q sans point Mk(x) .

I1 faut donc démontrer qu'il existe un enmtier h =1 et un élément A du corps
i s s 1
QJ[GI] tel que les conditions (1) , (4) , et (5) soient vérifides avec o =7 .

On pose

ht
a = ( ﬂ Y p)x .
ped”

Soit w un entier algébrique de QJ[Qf] engendrant le corps. On est ramené & la

recherche d'un élément entier algébrique a de QJ[GJ] , c'est-a-dire donné par

-1
a4 =X X, W oee. +x_ W ’
L s

0 e

J

ot (xy 5 eee xs) £, ... ,0) dans 2° , vérifiant les conditions suivantes:

(//' |a]p$l (pe J7) 5
]a(i)] < -htp ( c J” 2 <igs)
D p\p P ’ AN )
(1)
1 - 16 ht
l 0 IO ( 1l L

, (1) P
(n \ | |Os?jjagﬂ; L, ) wee

(2<ig<s s1 0¢J, 1&igs 1 0€e7J),

) oh 1
‘a\o € (peJ P ) 90';-51E7§T:5 si Oed .

Le systeme (7) est un systéme d'inéquations portant sur des valeurs absolues p-

adiques de formes linéaires en x ces 5y X,y , & coefficients dans C% . A tout

O b4
p € J correspendent s formes linéaires. Soit Ap leur déterminant ( Ab ne dé-

pend que de w et de p ).

D'aprés un "théoréme de Minkowski" (voir [2], lemme 3), il existe un élément
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(xo y cee s Xs—l) de 2°#£ (0, ... , 0) et satisfaisant aux conditions (7), si

1'on a la relation :

(s=1)h - | eéi) lo 1 )
(M _»p p) 1 ( ( NEYE =)z [l si OfJ
Se

ped” i=l 1+ |6 i IO ;EJ
s 1-}9( )‘O o

(N _p P)‘S‘l)h M ( (Ti ptp>h L) (1] ptp>h s
i ) 32ih7s)+2 ped 82<h7s;+4

ped” i=2 l*lellope

> [l & s 0eJd.
ped P

Comme Ielp =p P (pe I), ceci s'écrit dans les 2 cas :
h ,-h
(8) (T o] )" 2™ 2k,
peEJ P

ou K est une constante ne dépendant que de w et de 6 . (8) est vérifiée pour

h assez grand si | |e|p >2 . Ceci achéve la premiére partie de la démonstra-

ped

tion.

4,2.2. = On a trouvé une suite

(D9 te T@° D =adihy

telle qu'il existe un ouvert non vide Q de (R/2Z)°® qui ne contient aucun des

éléments
_ (1) . ,
Mk(x) = (ao( X))izl,..,s) quels que soient k € N' et x € EE .
On se propose d'en déduire une suite ((yﬁl)) s) normale dans FI , telle
,'.’
qu'il existe un ouvert non vide A' de T® , qui ne contienne aucun élément
((x, y( ))._ ) quels que soient ke N' et x e EY . On désigne par A
k l..].,-u,s s (1) E

1'ouvert non vide de T~ tel que ((exp(21ne (y x))) ) n'appartienne

pas & A , quels que soient k€ N' et x € Eg (A se dedult de Q).
Posons
v = olep )

Comme eI.E (y( ))

erBY)

appartient & e Z2[I] , 1'applicatioh o est bien définie en
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Pour tout x € FI , On a
(W) = expletne  Gaxtt))) ;

or, pour tout y €V (Q) , et tout x ¢ Fros

eo(E()) = g5lxy - xe1(y)) = ey(xy) - gy(xe(y)) mod L

i

go(xy) - XO So(y) mod 1 ;

on a donc
(x , ylgi)) = exp(2in(so(xyl((i)) - X, eo(ylii)))) ,
d'oh )

Gy i) = explineg Gyt g 21l (G, M < 21l (oG]
comme ©O; € S? , et come A est élément de QJ[E)J] tel que I)\Igi)]p\< 1 pour
tout pe J° (2gigs)et (1 _p P)A entier algébrique, on a

red
((eo (A7) < yp" (voir [1])

ol Y, p réels >0 et p< 1l ., Ceci entratne

|exp(2ine, (B (L)) = exp(Rine (i) < 2y

S

pour tout k e N' , x ¢ E% .(On peut trouver un ouvert non vide A' de T° tel

que A' cA . ((exp(2ineo kal))))i—l s) n'appartient pas & A, quels que
—T9°®y
soient k eN' , x ¢ E'c", « Par suite, pour k > K (ot K ne dépend que de Y P

et A'),

: (1) - (1)
((expleinen (@™ M)y )= (G, )y
n'appartient pas & A' , quels que soient k e N' s k2K ,et xe EE « On a
donc le résultat cherché, en mmérotant la suite {k} 2 partir de K .

3 A
I1 reste & montrer que la suite ((y}({l))i__1 s) est normale dans F; . Soit
— ,.’,

(n; , eeey n,) un élément de 240, ...,0) .0na
esmEGE) wuvnan_Br{M)) me (0, BOSY) 4... +n_p(oErely)
JV =y e THg By ) =ein BAT ) 4. +n E(AO;

_\pk s=1 k k+s-1
_>»€)J(n]_e!.‘r+...+nseJ )+nlsJ(?\9J)+..+ %SJO‘BJ )
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d'ou
He (n E(yl({ )) +..+nSE(yl£S))) - (Ke?(nl e +eet D 9;"1))H$ Hnll|+..+ HnSH .

* eee + 65 J') # 0 , car le polynbme minimal de 65 étant irréduc-

Or, Mn, ex ymt
+ 4es + 1 ep £0 et >\ £ 0 . Par suite,

tible, quel que soit p € J o0
E(Yk )) + eee + 1 E(yks)) > dans Z[ I] quand k -,

et donc (2.2.4),

n, YI(:)+"'+n YIE:S) dans FI.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 4.

4,3, Ensembles EE de Rajchman.

La proposition 4 montre que, si 6 € Sg , si Pm(® ; x) est irréductible et de

degré s, et si Il ISIJ >2, EE est de type H'®’ . On peut se demander si

ped
Eéj ne peut 8tre, dans ces conditions, de type H(n) avec n < s . La réponse a

cette question est affirmative, comme le montrent certains résultats de la théorie

classique | 5]. D'autres exemples sont donnés par le lemme suivant.
q D p

. . . 0
IFMME. - 5'il existe un sous-—ensemble non vide J de I tel que : 0; € SJ s

ait un polyndme minimal irréductible de degré s , et vérifie |l ]e[p > 28

alors Eg est de type H . peJ

by

La démonstration est analogue & celle de la proposition 4. Dans les inégalités
/
(4) , (5) , (6) , (7), on remplace la quantité 2b/s par 2" . Ie "théortme ae

Minkowski" montre que le systéme (7) est résoluble dans le cas |l ]elp >2% ;5 on

ped
étudie alors la répartition dans R/Z de Mk(x) = so(kel; x) et de q{(x) = Qk(x) ,

et on montre qu'il existe un ouvert Q de R/Z libre d'éléments Nk(x) pour
tout ke N' , XEEE.

Remarque. - Si O ¢ J et ]N(G)IS1 >2% | on se trouve dans les conditions du
lemme, car

IO ng me)] < Ine) | pQJ el

donc Eg est de type H .
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5. Ensembles EE dans VK(Q) , oo K peut Btre infini.

Dans 1'étude ci-dessus (paragraphe 4) concernant les ensembles Eg , qui sont
ensembles U , 1l'hypothése " I est un sous-ensemble fini de P " n'est pas inter-
venue ;3 on a seulement utilisé le fait que J , sous-ensemble de I , était fini.

D'autre part, on n'a pas utilisé la propriété [E]p >0 pour pe I=J.
Ces remarques, et le théoréme 3, aménent aux définitions et au résultat suivants:
Définition. - K est un sous-ensemble non vide, fini ou non, de P . & est un
élément de V,(Q) vérifiant
0 <3l§|p <1 si pek”
et

0gE, <t si OeK.

E& est l'ensemble des éléments x de VK(Q) de la forme :

X = (eK - E)(éo e + 0, &+ aou t o, e L)) (6n =0Ooul),

~ -

et EE est l'ensemble du groupe compact f; qui se déduit de EE par 1l'applica~

tion x - ep(x) de V(@) dans FI‘; }

» 4
THEOREME 6. - Supposons gu'il existe un sous-—ensemble fini non vide J de K

tel que Ep #0 si ped, et si 1'on pose L. 6; , 07 appartient & Sg , le
polyntme winimel de ©; est irréductible, et °I| 6l , >2 « Alors E} est en-

+ peJ
gsemble U du groupe FK .
Ce résultat donne des exemples d'ensembles d'unicité du groupe compact Fg ’

dual du groupe discret Z[K] si 0 e K, et du groupe discret Z[X]/Z si 0 £ K.

En particulier, pour K = P , on obtient ainsi des ensembles U du groupe E; ’
dual du groupe discret Q .

Par contre, la méthode employée (paragraphe 3) pour 1'étude des ensembles E& ,
qui sont des ensembles M , ne s'applique pas au cas o I serait un ensemble X
infini. On peut définir de maniére analogue une mesure W portée par EE , sa
transformée de Fourier ji(y) est donnde par la mfme expression (paragraphe 2.3),
mais si 1'on a une suite y, tendant vers 1'infini, dans Vp(Q) , l'ensemble I
des p tels que lyklp -» o n'est pas nécessairement un ensemble fini et non vide

de K comme dans 3.l.l.

-+ .
de F, qui

La question reste donc posée de savoir quels sont les ensembles E X

g
sont des ensembles M , lorsque K est un sous-ensemble infini de P
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