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Séminaire DELANGE-PISOT 3-01
(Théorie des nombres)
be année, 1964/65, n° 3 23 novembre 1964

THECREME DE KOKSMA EN p-ADIQUE

par Mme Frangoise BERTRANDIAS

Le but de cet exposé est de démontrer un analogue p-adique du théoréme de Koksma
sur la répartition modulo 1 ; ce théoréme démontre une propriété métrique d'équi-

répartition modulo 1 dans R , dont voici un des énoncés (non le plus générel,

cf. [5]).

THEOREME DE KOKSHA. - a et b désignent deux réels, avec a <b . Soit {fp}

(n=1,2...) une suite d'applications continues et dérivsbles de (a , b) dans
3 .+ —

R, telles que, pour tout couple m , n (m,nel) avec m#Zn, 1'application

£ = £} soit monotone sur (a, b) et vérifie :

lf$(x) - fg(X)i >K>0, Vxe(a,b)

(K indépendant de m , n , x)

Alors la suite {fn(x)} (n=1,2, ...) est équirépartie dans R modulo 1

pour prosque tout x de (a, b) .

I1 en résulte immédiatement :

COROLLATRE 1. - La suite {x6"} (6 R, [6] >1) est équirépartie modulo 1

pour presque tout x de R .

COROLLAIRE 2. - La suite {MAx"} (A €R, A #0) est dquirépartie modulo 1

pour presque tout x de R tel que fxi >1.

Dans sa démonstration, KOKSMA utilise le théoréme de Weyl, qui donne une carac-

térisation des suites équiréparties : {un} (n=1,2, ...) désigne une suite
de réels ; {un} est équirépartie modulo 1 si, et seulement si, pour tout Xk £ O

de 2
1 N
limtﬁ- 2 exp Rirku_ = 0 .
Moot n=1 n
Les corollaires 1 et 2 du théoreme de Koksma sont en relation avec les &léments
de 1'ensemble S (nombres de Pisot) :

S1 O est un élément de S , pour tout x entier algébrique du corps Q(O) ,
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%" 5 0 modulo 1 quand n - + o« 3

un tel x appartient donc & 1l'ensemble de mesure nulle du corollaire 1. Dans le

corcllaire 2, si A =1 et si x est un élément de S ,
n T S o
X -0 medulo 1l quand n - + o 3

S est donc contenu dans l'ensemble de mesure nulle du corollaire 2, dans le cas

A=1.

Dans cet exposé, on se propose d'étudier la répartition de suites de réels défi-
nies par des applications de Q_ dans R/Z (§ 2), et de svites vectorielles dé-
finies par des applications de VE(Q) dans (R/Z)C(E) (§ 3), en vue d'obtenir
des théorémes métriques analogues au théoréme de Koksma. Les résultats obtenus se-
r?g§ en relation avec les éléments de 1'ensemble Sgg; de Qp , ou de l'ensemble
Sg de VE(Q) [1]. On rappellera dans le § 1 quelques propriétés de 1'intégra-

tion dans Qp et dans VE(Q) .

1. Intégration dans Qp et V.(Q) .

1.1 Homomorphismes dans R/Z . - Tout nombre p-adique x posséde une infi-

nité de développements de la forme

XxX= 35 a p (neZ, a, #0 mod p) .
n=-k —%

Deux développements distincts (an) et (aﬁ) sont tels que le rationncl

-1 -1
n n
2 & p - % ap
n=-k n=-k

a une valeur absolue p-adique <1 ; ce rationnul, gui ne contient en dénominateur

que le facteur p , est donc un entier.

On note Hp(x) 1'élément de R/Z défini par :
-]
N n
Hp(x) = ngik & D (mod 1) .
L'application Hp de Qp dans R/Z posséde les propriétés suivantes :
- .
Lp(xl + x2) = hp(xl) + Hp(XZ) \ X, 5 X, € Qp
-l €1 = H () = H ()

Hp est donc un homomorphisme continu du groupe additif Qp dans le groupe additif
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R/Z . On voit facilement que 1l'application x » H (xy) , ot y € Q_, est elle aug~
si un homoworphisme continu de Qp dans R/Z . On montre [4] § 25-1) qu'on ob-

tient ainsi tous les homomorphismes continus du groupe additif Qp dans R/Z .

Soit

2 X e

peb p (P)

un éiément de Vp Q) (yp € Q ) , (voir notations dans [2]). On désigne per c(X)
le nombre 4! elements de 1 ensemble L3 81 & est un réel, HO(E) désigne 1l'élé-

ment de 7/Z défini par Ho(i) =& (mod 1) . On voit facilement que 1'application

P p’ peE
est un homomorphlsme continu du groupe additif VE(Q) dans le groupe edditif
(r/2)° , ainsi que toute application
) T
x ~» (H (Xp p))peE ou ye\,E(Q)

1.2 Intégrale et mesure de Haar. - Te groupe additif Qp étant un groupe
abélien localement compact, il existe une fonctionnelle linéaire non négative,
invariente par transletion, sur 1l'espace (%O(Q , ) des fonctions continues &
valeurs complexes de support compact dans Qp ([4], § 15), et une mesure associde,
ou mesure de Haar. On normalise la mesure de Haar de Qp per la condition -

mes Zp = 1 . Par suite, si D est un disque de rayon ph de Qp , clegt~a-dire

h
:{XEsz IX—XOIPSP} )
on a

mes D = p

Le groupe additif V (Q) étant isomorphe au groupe produit des groupes additifs
Q (pek) , son 1ntegrale et sa mesure de Haar se déduisent de 1'intégrale et de

p _
la mesure de Haar de Qp ([4], §13), A é&tant un compact de V;(Q) défini par

A={xeV_ (Q) : x €A ek
{ = (@) o, €45 pEl]
ou Ap est un compact de Qp , et fp étant une application continue de Ap dans
Q , on a
p
BoCIg e )) ax= T (fy £(x) ax)
pg PP pE p

1.3 Intégration des caractdres sur Z . = L'applicgtion x - U _(xy) (ol

y e Q ) est un homomorphisme continu du groupe additif Zp dans R/p , pulsque



homomorphisme continu de Qp dans R/Z (8§ 1.1). Or

<l = 1 6y) =16 ()

Par suite les homomorphismes précédents non nuls sont de la forme ¢

x = Hp(xy) avec v = mp (mei, ]m]p =1, keZ, k3 1).

L'application x - exp(ZinHD(xy)} est donc un caractére continu du groupe addi-

&
tif Zp , différent de 1 si et seulement si ly}p > 1 . Conséquence : L'intégrale
sur un groupe compact d'un caractére étant égale & O ou 1 suivant que ce carac-

tére est différent de 1 ou non, ([4], §23.19), on a :

0 si |yl >1
(1) fz exp(zinﬂp(xj)) dx = P
p L si 'Yu)é 1.

I1 est intéressant de donner une démonstration élémentaire de ce résultet. On peut
supposer y = m.p"k , avec k> 1 et fmlp =1 (le cas ly]p.s 1 est évident).
Le disque Z_ est recouvert par pk disques disjoints de rayon p-k , centrés aux
: P k
points O, 1, ... , p -1 . Comme
-k
]x - x! ) => H (xy) = H (x!
]p\ by p(yy) p( Y) 3

1tintégrale est égale & la somme finie

k k
p 2 exp(Rigi (nmp—)) =p > exp(Rimmp™ ) = O .
n=0 P n=0

De la relation (1), on ve déduire le résultat suivant :

IEMME 1. = Soit & wune application isométrique de Zp dans lui-méme c'est-a-

dire telle que, quels que soient x , y dens Zp , on ait :

|o(x) - ®(y)lp = |x - ylp .
On a

0 si Jy]p > 1
/Z eXp(2iﬂHp(y@(X))) dx =

P 1 i <1l.
S1 ‘y"p S

Démonstration. - Le cas iylp.s 1 étant évident, on va supposer y = mp”k , avec

]mlp =1 et k >1 . Considérons le recouvrement de ZD par les pk disques de

rayon p_k . Comme

|x - x! fp <pF = ex) - ®(x‘)!p <p¥ = H, (re(x) = H (yo(x') ,
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1'intégrale est égale & la somme finie :

X pﬁfl
p - 2 exp(Rind _(y®(n))) .
n=0 P
Or n£€n' = |o(n) -o(n')] = |n - n'lp > p"k . Les ®(n) (n=0, 1 ,...,ﬁi— 1}

. ' k . k . .
sont donc incongrus modulo p ; corme ils sont au nombre de p , ils constituent

un systéme complet de représentants de Zp/'pk ZD « Par suite, il existe une pernu-
-k

tation (jn)n:O,”.,pk-l de (0,1, ..., p¥-1) telle que [0(n) - jntp <p ™t
I1 en résulte :
k k
~k p_-1 - =k p-l . .
P 2 expRinH (y%(n))) =p7 I expRinH (yn)) =/, expRinH (yx)) ax .
n=0 p n=0 p P P

D'ol le résultat.

1.4 Un théoréme métrique. - La propriété suivante se déduit d'une propriété

générale de toute fonctionnelle lindaire non négative sur 1l'espace C(X , C) des
fonctions continues & valeurs complexes, définies sur un espace topologique com-
pact X ([4], § 11.27).

IEMME 2. - Soient X un compact de G , groupe abélien localement compact, et

{hn} (n=1,2, ...) une suite d'applications non négatives de C(X , C) tel-

les que

lim I(h ) =0, ob I(h ) =/ h (x) dx (intégrale de Haar).
N—-co n n X n

Soit {nk} (k=1,2, ...) une suite croissante d'entiers positifs tels que

[Se]

2

I(h < + o .
k=1 (nk>

I1 en résulte :

lim h_ (x) = O presque partout dans X
k-+co

(ctest-a-~dire sauf pour x appartenant a un sous-ensemble de X ayant une mesure

de Haar nulle).

Dans la suite, on appliquera le lemme 2 au cas : G = Q; , et G = VE(Q)+ (e
cas G =R’ de cette propriété est utilisé dans la démonstration du théoréme de

Koksma) .



2. Equirépartition d'une suite d'applications de Qp dans R/Z .
2.1. = On se propose de démontrer les résultats suivants :

THECREME 1. ~ D désigne un disque de Q . Soit {f} (m=1,2, ce.) une

suite d'applications continues de D dans LQD . Pour tout couple (m , n) d'en-

tiers positifs, on note F 1'application f

fl,7l eI T

de N x N (ensemble des couples d'entiers positifs) contenant les couples (m n)

~ L . K désigne un sous-enserble

tels que m=n, et X désigne le nombre d'éléments (m, n) de X tels que :

sup(m , n) <N . On suppose les deux conditions suivantes vérifiées :

(1) 81 (m, n) # K, quels que soient x et y €D

A
m,n
F x) - F )= lx -
o) = F G = -yl
ol Am,n e Z et vérifie Am,n >+ o quand sup(m , n) > + o .

(2) Il existe une suite croissante {m, } (k=1,2, ...) d'entiers positifs

tels que
Nk+l +® KN
lim = =1 et ) —— <+ cw.
kst T k=1 I

Alors la suite {Hp(fn(x))} (m=1,2, ...) est équirépartie dans R/Z pour
presgue tout x de D .

La condition 2 est équivalente & la condition suivante
o Ky
2 3
N=1 x§

'<+mu

THEOREME 1 bis. - Dans 1'énoncé du théoréme 1 on neut remplacer Ja condition (1)
par la condition plus faible (1 bis) (¥) s

(1 bis) Si (m, n) € K, il existe une pertition :

J(m,n)
D = U D
j=1 m,n
dujdisque D en un nombre fini J(m , n) de disques disjoints Di s, de rayon
s

11,1 . .
’7, tels que, quels que soient x et ye Di 0
s

AS

7y n ) - Fin,n () =2 " e -y

Xy o cr -
(") & 1a suite diune remarque de Y. AMICD .
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ot /\1‘?:1,][1 e Z, et

Inf (M +nd ) 5+ quand sup(n, n) -+ .
. m,n  m,n
i=l,...,J(m,n)

COROLLAIRES du théoréme 1.

(1) La suite {Hp(xen)} (6 e Qe Ielp > 1) est équirépartie dans R/Z pour

presque tout x de Qp .

(2) La suite {Hp(?\xn)} (A e Qp , M #£0) est équirdpartie dans R/Z pour pres-
que tout x de Qp tel que ]x]p> 1.

Remargues 3

1° 8Si © est un élément de l'ensenble SEO

pg , et s1 x est un élément algébri-

que o du corps Q(B) tel que
- p¥a soit entier algébrique (ae Z) ,
- tous les conjugués de a (dans Qp ) aient une valeur absolue p-adique < 1 5
alors
Hp(a@n) -0 quand n > = .

Pour les norbres p-adiques x de cefte forme, la suite { Hp(x@n)} n'est donc pas
équirépartie.
RO S8i A =1, et si x est un élément de Sggg R
Hp()ocn) -0 quand n - w ,

la suite {Hp( x")} n'est donc pas équirépartie.

2.2 Démonstration des théorimes 1 et 1 bis. - On utilise les sommes de Weyl

relatives 3 la suite {Hp(fn(X))} :

M
1 < .
oy (%) _I-\‘nil exp(ZMka(fn(x))) (ke Z, k#£0).
Dtoi ( | | désigne la valeur absolue dans © ) e

[ON(X) ]2 :é— + % 5 cos(27tka(Fm,n(x))) .

i
m,n

T = me§ D _27_ 5
N 1<m<ngl
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im,n = /D cos(ZHka(Fm’n(x))) ax ,

et mes D = ph (hez, ph étant le rayon du disque D ).

Pour tout couple (m , n) :

Soit un couple (m , n) n'appartenant pas & 1l'cnsemble exceptionnel K , et suppo-

sons que 1l'aprzlication Fm n vérifie la condition (1 bis). Notons :
b

= [ coslemii,(F, () ax .

m,n

J .
mn . m,n
4 j=1

on a 3

Soit x? n centre du disque Dg1 n c'est-a-dire :
b s

. . hj
Dfn’n:{x s |x _Xi]n,nlps m,ny -,
On pose : . —hj
X = Xg‘l,n +p m,n &
°t R --hj /\j +hj .
Ponla e PRE) p R MR oel (@) .

La condition (1 bis) entraine, pour tout § , n € Zp ,

03 L&) =0d )| =5 -l -

L'application @i , est donc icométrique dans Zp . Or :
84

. he -A'] _j
igl,n =p BH /Zp COS(ZJ'Cka(p MR DT (E))) a8
1 A ]
=p ™™ [ cos(anH_(kp ™ ™Pe(g))) & .
Zp p

11 résulte du lemme 1 (§ 1.3) que 1'intégrale :
Al
J, expl2amd (p T TTe(g))) ag
p N

est égale & 0 si A +nd - X >1, et égale & 1 dans le cas contraire (own
m,n m,n



note fk]p =p X ). D'od le méme résultat pour 1'intégrale ii 0 *
H
. . A] i d
Par suite, si Am,n + hm,n XxX=>1, lm,n =0.
Par hypothése
~ Iof Ai,n + hi,n > + © quand sup(m , n) = + @
J=l,., .,J(m,n)
clest-d-dire : 3 un entier v(x) tel que
_ Ad J ]
sup(m , n) > v(x) = - Inf n * hm,n >1+Y
j=l,eee,J(m,mn)

L'inégelité précédente est donc vérifide pour tout couple (m , n) non dans K,
sauf éventuellement pour les couples tels que sup(m , n) £ v(X) : le nombre de ces

couples est majoré par v(x)~ .
On a donc ii L, =0 pour tout j=1,2, ..., 3@, n) (et par suite

I
1,70 ) pour tout couple (m , n) non dans K , sauf peut-8tre pour v(x)2
b

d'entre eux. I1 en résulte :

< DE + L 2+ .
Ly < mes (N = (X)™ + Ky))

C'est-a~-dire, puisque KN >N

Considérons la suite {Nk} de la condition (2). On a :
Z < 4+ o,
k=1 Ink
D'oli, en utilisant le lemme 2 (§ 1.4) avec G = Q; :

. 2
lim ]qN (x)|* = 0 pour presque tout x de D .
ko k

Soit N un entier positif quelcongue. Il existe un entier k , et un seul, tel que:

I £N <N
Ik LN 1\!k+l
( ) Nk ) 1 N1<;+J.
o (x) =—=—=o0o_ (x) +—= exp(inkH_(F X .
N N m.k i n:NZk+1 Xp( p( m,n( )))
Dtol :
N N - N N
o (x) - Lo (x)] g KL K kel
N y o Ny N Ny

et :
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T N N
i k+1 k+l .
la () | € = Jog @]+ === - 1] < oy )]+ 2= -1
N T i N, T,
D'aprés la condition (2)
Nk+1
l N 1] >0 quand k » + = .
k

Si x est tel que ION (x)| >0 quand k » + o , quel que soit I s
k

ION(X)] > 0 quand N - + o .

Par suite, IGN(x)f - 0 quand N » + » presque partout dans D . Le théoréme

1 bis est donc démontré.

Pour achever la démonstration du théoréme 1, il suffit de remarquer que la con-

dition (1) est un cas particulier de la condition (1 bis) :

Jm, n) =1 W =h A=A,
m,n m,n m,n

2.3 Démonstration des corollaires du théoréme 1. - Le corollaire 1 est immé-

diat : en effet, si 1l'on pose fn(x) =x0" , on a
- (el pn
I‘m,n(X) - X(e -0 ) ’
d'ot, si m £n s
- _ gl an
lFm,n(x) - ﬂm,n(y),p = 6" -8 ‘p Vx,ye Qp

o |6 - 6% =¥ sup (m,n) (si ]elp = p% ). La condition (1) est donc vérifide.
L'ensemble K se compose uniquement des couples (m s n) tels que m=n § c'est-
a-dire KN =N.

Pour démontrer le corollaire 2, on pose fn(x) = Ax" . Soit D un disque quel-~
conque de rayon 1 , non contenu dans Zp . Soit pk (k > 1) 1la valeur absolue

p-adique des points de D . Soit Yy - X =px, ou la]pSI .Ona, si x£y:

n n n
y =X _'§S (n) Xn-£ £-1 2-1
- = P a .
yox gt
Onpose : [n|l_=p~, |o| = p—x , Im]_ =p™ . De 1a relation
P 1Y b
-P < -
) =p avee P= 2 [Z]-[&]- 2ty
p . i i i
i=l p P 9]

résulte :
‘(?)lp < p—(v—x) 8i v> A .



On a donec, dans tous les cas,

(GRSl

Comme pxsz = AL L2 -3 pour £ >2 , ona:

(D, € ™72 pour ¢ 22
Donc
l(n -t 2—1 8 ll —v+1’,— 2+(n-L)k _ p(n—l)k—v—(E-l)(k-—l)-l
e b4
or ( )
ny n=l; _  (n-1)k-v
1) =7 =p .
Comme ¢ >2, k>1, il en résulte :
(@ S T < 1D T Rstsn) .

*"n»

D'ol, pour tout couple x , ye D avec x £y

n n
- ! -1 -1 k=
lz}‘%‘lp = ot o plamt)iy
De méme
o0 -1 -1) k-
| = ™ = plmtt
y p P

Donc, si (n=-1)k -v£A(m-1)k-p,et xZy dans D :

| m,n(x) - Fm’n(y)l ) Iym . ) yn _ Xn’ Am,n
' X -y P~y -X y-X'p
o A _=sup{(n~-1)k ~v, (m~- 1)k - u} . Ceci entraine :

m,n

log n log n
A > - 1)k ~ 1 - 1)k - —==1}.
m,n > Sup{(n - 1) T 3’ (m - 1) Tog p}

La condition (1) du théoréme 1 est donc vérifide.

L'ensemble exceptionnel K est constitué d'une part des couples (m , n) tels
que m=n , d'autre part des couples (m , n) tels que
nk = v=mk -
c'estsd~dire k(n -m) = v - p .

Supposons n >m , et |v - p]p =7 Y. 0nac:

v - = kep' (ot |2] =1)
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On en déduit successivement : v>r , p>r, puis pu =7r . A une valeur de
V -l correspond donc une seule valeur de p et une seule valeur de v . Or v
étant fixé, il existe o(v) entiers n' , tels que n = n'psz et |n' ‘p =1,
et 1'on a :
o) < 5 .
p
V ~p et n étant fixds, le seul choix possible pour m est : n - Bpr . Le nom-

bre de couples (m, n) (m<n) tels que k(n -m) =v - p , est donc majoré par

[10g N]
Tog p o N

>3 o(v)\<Z[-—v-< —
v=1 v=l p p

Par suite
|
Ky <N« 2-J§_—
Ky = o@) .

La condition (2) du théoréme 1 est donc vérifide.

3. Equirépartition d'une suite d'applications de Ve (Q) dans (R/Z)C(E) .

3.1. - Dans le § 3, on étudiera 1'équirépartition dans (R/Z)" ( r entier

> 1, dans la suite r = ¢(E) ) de suites vectorielles. On rappelle la définition

suivante : La suite vectorielle {(u 10t )} (h=1,2, ...) (u ER/Z\
3
est équirépartie dans (R/2)T si, et seulement s:., quels que soient les R2r réels

a, , p; avec O$ai<ﬁi\<l (1gigr),
via, , B, , N) T

Notoo N i=1

ou v(ai B s N) est le nombre de termes de la suite vectorielle {(un i)} véo
rifiant ’

ngN et un,ie(ai,ﬁi( mod 1 1=1,...,01).

Une caractérisation des suites vectorielles équiréparties dans (R/Z)T est don-
née par le théoréme de Weyl ([3]) : {(un 12 cee s Uy r)} est équirépartie dans
(R/Z)* si, et seulement si, pour tout sy;téme (k1 R .. , k:r') d'entiers
£, ...,0,

, N

lin = § exp(21ﬂ:(k u + eeo +k_u _))

Moo N 1imq n,l r n,r

O .
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Remarques.
1° 81 la suite vectorielle {(un i)i—l r} (n=1,2,...) est équirépartie
T . U o ,
dans (R/Z)” , alors la suite de réels v, U g+ oees ¥V un,r} (n=1,2, ...),

ol (vl s eee vr) est un systéme d'entiers # (0, ... , 0) , est écuirépartie

dans R/Z (corme on le voit en utilisent le critére de Weyl dans le cas r = 1 ).

2° Le fait que la suite de réels {un i} (n=1,2, ...) soit équirépartie
b
dens R/Z , pour tout i =1 s 2 4 ooo , T , n'entrafne pas que la suite vectorielle

{(u, ;) } (n=1,2, ...) soit équirépartie dens (R/Z)T .
b4

i:l,..,,r
3.2, - On se propose de démontrer les résultats suivants s

THECREME 2. - Soient D un compact de. VE(Q) défini par :

D={xe VE(Q) N Dp , pek}

ol D est un disque de Qp si p#A0, et, dans le cas od (0) €E , Dy un

segment (a , b) de R .

Soit, pour tout p € E , une suite {fn p} (n=1,2, ...) d'applications
- b

continues de Dp dans Qp vérifiant les conditions du théoréme 1 (ou 1 bis)‘gi
p # (0) (l'ensemble I sera noté Kp et K. mnoté K 5 ), et les conditions
A 9

du théoréme de Koksma si p = (0) s

Alors la suite vectorielle {(H (f (x)) eE} m=1,2, ...) est équirdpar-
. c(E®) p n,p p'p
tie dans (R/Z) pour presque tout x de D .

COROLLAIRES du théoréme 2.

(1) La suite vectorielle {(Hp(xp ég))péE} h=1,2, ...) (on ep € Qp s
Jeplp > 1 pour tout p € E ) est équirépartie dans (R/Z)C(h) pour presque tout
x de VE(Q) .

(2) La suite vectorielle {(Hp(?\.p xg))peE} (n=1,2, é°°> (ot Aﬁ € Qp R
Ap Z 0, pour tout p € B ) est dquirédpartie dans (R/Z)c( ) pour presque tout x

de VE(Q) tel que :

inf |x | >1.
pek

Remarques.

1° 81 6 est un élément de Séo) » et 81 x est un élément algébrique o de

1'annean QE[G] (ef. [R]) tel que o soit racine d'un polyndme
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n
Ax) = (Ti pP)x° +a 1 2. ag (n , a, e2),

dont les racines différentes de ap dans C¥ aient une valeur absolue p-adique

£1 si peE  , alors
eO(aen) >0 quand n - + »

Par définition

n 1 <~ n
so(ae ) = Ho(ocO 8y - AL!_ Hp(ap ep) (mod 1) .

La suite vectorielle {(H (a@n))peE} (n=1,2, ...) n'est donc pas dguirépar-
"
tie dans (R/Z)C(“) (remarque 1 du § 3.1).
(0)
SE

2° 31 x est un élément de ,

so(xn) >0 quand n - + « ,

I1 en résulte que la suite vectorielle {(H (x7)) .} n'est pas équirépartie dans
(r/2)°(®) P

3.3 Démonstration du théoréme 2. - On utilise les sormes de Weyl relatives

a la suite vectorielle H (f X
L2, 6e)) )

N
(x) == 2 exp(Rin I k_ H (f X k €2 et (k 0, «o. , 0)) .

oy T2 xp( & olfn p(x))) (e (k) per # (0, , 0))
D'oli, en notant F =T - f :

n,n,p n,p n,p

2
x)] —-— +—_— 3 cos(@n 2 k_H (F (x))) -
W2 1gmengl peE P P mn,pp
On pose :
2
IN:/D oy () [© ax
D'ou
IN _ mes D +_§L 5 5
I N ) LCm<ngl Mo B
avec
i =/ cos(Rn } k_ H (F (x))) d=x = / cosn J H (k F X
mn - D pel P p myn,p p pER (p m,n ,p( p)))
Pour tout couple m, n :
lm,n’s mes D

on notera

3 / exp(2in Y H (k. F (x))) dx

m,n - pek P p myn,p D
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On a (§ 1.2)

I pQE /p exp(RinH (kp - A’p( p))) dx, -

Comme (kp)peE A0, ..., 0), il existe un indice p de E tel que kp £0 .

ler cas p£0 . -Si (m,n)%Kp:

exp(RinH_(k_F x)))dx =0
Z; p( P( P m,n,p( p P
P
sauf au plus pour v()(p)2 couples (m , n) (cf. § 2.2). Pour les mémes couples
(m, n) ona: am,n = 0, et donec lm,n = 0 . I1 en resulte :
1 1 2
L mes D= + — (v + K,
Iy € mes Dl 2 Oplp)™ + By o))
D'ou
1
= O(— .
IN (N2 KN,p)

La démonstration s'achéve comme celle du théoréme 1 bis, puisqu'on peut appliquer

le lemme 2 au groupe G =V Q"

2¢ cas p = (0) . - En utilisant, comme dans la démonstration du théoréme de

Koksma le 2e théoréme de la moyenne, on trouve :

1 1
Ijb cos(2nk F O(XO)) dx, | € —T‘“T max {Ft O( a) * F! 1, O(b)} )
De méme
1 1 1
in(2 ) dxgl € T (&)’ ® . (n)
[y stn(@ig By 00)) @xpl < oy mam oy b
Dtou
. 1 L
]jbo eXp(ankO Fm,n,o(xo)) dxol r——T e | Fﬁ n O(a) ’ Fﬁ,n,o(b)}
et

. 1
llm,n‘ < ‘aﬁ nl N —ﬂT‘kO[ (pDE mes Dp) ma-X{ m o O(a) ) Fﬁq’n’o(b)} .

I1 en résulte, comme dans la démonstration de Koksma :

mes D V2
Iy < T 7 |k | (pQE— mes Dp) By

ol ANS%“ + log N) .
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Soit N, = 12 (k=1,2, ...) . La série de terme général INk converge. I1

suffit alors d'appliquer le lemme 2 au groupe G = VE(Q) : il en résulte
IQN (x)| 0 quand k - « pour presque tout x de D .
k
La démonstration s'achéve comme dans les cas déjd traités.
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