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Séminaire DELANGE~PISOT 10-01
(Théorie des Nombres)
5e année, 1963/64, n° 10 24 février 1964

FQUIREPARTITION DANS R ET DANS 2
ET EQUIREP:RTITICN SUR z,

par Jean CHAUVINEAU

I. Définitions et critéres.

1, Notations.

N,2%2,Q, R désignent respectivement l'ensemble des entiers naturels ou nul,
1'anneau des entiers rationnels, le corps des rationnels, le corps des réels.
Zf 5 Qf 5 §+ désignent respectivement l'ensemble des éléments >0 de Z ,Q , R«

I désigne 1'intervalle fermé (0, 1), p dénote un nombre premier ; ép dési-

gne l'anneau des entiers p-adiques.

Si x est un réel, [x] désigne sa partie entiére, {x} sa partie fractionnaire

et [x]* 1le plus petit entier rationnel > x , de sorte que
[x] gx<[x]+1, [x]*-l<x§[x]*, [x] + {x} =x.
Si de plus w est unrédel >0, xw(x) désigne le reste (mod w) de x , défi-
ni par
X = rw(x) (mod w) et 0« rw(x) <w

de sorte que {x} = r, (x) « On pose selon l'usage

e(X) ___82171:}(.

Les suites étudides sont toutes des suites numériques réelles (un) , oudes
ez
suites numériques entidres rationnelles (an) .3 elles seront appele’és, par abus
n€Z
de langage, la suite u, ou la suite entiére &, « Les suites numériques entiéres

p-adiques (ocn) , seront seulement mentionndes.
n€z

2s Définition 1 .

Etant donnés une suite u, s un entier naturel N , unréel w>0 et un ensem-
ble Ec (0 , w) , le nombre des termes u, » tels que rw(un) eE et.1l <ngW,
est noté (N , E) uw « 51 a, B sont deux réels, tels que 0L a< B < w, on pose
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(N ’ Ea ’ ﬁ[)l(lw) = (N s Oy B(((;) a

Ltindice supérieur (w) est sous-entendu lorsque w = 1 .

La suite u = est dite équirépartie (mod w) [e. r. (mod w)] dans si, et

B
w

seulement si, pour tout couple (a , [3) de réels tels que 0ga < B s ON &

W, a, ()
(1) lim PP = £ 5 z.
Newo N

Lorsque, de plus, la suite u est répertie sur (0 , w) y on dit qutelle est
équirépartie sur (0, w) . Pour que la suite u, ~soit e. r. (mod w) ,.il1 faut

et il suffit que la suite W, +C oh c€ R, le soit,

3. Critére d'équirépsrtition (mod w) dans R , ob w réel >0 «

3¢le — Solent a ; b deux réels telsque 0<a<hb <1, d'oh 0gwa<wbgo.
Pour que 1'on ait wa < rw(un) < wb , il faut et il suffit que 1lton ait

r, (un)

w

n
= {——f <
a < {w} b,

de sorte que

@, wa, wb(éw) =0, a, b[u/w

I1 en résulte que, pour que la suite U soit e. r. (mod w) , il faut et il suf-
U,

fit que la suite -(rl;l- soit e. r. (mod 1) . Dés lors, l'application du 2e critére

de Weyl donne le théoréme suivant

THEOREME 1. - Soit W réel > O ; pour que la suite u soit e.r. (mduw ,

il faut et il suffit que, pour tout entier h e 3* , on ait

) LY ol
2 limz2 el —2) =0.
N*poNl w

342+ = Le critére (2) montre aussit8t que si la suite u, est e.r. (mod w)

elle est aussi e. r. (mod _c._ok_) pour tout k€ ?f .

4e Défini'bion 2e

Soit Ec R . La suite u  est dite 4quirépartie (mod E) [e. r. (mod E)]
dans R si, et seulement si, elle est e. r. (mod w) pour tout we E .
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Si la suite u  est e.r. (mod E) , elle est aussi e. r. (mod E/k) pour
tout ke Zf o En particulier, si la suite w, est e. r. (mod §+) , elle est
aussi e. T (mod §+/k) pour tout ke Zf y donc elle est e. r. (mod Qf) o« On

voit ainsi que les notions d!'équirépertition (mod AZf) et d'équirépartition

(mod Qj) sont équivalentes.

Ae AMMANN [1] introduit les suites ee r. (mod Z:') sous le nom de suites tota~-

lement équiréparties.

5, Critéres d'équirépartition (mod §+) , (mod §+) dans R .

5¢le = h étant fixé, quand w parcourt §+ [resp. Qf 1 % parcourt aus-—

si R [resp. Q' ] ; dds lors, le critére (2) donne :

THEOREME 2. - Powr que la suite u, soit e. r. (mod Bf) [resp. ¢ (mod Zf) 1,

i1 faut et il suffit que, pour tout pe R [resp. : pe Q" ], on ait

N
.15 _
(3) 1%.3;21—\1-21 e(p un) =0.

5¢2. - Le critére (3) rontre, per exemple, que la suite A , ob A réel ir-
rationnel, est e. r. (mod 'Zf) s mais cette suite n'est pas e. r. (mod §+) ’
car le critére est évidemrent en défaut pour p = ;; « Dans les mfres conditions,
si ke Z -{0}, la suite kiM} est e. r. (mod |k|) , mais n'est évidenrent

pas ee. r. (mod gf) .

On verra plus loin (cf. III -~ 1) qu'il existe des suites e. r. (mod §+) .

6. Définition 3.

Etant donnés une suite entiere & deux entiers naturels N , m , et un entier
k telque 0Lk m~1, Ie noubre des ternes a tels que a, = k (mod m)
m
et 1<ngN, estnoté (¥, k)é) .
La suite entidre a  est dite gquirépartie (sad m) [e. re (20d m] dens 2

si, et seulement si, pour tout entier k tel que 0g<kg<m=-1, ona

(4) 1im 2
Nopo N

215 (I. NIVEN [6]) .

Lorsque, de plus, la suite a  est répartie sur fo,1, 40 y,m=1}, on dit

qu'elle est équirépartie sur {0 4, 1 , eeo , m=~ 1},
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Toute suite entidre a, est e.r. (mod 1) , car (@ , 0) Egl) =N ., Pour que la
suite entiere a, soit es re (mod m) , il faut et il suffit que la suite entid~

re an+h,oﬁ heZz , le soit.

7. Critére d'équirépartition (mod m) dans Z , ou m entier >2 .

7.1, THEOREME 3. = Soit m entier > 2 ; pour que la suite entiére &, soit

€e ro f(mod m) , il faut et il suffit que, pour tout entier h tel que lghgm-l,

on ait
1 N h ea.,ﬂ
(5) ;}im ﬁ-% e(~==) =0 (4. DELANGE [4], S. UCHIYAM: [8])
~300

Une formulation équivalente de cette condition nécessaire et suffisante est im-

médiatement ¢ pour tout entier h non multiple de m, on a (5).

Formons, pour tout he Z :

N h a

13 n =@, K hk
© N-nile(m>_ kzo_'i'“”e('ﬁ')

La condition annoncée est nécessaire car, si la suite emtiére a est e.r. (mod m)

et si lghgm~1, le 2¢ membre de (6), quand N - « , tend vers

m‘li e(-@i) = E_—m——e(h) =1 =0
ke 1 m me(qu'ﬁ)—l

Réciproquement, supposons la condition satisfaite ; alors, pour 1 ghgm=-1,
le 2e membre de (6) est ©(l) quand N - « ,
Pour tout couple (k , £) d'entiers tels que O Skf&m-1 et 0 gn=-1,

on a
ek =) -1 _ .
m=1 (k-—z)h K - T l-—-o S.'Lk/éz
2 e (=) = ety -
h=0 i .
i} si k=1¢

Multipliant par (N , k) (m) s pour k=0,1, ., , m=-1, et ajoutant membre &

membre, on obtient

m-1 m=-1

m , ) ® 23 @, n® 3 o (U= t)hy
k=0 h=0
m-1

1

1
hz.o ol %-n}l) 1?4 W, x (=) o (D
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de sorte que

1
n@ , @ gy mi e(-%—n}-l-) o) = N + o)
h=1

@
quand N - o . Il en résulte que -(-1\1—-2-1;)——--; = quand N = « , et cela pour tout

£ telque 02 gm-1 3 done, la suite entiére a est e r. (mod m) , et
la condition (5) est suffisante.
Dtailleurs, la théorie de 1'équirépartition sur les groupes compacts (cf.
P. EYMARD [5]), appliquée au groupe additif abélien discret 2/(m) des entiers
(mod m) , dont les cardetéres sont X, (k) = e(%g-) y 00 h,k=0,1,..0,m=-1,

fournit immédiatement le critére (5).

7e2¢ - I. NIVEN [6] a remarqué que la condition nécessaire d!équirépartition
(mod m)

lg 8'n
lim = e(--— =0
N%N 1 n

qui, d'aprés le théoréme 3, est suffisente lorsque m =2 , est encore suffisante

lorsque m=3 , mais n'est plus suffisante lorsque m= 4 .

7.3. = Le critére (5) montre aussitét que si la suite enticre a, est e. Te
(mod m) , elle est aussi e. r« (mod m') pour tout entier naturel m' diviseur

de me.

Mais I. NIVEN [6] établit que, étant donnds deux entiers naturels m , m' tels
que m!' ne soit pas diviseur de m , il existe une suite entiére a, qul est

ee v+ (mod m) sans 8tre e. r. (mod m') .

7e4e - Le critére (5) montre, par exemple, que la suite entiére kn , ou Ikl
est un entier naturel tel que (|Jk| , W =1, est e.r. (modm . Pour |k| =1,
il en résulte que la suite entidre em , ob € = = 1 , est ee r. (mod m) pour

tout me§+ .

8« Définition 4.

Soit E cg.f' . La suite entidre a ~est dite équirépertie (mod E) [e. r. (mod E)]

dans Z si, et seulemdnt si, elle est e. r. (mod m) pour tout me E .

Si la suite entiére a est e. r. (mod E) , elle est aussi

eere (mod {m'|(3 m(m|meE)}) .
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9s Critére d'équirdpartition (mod Z2*) dans Z .

9¢ls - Quand h parcowrt {1 ,2, ... , m=1} et m parcourt {24.34000ly
% parcourt 1l'ensemble des rationnels p tels que O0<p <1 3 dés lors, le cri-

tére (5) donne le théordme suivant

r A N
THEOREME 4. - Pour que la suite entiere a, gsoit e. r. (mod Zf) , 11 faut et

il suffit que, pour tout rationnel p € O ’ 1( , on ait

iy
(7) limiZe(p a) =0,
L n

N
N—-)oo .

Une formulation équivalente de cette condition nécessaire et suffisante est im~

médiatement s pour tout rationnel p non entier, on a (7) (S. UCHIYAMA [8]).

9+2. - Le critére (7) montre, par exemple, que la suite entidre [%] , Ou

Q€ Z = {0} , est esr. (mog §+) ; en effet, supposant pour fixer les idées ¢>0,
on a partout pE€ R, quand N - o

; )
2elplZ)) = 0(1) +q 2 el
1 1

i

et pour tout pe JO, 1(, dtoy e(P) £#1 , on a s

e(P) - 1|

2 e (p[2) = o(1)
1 q

quand N -« , et

LY (ol
lim=2 e(P[=]) =0 .
Nowo ¥ 1 9

943+ - Les suites entidres €én +h , ou € = = 1 sy heZ , sont e. r.

: 2
(mod Z2°) , et X. NIVEN [6] montre que ce sont 13 les seules suites polyndmes en n
a coefficients entiers rationnels qui le soient.
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10, Définition 5.

Etant donnés une suite entiére p-adique a s deux entiers N e ;f et ke N
et un ehtier p-adique vy, M,y , k)a désigne le nombre des termes a. tels
1
que ’an_Y|p$;ﬁ' et 1<ngN.

]

La suite entiére p-adique a est dite équirépartie sur 'ép [es Te sUr gp

si, et seulement si, pour tout Yy € gp et pour tout k€N, on a

™,y ,k
(8) 1im @ ‘l}?
N-oo N

(condition d'ailleurs toujours vérifide pour k =0 ).
Cette définition s'applique en particulier aux suites entiéres 8, s puisque

o~

Z c —le o On sait d'ailleurs que Z est partout dense sur ~Z*p .

11. Critére d'équirépartition sur ﬂZ~p pour une suite entiére 8, e

11,1, - Soit y € gp s de développement de Hensel

P’ ot O ec.$p=-1 pour tout je N j;

J

de sorte que

Soit une suite entiire a . w,y, k)a est le nombre des termss a = tels

k:
que a =cl (mod pk) et 1<ngN; clest donc aussi (W , c') (p) e k étant

fixé, quand y parcourt 'Z~p » cf parcourt {04 1, saey p - 1} 3 dés lorsy
quand N - « , pour que

(’Y;)
N

-1
=5 x
P

pour tout « < «Z~p et pour tout ks &, 11 faut et il ecuffit que
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k
o, h)‘a(Lp) L
7%
P

N

pour tout k € T et pour tout entier h tel que O0<h<g pk - 1 3 autrement dit :

THEOREME 5. - Pour que la suite entiere a, soit e. re suUr *Z*p ¢ 1l faut et

n
il suffit qu'elle soit e. r. (mod y=~ -

11,2, = Il en résulte que : pour que la suite entiere a, soit €. Te sUr
—Z~p quel que soit p premier, il suffit gu'elle soit e. rs (mod §+) o Mais cette

condition suffisante n'est pas nécessaire j I. NIVEN [6] le montre en construisant

un contre-exemple.

IT. Relations entre équirépartition dans R et équirépartition dans 27 .

1, Propriétés préliminaires.

IEMME l. = Soient m , k deux entiers naturels ; si la suite w est e. I,

(mod m) , alors la suite entidre [k un] est e, r. (mod km .

Soit h un entier tel que O0<h< km=- 1. Pour que [k un] =h (mod km , il

1
feut et il suffit que h<ku <h+ 1 (mod km , ou encore %s u < 11-1*;— (mod m) ,
\ aa h h+ 1 .
clest-d~dire g r () < === . Il en résulte que

(km) 1 (N

Lo h+1l.(m 1
¥ @, nn =5 G =

’%’ k km quand N = o

et cela pour tout he {0, 1, ... , km~ 1} ; dohc la suite entidre [k un] est
€e Yo (mOd km) .

I1 s'ensuit que la suite entiére [k un] est alors e. ro (mod m) et e. r.
(mod k)
le2+ = En particulier, pour k = 1 , on obtient : si la suite S est es r.
(mod m) , alors la suite entidre [un] est e, r« (mod m) .

I1 en résulte que si la suite w est e. r. (mod §+) , alors la suite entiérs

[un] est ne. r. (mod §+) « Mais la réciproque est fausse ; par exemple, la suite
entidre [al—] o 00 g€Z ~ {0}, est e.r. (mod §+) (cfe I & 9.2), alors que la
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suite % n'est e. r. (mod m) pour aucun me ?f .
le3e - On vient de rappeler que la suite entidre [An] est e. r. (mod Z.f)
lorsque A e Z -{0} ; elle est aussi e. r. (mod Zf) lorsque A€ R - Q , car

alors (cfe I - 542) la suite An est e. re (mod Zf) . De fagon plus précise,

I. NIVEN [6] montre, & 1'aide d'une étude directe du cas o A€ Q , que @

THEOREME 6. - Pour gue ls suite entidre [An] , ob A€ R, soit e. r. (md3"),

il faut et il suffit que A€ R -0 ouague A ez -{0}.

Par ailleurs, Th. SKOLEM {7] a démontré -we tout entier naturel est de 1'une, et
de l'une seulement,des deux formes [L-%—é- k] , 2 1;\/.é-kj , o8 ke Z', et ce
résultat curieux a conduit Th. BANG [2] & étudier les propriétés spéciales des sui-

tes entitres [An] , o4 A€ R .

LEMME 2 = Soit k un entier naturel ; pour que la suite enticre [k un] soit

e. ro (mod k) , il faut et il suffit que les fonctions inférieure et supérieure

de répartition (mod 1) de la suite u , soient y = et S(-u , vérifient, pour
tout h €{0, 1, oo , k}:

) %u(%) :.)-(u(}l%) = % ¢

Puisque X, et iu sont croissentes sur I , une formulation équivalente de

cette condition est

N

Flod <y (0 <X, 00 < [ o 1.

u
Pour que la suite entiére [k un] soit e. r. (mod k) , il faut et il suffit

1
que la suite v =i [k un] admette la fonction de répertition (med 1)

X, = Do

(4 £ , \ l — 1
qui preésente un saut égal 3 T en chacun des points O , % 9 see k R - s de fa~-
gon équivalente, puisque v € "é/k s 11 faut et il suffit que 1'on ait, pour tout
he {0, 1, ... ,k}:
h ~ /h h
(10) X, ® =%, =1 -

1 s
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1
={v I+ E{k ut (mod 1) ;
' 1
puisque 0 {v }g i - et E{k u b << k , cette congruence entrafne
ful={v)+glcul
n n° =k n *

Soit h un entier tel que 1 <h< k., Pour que 1'on ait 0 < {un} < -1-}1- s 11

1 h 1
i i it = e <o
faut et il suffit que 1l'on ait " {k un} < {Vn} TR {x un} s OU encore, de

fagon équivalente, puisque v, € g/k , que 1l'on ait 0 < {vn} < -{-} « I1 en résulte

que, pour h =0, 1 , ese 4 Kk, on &

et
L® =x® et O =X .

Ces dernidres relations montrent que (9) et {(10) sont équivalentes, ce qui éta-

blit la proposition (qui ne présente d'intérét que pour k> 2 ).

2. Condition nécessaire et suffisante d'équirépertition (mod 1) , (mod Z°) dans R .

2.1, THEOREIE 7. - Pour que la suite u =~ soit c. r. (mod 1) , il faut et

. . . - . s . . + +
il suffit qu'il existe une application stricteient crolssante ¢ de Z dans 2

telle que, pour tout k € §+ ,» la suite enticre [y (k) un] soit e. re (mod ¢ (k)).
L'application du lemme 1 dans le cas particulier m = 1 montre que la condition
est nécessaire.
Réciproquement, si cette condition est satisfzite, on a dtaprés le lemme 2, pour
tout x€ I et pour tout ke gf :
k)xl £ Y. k 1
m[@U 1€ X, <X, mup()ﬂ m([@(k)XJ+ )

Quand k - , alors ¢(k) » et les inégalités précddentes montrent que Xy (%)
et )?u(x) tendent 1*an et 1l'autre vers x ; aingi, la suite Uy admet la fonc-
tion de répartition (mod 1) Xu(X) = x , autrement dit elle est e. r. (mod 1)

et la condition est suffisante.

2e2¢ -~ On a de méne :
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Pour que la suite w, soit e. r. (mod g+) » 11 faut et il suffit qu'il existe

une application strictement croissante ¢ de 77 dans &+ telle que, pour tout

~

k € §+ , la suite entiére [@(k)uq] soit e« re (mod §+) .

La nécessité de la condition résulte encore du lemme l. D'autre part, si cette

condition est satisfaite, étant donné me §+ , la suite entidre [nw(k)?iﬂ est
u

ee ro (mod me(k)) pour tout k € §+ , donc (théoréme 7) la suite 3?' est e. Te
(mod 1) ; puisqu'il en est ainsi pour tout me zf , la suite U, est e. T

(mod §+) y et la condition est suffisente.

3« Condition nécessaire et suffisante d'!'équirépartition (mod §+) dans R .

THEOREME 8, — Pour que la suite w soit e. r. (mod Bﬁ) , i1 faut et il suf-
fit que, pour tout t € §+ , la suite entidre [t un] soit e« r. (mod gf)

Si la suite u, est e. ro (mod §+) , le critére (3) montre que, pour tout
t € §+ y la suite tu, l'est aussi, donc la suite entidre [t un] est e. r.

+ = , .
(mod Z ) , et la condition annoncée est nécessaire.

Montrons maintenant que cette condition est suffisante. Posons, pour tout t € R
et tout ratiommel r e JO, 1( :

byl 5 1) ZCU{tu])—ZGQta)eﬂ-ﬁtu})

et

N
Byl 5 %) =%e(rt u) (@ -e(-rituld)

de sorte que

e(rt uh) = AN(r , b)) + BN(r , t)

g =

On a

|By(r , 8)] <

[1 ~e(-ritu | < 2m{t u WV < 2mrN

= M‘Z,‘

et dés lors

‘—Le(r‘bu)l INAN(I' , )] + INB x,t)) < ]NAN(I' , U] + 210
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La suite entidre [t u ] étant e. r. (mod Z+) , le critére (7) montre que
N by (r ,t) >0 quand N -« 3 donc, pour tout t & R et tout rationnel 1&)0,1(,

on a

_1

mlﬁ- (r‘tu)l 21r .

Soit p € §+ et prenons t = g avec O0<r <1 ; on a alors, pour tout t > p :

g

— N3

1=
lim ‘ﬁ e p un)l $

ce qui exige, puisque t est arbitrairement grand, qu'on ait
l\
1im -Z e(p un) =

1\—>oo 1

Comme il en est ainsi pour tout pé€ }f , le critére (3) mohtre que la suite u
+
est e. r. (mod R")

I1I. Conditions suffisantes d'équirépartition dans R et applications.

1. Condition suffisante d'dquirdpartition (mod R') dans R de Fejér.

lol. - Un théoréme classique de Fejér conclut & 1'dquirépartition (mod 1)
dtune suite f(n) sous des hypothéses sur f qui sont invariantes per homothétie
positive swr f ; d'aprés I - 3.1, il assure donc du méme coup 1'équirépartition
(mod R') de cette suite f(n) . Ainsi :

THEOREIME 9 = Si f est une fonction & valeurs reéelles définie au‘voisinage de

+ I - P
o et sur Z° , dérivable au voisinage de » , si mon Lim f'(x) =0 et si

lim x|f'(x) | = = , alors la suite f(n) est e, T (mod R M.

Il suffit d'ailleurs, pour 1l'établir directement, de reprendre une démonstration
classique du théoreme de Fejér a partir de la formule sommatoire d'Euler (cf. [3],
IIT - 1.2, pe 16-17, avec ici F(t) = e(pf(t)) , ob p € f; ) et d'appliquer le

critére (3).

1.2. -~ Il en résulte que : sous les hypothéses de Fejér sur f , la suite en-

titre [f(n)] est e. r. (mod Zj) , donc aussi e. r. sur ~Z~p pour tout premier p.
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1.3. - Application. - Prenant f(x) = A = ILogI3 X , on trouve que la suite
?\nalogﬁn,_@_ @y By réelset MAO, est e.r. (mdR) si

O<ac<l ou (=0 et p>1) ou (@a=1 et B<0)

Dans les mdmes cas, la suite entidre [An® 1ogB n] est e. r. (mod ?f) , donc

aussi e« r.o sur «Z“p pour tout premier p .

2. Condition suffisante d'équirépartition (mod §+) , (mod §+) dans R de

Van der Corput.

2¢le - En appliquant le théoréme classique de Van der Corput concernant 1'équi-
u
répartition (mod 1) d'une suite u, a4 la famille de suites 'C)E y OU W parcourt

}f [respe §+ Js on obtient un théoréme analogue concernant 1téquirépartition
(mod ’lj‘.f) [resp. (mod Zj) ] de cette suite u e Ainsi s

THEOREME 10. - Si, pour tout he Z° , la suite W - % est e.r. (mdR")

[resp, (mod ﬁZf) 1, alors la suite u, est e. r. (mod R") [resp. (mod z%) 7.

Les généralisations bien connues du théoréme classique s!'étendent de la mBme

maniére.
; . + .
2e2¢ = Il en résulte que : si, pour tout h € Z , la suite Yih ~ % est
+ . . + .
¢e ro (mod Z°) , alors la suite entidre [un] est _es. r. (mod Z') , donc aussi

€e I'e SUr Zp pour tout premier p .
e ettt e

2¢3. - Applications.

8 L'argument classique permet d'établir, & 1'aide du théoreme 10, que :

Si P est une fonction polynBme 4 coefficients réels de degré > 1 dont 1'un

au moins des coefficients, autre que le terme constant, est irrationnel, alors la

suite P(n) est e. r. (mod '7;) .

On le montre d'abord dans le cas oh le coefficient, soit &, s du monfme de plus
haut degré dans P(n) est irrationnel, en remarquant que la propriété est alors
vraie powr r =1 (cf. I - 5.2) et en achevant par récurrence sur r 3 puis on
traite le cas ol 2, est rationnel en distinguant le premier coefficient ireation-
nel, soit a, s figurant dens P(n) .

L'éhoncé précédent se déduit d'ailleurs aussitdt de 1'énoncé correspondant rela-

tif & 1'équirépartition (mod 1) de la suite P(n) en notant que les hypothéses
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sur P qui y figurent sont invariantes par homothétie positive rationnelle sur P .

P . e +
Dans les mémes conditions, la suite entidre [P(n)] est e. r. (mod Z2°) , donc

aussli e. re sur ET pour tout premier p .

be En combinant 1'application III - l.3 précédente pour B = 0 avec le théoréme
10, on obtient :
. a " . + + +
La suite A" , oh AeR~-{0} et aelR -2 ,est e r. (modR’) . Dans

. . ° PN - + .
les mmes conditions, la suite entidre [An®] est e. r. (mod %2") , donc_aussi

€e¢ Pe SUr gp pour tout premisr p .

3. Condition suffisante d'équirdpartition (mod g+) dans R presque partout de

Koksma.

3¢l. = Un théoréme général classique de Koksma conclut & 1'équirépartition
(mod 1) d'une suite paramétrée f (t) pour presque tous les t e (a, B) sous

des hypothéses sur f qui sont 1nvarlantes par homothétie pos:.tlve sur f 5 en
£ (%)
1l'appliquent & la famille de suites _-F7"" ot k parcourt g s on voit, puis-

qulune réunion dénombrable d'ensembles de mesure - £ nulle est elle-méme de

mesure - £ nulle, qu'il assure du méme coup 1'équirépartition (mod §+) de cette

suite fn(t) pour presque tous les t €(a ,B) .D'autre part, les hypothéses Ffaites
sur fn sont également invariantes si 1l'on effectue sur 1'indice n une permuta~

tion de gf ; une telle permutation g étant choisie, le théoréme classique assu~

re donc finalement 1'équirépartition (mod §+) de la suite fg(n)(t) pour presque
tous les t€ (a , B) . Ainsi : '

THROREME 11, ~ Soient « s B » ¢ trois nombres réels tels que a<fB et ¢> 0,

s0it g une permutation de & s €0 soit une sulte fn de fonctions a valeurs réel-

le 8 définies swr (a ’ p] « Si la fonction Oq,r = fq - f} , 00 q#£r, est dé-

riveble sur (a , p) , si sa fonction dérivée ¢' est monotone et de signe cons-
q,r

tant sur (o , B) et si (t)l ¢ sur (o, B) , alors la suite fg(n)(t)

est e. r. (mod §+) pour presque tous les t € (a ’ p]

Il suffit d'ailleurs, pourl!étsblir directement, de reprendre la démonstration

habituelle du théoreme de Koksma (cf. [3], IV - 1,1, p. 21-24, avec ici
N

ON(t) = ﬁ- e(pf (t)) , o pe Q") et dtappliquer le critire (3) ; l'ensemble

des te [a » B) pour lesquels ce critdre se trouve éventuellement en défaut est
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une réunion dénombrable d'ensembles de mesure - £ nulle, donc est lui-méme de me-

sure -~ £ nulle.

342 = I1 en résulte que : sous les hypotheéeses de Koksma sur la suite de fonc-

tions f_ , la suite entiere [f )(t)] est e. r. (mod g&) nour presque tous

gln
les te (@, B) , donc eussi e. r. sur tous les ép pour presque tous les

te (a, f).

3¢3e = Applications. - Indiquons seulement les extensions sulvantes de deux

résultats métricues simples :

as Soit A réel tel que |A| > 1 ; pour presque tous les t réels, on a a le

fois ¢
1° La suite tA" est e. r. (mod §+) H

2° La suite entidre [tA®] est e. r. (mod §+) et e. r. sur tous les zp .

be. Soit A réel non nul 3 pour presque tous les t réels tels que |t] > 1,

on aa la fois :
10 La suite A" est es r.  (med §+) s

2° La suite entidre [At%] est e. r. (mod gf) et e. r. sur tous les Zp .
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