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ENSEMBLES FERMÉS DE NOMBRES ALGÉBRIQUES

par Mohamed AMARA

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
5e année~ 1963/64, n° 8 27 janvier 1964

Introductiono

L’étude d’emsembles de nombre s algébriques se ramènent; suivant une idée due à
Salem à celle de familles de fractions rationnelles appartenant au corps Z 

Nous serons amené dans la première partie de cet exposé, à étudier une famille
remarquable de fractions rationnelles et d’ en tirer dans la seconde partie des

conclusions concernant certains ensembles de nombres algebriques, en particulier
S en nous servant de la topologie de R et en nous servant de la topo-q q
logie Q 

P 
o

le Familles compactes de fractions rationnelles

Définitiono -- Nous désignons par F (q , k , 03B4) une famille de fractions ration-

nelle s cp ~ ) _ z - A ~Z) telle que . .

1° A et Q polynômes à coefficients entiers ; A~0) ~ 0 et Q (0) = q ~ 0
fixe.

2° Q (z) possède dans 1 au plus k r 0 zéros tous situés dans la cou-

r onne 0  ~ ~ ~ z ~ [  l ~

3° ) ç (z) ( $ 1., ) z 1 w 1 ~

. ’,

THEOREME I. - J(q , k , 03B4) est wn ensemble compact pour ia convergence uniforme
sur la sphère de Riemann dans tout compact situé dans z I  1 .

Démonstration.

A. Dans la première partie nous montrerons que nous pouvons extraire de la
famille c~ (z) une suite qui converge uniformément sur la sphère de Rie dans
tout compact dans fi z ~ 1  1 vers une fraction



B. Comme a*j et q*j sont des nombres rationels dont le dénominateur ne 
J J

tient comme facteurs premiers que les nombres premiers divisant q , pour que
. 

et q*j soient entiers, il suffit que

(A) zn pour z ~ 1  b a

Posons

é étant le s rac ine s de Q (z) , 03B4  1  l

j [ 0 , ) 1J

Nous pouvons extraire des familles ] et f des suites telles que :

Donc tout compact situé dans 1 z [  b ~ (p converge uniformément vers ~ ~ De
plus (p (z) est méromorphe dans )z) (  1 et bornée au voisinage de |z| 1 = 1 .

* : E u* zn ou u*n = lim un ~ u = u* à partir d’ un certain rang

( qn+1 u == entier) .

Dn = D* à partir d’un certain rang.

Or 2n+1 D est un entier ~ D* = 0 (quand on est assez loin dans lan n

suite) .

*

Ainsi 03C6* = A et en appliquant un résultat de Fatou, nous avon s
* .. *~* ~ E a: z~ q~ â _ entier

J a

Q* = q + E . zj 
’ 

q*j ^ entier



en faisant tendre z vers un point de ~z~ ( = 1 , nous avons

Soit

- j(n) = le plus petit entier tel que jq.j b E (0 , 1 , ... , g) .
- b0 = le plus petit entier b tel que lim sup j (n) = fini.
Q

- 

De la famille cp (z) ~ on peut extraire une suite telle que :
1° pour les polynômes correspondants on ait :

2° que le polygone de Newton des Q(z) soit fixe pour 0 ~ j .$ nL. 
sommet de ce polygone.

Dans 0 , les polyn6me Q(z) ont exactement m0 zéros situés dans

|z|p  y  1 ( étant la pente négative du côté du polygone abou-
tissant à gauche au sommet 

Les polynômes p(z) ayant leur polygone de Newton fixe, l’ensemble des zéros a.
est compacte.

Nous pouvons extraire une sous-suite partielle telle que :

03B1*j = lim a. (au sens p-adique) .
Posons



( au sens p-o.d1que ) .

Considérons ~i(z) ~~ = E vn zn analytique des I ~ ~ p  1

De plus, pour z ~ p , Y  I z l - p  1 9 nous avons:
p p

ce qui nous donne P 2014 analytique z i 
p 
p et 

Comme p est aussi voisin que l’on veut de 1 , les seul s zéros de Q (z)
de jzj ] 

~ 
 1 sont les zéros de p (z) . Les côtés à pentes négatives du polygone

de Newton de Q~(z) coïncident ou sont au-dessus de ceux du polygone de Newton de

Q (z) pour C ~j ~lïL~ Ainsi que le polygone de Q (z) est situe au-dessus de

l’axe des t y et nous avons (q.) ( ~1 .

% étant le nombre des ~’ qui sont racines de ~ z .
J

Ainsi

Les inégalités de Cauchy donnent alor s p  1 ..
En faisant tendre p vers 1 a nous en déduisons :

En utilisant les notations et résultats précédents, nous posons démontrer le
le le mme suivant :



LEMME lo - Supposons que, pour les fonction de 5(q, k , 03B4) , le polygone de

Newton de 0 ~ j ~ nL. ~ soit formé d’un seul segment joignant le
point (0 , g) au point b~) ~ que soit premier à et que

> p 
-(g~/n~ 

p toute fraction limite vérifiera les mêmes conditionso
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Ac Ensembles S ~
~~2014201420142014 

q

Définition. - S : ensembles de nombres algébriques réels possédant les pro-
priétés suivantes :

1° 03B8 ~ S
q 

si 0>1 et § seul zéro situé dans d’un polynôme
Q(z) à coefficients entiers rationnel tel Q’ (0) = q fixe.

2~ Il existe A(z) à coefficients entiers tel que A (1/0) ~ 0 ~ )A(0) ) ~ q

~ ~ ~ ~ ~’ Î =’ ~

Remarquée
1~ q ~ 1 , car nous ne changeons pas 9 en remplaçant Q(z) par - Q(z) ou

A(z) => 3 
q 

= S 
-q 

et A(0) ~q.
2~ tout nombre algébrique e > 1 , zéro d’un polynôme irréductible

P(z) = qz + dont les conjugués sont situés dans z (  1 et dans la norme

vérifie )N(0)j 1  1 , appartient à S o

Nous pouvons prendre dans ce cas :

sauf si

car nous prendrons alors dans ce cas

3° ~ (Z~ n’ étant pas nécessairement primitif ou irréductible donc Sq’ c Sq
si q’ devise q :



Ainsi que S. = S C S ou S ensemble de Salem = inverses des nombres de

PISOT-VIJAYARAGBAVAN.

THÉORÈME II. A 2 L’ensemble S est fermé.
2014201420142014201420142014 q 201420142014201420142014

Soit une suite 6 e S tendant vers un nombre 0~ à chaque 6 nous associons

la fonction ~-~ qui sert à le définir et un nombre ô > 0 tel que )ej ( 
(pour 6 

L’ensemble des fractions A(z) Q(z) appartient à S(q . 1 . 6) compact. Nous

pouvons extraire une suite partielle tendant vers 2014 telles que :
Q

A(z) Q(z) ayant exactement 
un pôle dans )z) l  1 ===> 0 et par suite u*1 ~ 0:

aussi 2014 a effectivement un pôle dans )z) l  1 et ce pôle ne peut être que
1 ~’~

~

A étant premier à Q ~ nous avons A (l/e~) ~ 0 .
Le théorème est ainsi démontré.

Remarque. - Si S~ désigne l’ensemble dérivé de S nous pouvons démontrer que

pour que 9 ~ S’ il faut et il suffit que A(z) ne soit pas le polynôme réci-
proque de Q (z) .

Détermination des 4 plus petits éléments de S . - Soit 03C61 (z) , fraction ration-
nelle telle que :

nous avons alors :



Soit e e S et 03C6 (z) la fonction qui le caractérise
q

~ i ~

Comme S  et  1 + - , nous avons, pour tout nombre 0  0 ,
q

Nous avons aussi les quatre plus petits éléments de .

q

B. Ensemble 
201420142014201420142014 q

Définitions. - S-’ == ensemble des nombres algébrique p-adique possédant les

propriétés suivantes s

~ 6 eS’~ si je) >1 seul zéro situe dans $1 
nôme Q (z) à coefficients entiers rationnels tel que Q(0) == q  2 , p premier
divisant q et ne divisant pas q. 9

2~ Dans le corps des complexes C y Q (z) a au plus k zéros dans jz) ~ 1
situés dans la couronne fixe 

3° Il existe A(z) à coefficients entiers rationnels tel que :

THEOREME II. Bo - L’ensemble S(p) est ferme dans Q .

’ ’ 

2014201420142014201420142014 q 2014201420142014201420142014201420142014 ~p
Considérons une suite de nombre 6 ~ S tendant vers une limite 03B8’ . Aux nom-

q

bres 6 p nous associons les fonctions A(Z) Q(Z) appartenant à J(q , k , ô) compacta

Nous pouvons extraire une suite partielle tendant vers 2014 avec ~ (0) == q .
Q*
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De plus dans Q la fonction (1 - 9z) A(z) Q(z) tend, pour |z|p  p  1 . unifor-P ~~/ 
. 

P
~

mément vers (1- 2014c
Q~

Nous avons dans ce cas

et le polygone de est formé d’un seul côté . D’après le
lemme 1, toute fonction limite vérifiera le s conditions. Ainsi :

1° Q* (z) admet dans Q 
P 

un zéro et un seul situé dans z ’P  1 .

3° (1 - est analytique dans jzj (  1 , ce qui nous donne 2014r zéroQ~ P 8

de Q*(z) , soit aussi 03B8’ e Q o

Le théorème est ainsi démontré.

Application. - nombres " p-intégrable" et théorème de Chabauty.

Définitionc

1° 6~ Q 
P 

est dit " p-intégrable" s’il est zéro d’un polynôme

P (z) ==p z +q. ’*’ z 
" 

+... +q s

q. ~ Z ~. g ~ 1 et p nombre premier ne divisant pas q 

2° Ensembles C: 9 ~ C si $

a. 6 "p-intégrable" et )e ) ( > 1 .
’ 

P

b. P (z) a tous ses zéros dans le corps C situés dans jz) (  1 .

Théorème de Chabauty. - L’ensemble C est fermé dans p .

S==S~ avec ’


