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Séminaire DEL-HGE-PISOT 801
(Théorie des nombres)
5¢ année, 1963/64, n° 8 27 jenvier 1964

ENSEMBLES FERVES DE NOMBRES ALGEBRIQUES

par liohamed AMARA

Introduction.

L'étude d'cisembles de nombres algébriques se ramenent, suivant une idée due a

Salem & celle de familles de fractions rationnelles appartenant au corps z2(x) .

Nous serons amené dans la premiére partie de cet exposé, & étudier une famille
remarquable de fractions rationnelles et d'en tirer dans la seconde partie des
conclusions concerusant certains ensembles de nombres algebriques, en particulier

S en nous servant de la topologie de R et Sép) en nous servant de la topo-

logie Q n
& p

I. Familles compactes de fractions rationnelles.

Définition. — Nous désignons par %F(q , k ,8) une famille de fractions ration-

nelles ¢(z) = é%%} telle que

l° A et Q polyndmes & coefficients entiers ; A(0) #0 et Q) =q #0
fixe.

2° Q(z) posséde dans |z] <1 auplus k >0 zéros tous situés dans la cou—
romne 0<d < |z| <1.

il

* Je@| <1, |zl =1,

’ s
THEOREME I. ~ &(q , k , ) est un ensemble compact pour ia convergence uniforme

sur_la sphére de Riemann dans tout compact situd dans |z| < 1 o

Démonstration.

A. Dans la premiére partie nous montrerons que nous pouvons extraire de la
famille ¢@(z) une suite qui converge uniformément sur la sphére de Riemann dans

tout compact si%ué dans |z| < 1 vers une fraction

¢ * 5 3
* A" (z) = 2 o z9 q‘] %‘: entier
A"(z) . o J
* ) ou . .
0 Q*(z) =q + 2 q; 29 q?"l q; = entier.

J
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*

Be Comme aj *

et qj sont des nombres rationels dont le dénominateur ne con-
tient comme facteurs premiers que les nombres premiers divisant q , pour que

a¥ et q?; soient entiers. il suffit que

J
% *
I <1 et |qf] <1
(A) (p(z) ='Zun 2 pour lzl <6,
Posons
k¥ 1 -6j Z
Yla) = 1 ———de
j:l 0, -z
L J
gl- étant les racines de Q(z) , 6STT <1
i e
J .
J

£(z) = ¥(2) 9(z) .

Nous pouvens extraire des familles §y et f des suites telles que ¢

%
" 1—6jz « 1
Y > Y 21.“":___* 1<|ej|55-
JL.—Z
J
f—-HIJ*qJ*.

Done tout compact situé dans |z| <& , ¢ converge uniformément vers ¢* & De

plus ¢*(z) est méromorphe dans |z| < 1 et bornée au voisinage de |z| =1 .

cp* =3 u: 2" y Ou u:; = lin w, = u = u’; a partir 4d'un certain rang
( qn+l u = entier) .
Dn = DZ a4 partir d'un certain rang .
2n+l 2n+l % 2 .\n
D | = [ DF| s ae) (P )
Or q2n+l D, est un entier => D: = 0 (quand on est assez loin dans la
suite) .
*
Ainsi cp* = -g; et, en appliquant un résultat de Fatou, nous avons
A* = X aﬂf 2 q‘] a"f = entier
J J
Q* =q+ 3 aj 2 qJ'-1 q?; = entier
l¢*(2) | < 1



8-03

dlol, en faisant tendre z vers un point de |z| = 1 , nous avons
lo* (=) | < 2
lz[.—_l
% A*(O) %
vy = =5 :.-limuo;éo = A(0) £0.
* -g
B . . slﬂ = °
B & lagl <1, lal =»
Soit

- j(n) = le plus petit entier tel que Iqjlp =p-b y be (0,1, 0,0 «
- by = le plus petit entier b tel que %Sm sup j(n) = fini.

- my = lim sup j(bo) .

De la famille ¢(z) , on peut extraire une suite telle que @

1° pour les polynfmes correspondants on ait @

limj(b) =« si b< Dby

j(bo) =m .

1

2° que le polygone de Newton des Q(z) soit fixe pour 0 < j < m (nb , bo)
sommet de ce polygone.

Dans Q _ , les polynéme Q(z) ont exactement my zéros % situés dans

[q]p g_]sz <y<1 ( 1ogp Y étant la pente négative du e¢8té du polygone abou-
tigssant & gauche au sommet (nb y bo) )

Q(z) = B(z) Q, (2)

LlO
M (l=0 z) =
j=1 J

o

1 + pl Z + ees + 5m0 z ’

p(z)

i

Les polynSmes pB(z) ayant leur polygone de Newton fixe, l'ensemble des zéros 03
est compacte.

Nous pouvons extraire une sous-suite partielle telle que $

0§ = lim % (au sens p-adique) -

Posons
k)

0
5*(2) = jzl (1 - a; z)=1 + ﬁt Z + ees + pnf V4

I
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ﬁ? = Lim ﬁj (au sens p=adique).

\
Considérons P(z) %%%— =XV, z" analytique des |zlp <1
n
v, = 2 Uy Bn-‘
J—_—n—mo
I T
lim v, = 2 Uy ﬁn—j .

De plus, pour z € ﬁp ;Y < ]z]p = p <1, nous avons 3

A 1 . ,
IpQ-IP < T‘ﬂ; (uniformément)

* 1

%*
analytique des iz|p<p et ]B*g-;psm-;.

Comme P est aussi voisin que l'on veut de 1 , les seuls zéros de QF(z)

. *
ce qui nous donne B

@*lp

de |z|_ <1 sont les zéros de ;3*(z) . Les c8tés & pentes négatives du polygone
de Newton de Q* (z) coincident ou sont au-dessus de ceux du polygone de Newton de
Q(z) pour C £j < m - Ainsi que le polygone de Q¥ (z) est situé au-dessus de

~

l'axe des t , et nous avons Iqj;lp <tl.

(B) be [a*] <1l , Soit zeﬁp et Y<|zlp:p<l,

J'P

* * lal
*A 1 Q p
PSSt ot s w=

Q*lp q D [3* p me )

m étant le nombre des &%." qui sont racines de Q* (z)

J
Ainsi
1
iA* ()] < — .
pmo o

. , * 1
Les inégalités de Cauchy domnent alors |a,| < —————=
g y A A7)
P
En faisant tendre p vers 1 , nous en déduisens :
Lk
[a*] :
J

<
p

En utilisant les notations et résultats précédents, nous porvons démontrer le
le lemme suivant @
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LEMME 1. - Supposons que, p~ur les fonction e %(q , k , 8) , le polygone de
Newton de Q(z) , pour 0 < j < m, » soit formé d'un seul segment joignant le
point (0 , g su point (nb R bo) y que g = by soit premier & m, , et que

~(g-hy) /my

laolp >p , toute fraction limite vérifiera les mdmes conditions.

2. Ensembles fermés de nombres algébriquese.

A: Ensembles Sq p

Définition. - Sq : ensembles de nombres algébriques réels possédant les proe

priétés suivantes :

1° Bes g1 6>1 et é- seul zéro situé dans [zl <1 dtun polynéme
Q(z) & coefficients entiers ratiomnel tel Q(0) = q fixe.

2° I1 existe A(z) & coefficients entiers tel que A(1/6) £#0 , |A(0)| =q

ot gt <1, lal=1.

Remaique,

1© q 21, car nous ne changeons pas © en remplagant Q(z) par - Q(z) ou

Az ar = Az) , = S =9 et A(0) >q .
(z) p (2) q - ©) >q

2° tout nombre algébrique 6 > 1 , zéro d'un polynSme irréductible
P(z) = qzs + cse , dont les conjugués sont situés dans |z] <1 et dans la norme
vérifie [N(0)

> 1 , appartient a Sq °

Nous pouvons prendre dans ce cas ¢
Az) =P(a)

z° P(1/z)

1l

Q(z)

1l

sauf si

P=Qq=qi ~az+q (a22q+1),

car nous prendrons alors dans ce cas

A(z) = q22 -bz+q (Re<b<La~1).,

3° Q(z) n'étant pas nécessairement primitif ou irréductible, done Sq' € Sq
si q! devise q :
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Aingi que Sl =8c¢ Sq ou S ensemble de Salem = inverses des nnmhres de
PISOT-VIJAYARAGBAVAN .

THébRﬁFE II. A : L'ensemble Sq est fermé.

Soit une suite 6 € S tendant vers un nombre 6! & chaque 6 nous associons
la fonction é%g% qui sert & le définir et un nombre & >0 tel que [6] <
(pour 6 € sq),

L'ensemble des fractions %%g%- appartient & (g : 1, d) compact. Nous

pouvons extraire une suite partielle tendant vers B telles que @

Q*

A(Z) ayant exactement un pble dans |z| <1 => 1H_£ 0 et par suite u? £0,

aussi é;- a effectivement un pdle dans |z| <1 et ce pble ne peut &tre que
1 Q
‘é“ro

L étant premier a Q* » hous avons A*(l/e') £0 .

Le théoreme est ainsi démontré.
Remarque. - Si Sé désigne 1'ensemble dérivé de S_ nous pouvons démontrer que

pour que 6 € Sé il faut et il suffit que A(z) ne soit pas le polynbme réci-
proque de Q(z) -

Détermination des 4 plus petits éléments de Sq e — Soit @l(z) s fraction ration-
nelle telle que 3

@l(z) =1+ %-z + -%-zz + eoe (p(z) € S(q , L 4 8)) .
q

nous avons alors @

ou

9, (@) = a(t -39 + ez (QA+ z - qz )
q -2 - qz2 + eqz (1 - 3 )
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Soit 6 € Sq et ¢(z) 1la fonction qui le caractérise
(z) =u, +u, 2 +u 22 & ees
pres =0 T 2
1
lo 6<1 +—= => Uy =

1
2° 6 < 0' racine de q22-z-—q =58 ulza.

3° 8 < 6 racine de q23+(q—2)z2-(q-l)z-q—_-_—_>u2
A l n
Comme 6 < 6! <1 4+ 3 nous avons, pour tout nombre © <6 ,

2
sz s ogh

q-2-qz° +qz (1l -2

on

Nous avons aussi les quatre plus petits éléments de Sq

8, zéro >1 de q23+(q 1) zz—-qz-q

!

6, zéro >1 de qz4 - z3 -q
G zéro >1 de qz5 -2t . qu + q22 -q
8 zéro >1 de qz3+(q-2)z2—(q-l)z-q.

B. Ensemble Sép) o

Définitiong. - S(gp) = ensemble des nombres algébrique p-adique possédant les

propriétés suivantes

0 6es® g el >1 et % seul zéro situé dans |z|

. <1 d'un poly-
néme Q(z) & coefficients entiers rationnels tel que Q(0) =q >2

s D premier

divisant q et ne divisant pas q; .

2° Dans le corps des complexes C , Q(z) a au plus k zéros dans |z| <1

situés dans la couromne fixe 0 <8 < |z| <1,

3° I1 existe A(z) & coefficients entiers ratiomnels tel que

|§%§-] <L, |z] =1 L(1/6) £0 et IA(O)IP > [qlp

r'd \
THEOREME II. Bo -~ L'ensemble sép) est fermé dans Qp .

Considérons une suite de nombre 6 € Sq tendant vers une limite 6' , Aux nom-

A(z)

bres © , nous associons les fonctions oG appartenant & &(q , k , d) compact.

%
Nous pouvons extraire une suite partiells tendant vers L avec 9*0) = q .

Q*
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A
De plus dans Qp la fonction (1 - 6z) é%—% tend, pour |z]p £p<1l, unifor~

*
mément vers (1 - O!z) -{*—*- o

Q

Nous avons dans ce cas

~{n1,-b )}/
(my » by) = (1,0, [A(o)‘p>p-g=p(mo oMy

~

et le polygone de Q(z) est formé d'un seul c8té pour 0 < j < m . D'aprés le

lemme 1, toute fonction limite vérifiera les mfmes conditionss Ainsi 3
1° Q*(z) admet dans Qp un zéro et un seul situé dans IZ‘p <1,

20 |4%(0) b > Iq]p .

g
3 (1 ~ 6'z) % est analytique dans |z|p <1, ce qui nous donne 61'- zéro
de 0%(z) , soit aussi ©! e Qp o
k 1 %
4° 2) = = =1,
&l Tal, laz 1y

Le théoréme est ainsi démontré.

Lipplication. - nombres " p-intégrable! et théoreme de Chabauty.
Définition.
1o fe Qp est dit " p-intégrable" s'il est zéro d'un polyn8me

P(z) = p® 2% + q 25 e s q

qj €42, g=21 et p nombre premier ne divisant pas q .
2° Ensembles Cs 6 € C si
as 6 " p-intégrable" et !epl >1 .

b. P(z) a tous ses zéros dans le corps C situds dans |z| <1 .

Théoréme de Chabauty. — L'ensemble C est fermé dans p .

C= S(p)
q

avec q = pf .



