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SéminaireDELANGE-PISOT 2-01
(Théorie des nombres)
5e année, 1963/64, n° 2 25 novembre 1963

RELATIONS DE RECURRENCE MODULO m

par Gérard RAUZY

1, Position du pgpbléy;o

1.1, ~ Nous considérons une suite u, vérifiant la relation de récurrence

u =D, u
n+s 1 "n+s-l

supposant que est entier pour n =20 eoe s -1 nous avons alors, quel
PP q un P ’ ) ’ ’

4+ nos + bS un ou les coefficients bi sont des entiers. En

s

que soit n 20, u, entier.
On dira que cette suite admet la période T mod m si

3 n, telque V n2n , u

n+T = Un (mod m)

1° Considérons le "vecteur" U = (un s oeee 5 U Lo ) mod m, il ne peut pren-
s

dra que m° valeurs. Donc quand n prend les valeurs O 4 soe , M , deux de

ces valeurs sont égales, c'est-a-dire que s

3 n <m et n =n +T (T >1) tels que u, =0 (mod m) ,
1

1 2 n,
on en déduit alors par récurrence que 3 V n2mn; , W o =0 (mod m) , c'est-

d-dire que T est une période mod m .

1e3, - Nous désignerons par T(m) le plus petit entier T > 1 tel que
U

U =T (r-1m et par n, (m) le plus petit n tel que U .. @ = U

nl+'1‘ nl

(mod m) «

u ~admet donc la période T(m) & partir du rang n, (m) 4 et 1'on a une majo-
ration ¢

1 sno(m) + T(m < n° .

lo4s — Alors u  admet la période T mod m <=> T(n) b T

En effet supposons que u admette la période T , a'est-d-dire que

3 n, telque V nzn , W .=u (mod m) «

Posons T =qT(m) +r avee 0<r <T(m -

81 n, = max(n, , no(m)) yona, V n>xn,, Ut (m) = u  (mod m) , done

(mod m) , mais u

0T = % (mod m) ,

UneqT (m) +r = Yner
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$ ey 1 = / e
d’ad finalement w .. =u (mod m) ¢ V n3> n,
Mais 3 k telque V u2ny, n+kT(m)“¢nza
2 ; —_ . LIS - °
Donc si n >ny m U () 4 = skl (m) (mod m) , d'ol U =Y (mod m)
Soit finalement U =T ce qui par définition de T(m et de n (m) ,
Ay ny+r 0

compte tenu de 1'inégalité O < r < T(m) , entrafne r =0 , c'est-a-dire T(m]T .

La réciproque est évidente:

1.5 = La recherche des périodes mod m se ramene donc au calcul de T (m)

et ny (m) - Nous pouvons mime supposer m de la forme p)‘ o p est un nombre

premier grfce au résultat suivant :

[T(asz) =T(a) AT(b) (ob uaAv désigne le ps ps Co M de u et v)
Ln (a ab) < ma.x(no(a) , no(b)) .

0
: md a => mod a A D
En effet, V n . max(uo (a) . no(b)) > Ul (a)aT(b) = "n{mod b =>

et réciproquement, si T est période mod a Ab , T est période mod a et
mod b , done T{a) | T, T(b) | T ce qui entrafne bien T(a) A T(b) | T »

l1o6c ~ Posons alors pour T entier > 1,

B pieg .. ts . . £73 o ’,
pu(T) = 1:&},2 W u.n[p (1'indice u rappelant la suite utilisée) .

8i p (T) >0 , la valuaticn p-adique étant discréte, 3 n tel que
Uy~ Uply = pu(T) , nous désignerons par nu(T) le plus petit n tel que
cette égalité soit satisfaites

On voit alors que T(px) *

et g n () =0 @(M) (st p (D) >0)e

Si au contraire il existe T +tel que pu(‘l‘) =0 , on voit que T est période

est le plus petit T tel que pu(T) <p

mod px quel que soit A (mais le rang & partir duquel T est période peut
dépendre de A )o

On est donc ramené & 1'étude de la fonction pu(T) .

1.7, =81 p | bi quel que soit i =1, ceo 5 8, alors pk | w, ~pourvu

que -l:sl-; k o Nous supposerons donc que 3 1 tel que p X bi s DOUS pouvons
alors définir t telque : 1 <t<s et, quel que soit o>t ]bolp <1,

~

mais |b | = 1 -
t
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Nous supposerons d'autre part que la relation de récurrence est bien d!'nrdre
s , clest-a-dire que bS £0 et que, dtautre part, la suite w envisagée ne
satisfait pas & une rclation de récurrence d'ordre inférieur. Dans 1l'hypothése
faite (bs #0) , On sait que la condition nécessaire et suffisante pour qu'il

en soit ainsi est que le détermin U

Ys1 Y2(s~1)

1,84 ~ Cecl nous conduit a introduire les matrices a cocfficients dans Q‘z

u seG u
n n+s-~1

u .
neg-l "% Uniogp

[ =

n

Un:& )
u'n+s~1

Si nous désignons alors par M la matrice ¢

«

et les vecteurs @

O—-0O

no (]
O0——0 1
bS € o bl
on aura ¢ U =J0_ et L = .
n+l n n+l n
, -1
On voit aisément que det = (M~ 28) = (- 1)° (z° - b, 25" aa0 bs) ¢
Donc, les valeurs propres de J sont les racines du polyndme
P(z) = z° - b, VY , 11 en résulte que le maximum de leurs valeurs abso-

bill =1 (polygone de Newton).

lues est égal & max

1.9. -~ Tout ce que nous allons faire pourrait 1l!'étre en supposant les bi

et les Uy dans un surcorps K de Q_ en gardant les hypotheses

max Ibil =1 et max luil = 1 A condition toutefois que la valeur
i—:lpaoa,s i=09o09,S"l

absolue sur K soit discréte et que le corps des restes de XK soit fini.
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2~ Valeur absolus sur lns matrices & coefficients dans un corps p-adiqus.

2¢lo = Etant donnée une matrice & = (a,,) (1 =0 , seo y 8 -1,

i =0, «es 5 8 =1) , nous notons 1a]p = max aijlp .On a alors trivialement
i,J
‘al =0 «== d =0 ’
] = |e] |8] , V ¢ scalaire,

ld. + (B[ < max(lﬂ] 9 l(Bl) .
2420 = Soit @ = (aij) , B= (bij)

Z{ B3y P kj ? d*ou ‘cij‘ S m;‘x laj_kl lbkjl < mix ‘aikl mzx |bkj) < laf e

= = ﬂ. L
C (cij) ®

donc |0B| < |4] |8] «

2¢3c ~ Mais nous aurons besoin d'une majoration dans 1l'autre sense

Supposons ( inversible, c'est-d-dire det @ £ 0 , alors gt (a:‘LJ) avec
A..
R . ) .
al; = gxw o Aji étant le mineur de 854 dans @ ; c'est donc un déterminant

2

dtordre s - 1 , c'est-a-dire un polynbme a coefficients entiers homogéne de degré

s - 1 par rapport au coefficient de & .

On a done

Al < o™t = o < ol % et al

Jll =
mais alors
ol = fo™ of < al™" Jel/laoval sote |o] 5 Lol liepl

(i1 est aisé de voir que 1l'on peut trouver & et ® tel que l'on ait égalité).

On peut faire le m@me raisonnement en remplagant U par & , et la majoration
s'étend bien entendu au cas det & =0 , & condition que « £0 « On a donc en
supposant & A0 , B£0

max ‘Jdet a| , |det (BI\ < ae - <1
| ® |6]°

3. Valeurs absolues des puissances d!une matrice carrée.

3. l., ~ Soit O une matrice carrée. On & évidemment |G&°| < |a|® , done
Tim [OZn\ < |@| « On posera
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Il = = (@Y™, aone Nl 8| .
mkll/mk

Plus généralement il existe une suite m telle que 1lim fl = HG.H ’
soit une infinité de k , vy prend la méme valewr v, 0<Lv<n,en changeant

L4

eu besoin la suite m. ; Qous supposons que vy =V quel que soit k o

Supposons alors ledl # 0 , on ne peut avoir [ﬂv{ =0 (sinon V h2v,
|| =0 , atox [lll =0 ). On peut éerire s

0% < ] a0 AT e

Quand k »w , m > , donc uk/mk »1/n , on a donec & la limite puisque

4| £ 0
| < la]e

Bien entendu cette égalité vaut aus:i quand llgl =0 .

302s = Soit A{z) = det(d - z3) , le polynSme caractéristique de la matrice

d (3 matrice unité), A(z) = (- 1)% 2% 4 a 25l e+ a o

n
On a done : (- 1)°% a**® +a, e ag @ =0 , @ satisfait donc &
une relation de récurrence lindaire & coefficients constantse Si ©; 5 o=« Sk
sont les racines distinctes de A(z) avec comme ordres de multiplicité hy o cee 9hk

on peut écrire

Ze@(n)

i=1

ou les (Pi (n) sont des matrices polynomiales $

h,-1
e.(n) = 2 P,
1 j=0 1sd
iy = 1/1
On adone si p= max [6]= mex | A7, ¢ o= max (@ L]
i:l;ﬂ@ﬂ?k i:l,.o..,s + 1 J ’J

|a*] < cp”, aron ol <

n

3.3s -~ Considérons la série 35(z) = o 2" , elle est convergente (au sens

E M8

de la métrique introduite) pour |z| < -n-n- et 1ton a trivialement dans ce disque
(8 - z0) 5(z) =38 , donc en particulier

det(3 ~ z0) det F(z) =1 soit det(d - zt) A0 -
En particulier, si 6 est valeur propre, et si © #0 , comme det(d = % @ =0,

on & nécessairement TéT > névn- , donc {ad| > |6| , donc finalement H(X.“ >p
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On en déduit donc

llall & pa laill’ls' :

i:lyonat,s

et par conséquent pour n 2> 1,

ol < 1] < cllelf®

4+ Etude de ma oy est la natrige associée & la relation de récurrence

T

4¢le = Pour la matrice WM = 0~4;\\1 on a évidemment |M| = 1 4 mais

u = b, u + 208 + Db U o
n+s 1 "n+g=-1 s n

b 2co b
s
comme max [bill/l =1 , on entire || = | =
Si @ est une matrice quelconque, on a alors ]m?*l al g |m? a] < o] .
En outre si det € £0 , ona s |M df >-]-i—- |det a] = léEEJ%L .

lSl lalS-—

La suite décroissante | @| sera bornée inférieurement par un nombre positif,
donc la valeur absolue &tant discréte, la suite |T° O] sera constante & partir

dfun certain rang. Nous allons maintenant préciser ce range

4e2¢ - Posons p=max |b | ,nasi t<s, p<l.
o>t

Le polyn8me caractéristique de M étant le polynbme (= 1)® P (2) , il en résulte
que @

™ a satisfait & la relation de récurrence ¢
ﬂp+sﬂ=blm7an+5~1a+a.a +bSJrPa

a. Supposons alors que 3 n tel que 3 |M T a| = ]m? ] pour i=0, eeo , T,
ot r=8-% 3 alors on a:

+8 ‘N4g-1 +r+l +T +p=l
B g -, A gy BT gy BT e, T A my e =0

si 1'on avait |m?+r+l ] < |m*T a| on aurait, en vertu de la décroissance de
| a] et au fait que |b| =1,

fﬂP+r GJ < max
i= geoe T

ce qui est impossible vu 1l'hypothese faite, on a donec @ 1M?+r+l d[ = ]m? a[ .

(1o, 4| 187 a)) < pla®

Par récurrence on voit alors que si la suite |I @] est constante pour

n=ng, Ny + Ly cee By + T elle est constante quel que soit n 2>nD o
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be Si nous supposons au contraire que [m""‘ a| < |7 a] , alors le méme rai-
sonnement montre que |I &] < p|MF @] , il en résulte que, si n est tal que
3 m>n, l?ﬂ’ a < |7 @] , 11 existe n zn-r tel que |JT[1 a] < plim al .
On en déduit alors par récurrence que 3

ou bien |M @] est constante pour m=n ,

ou bien mnk‘ll < p[n/r]]a[

co En particulier, si det @ #0 , la suite | €| est constante dds que

p[n/r] < M , et ce résultat vaut mdme si la valuation n'est pas discrete.

|af® ,
430 =81 t =g, onaalors |bg ™ol < max | @] , et comme
i=l,e0e,8
]bs| =1, on en déduit que dans ce cas ¢ |M €| = |4, V n>0.

5 Périodes de m“ o

5s1le ~ Nous posons ﬂ, Y L S fﬂT s avec fﬂT =1 -3 s et nous
,
posons p(T) = lim |7 Tl , come [f,| <1, ona p() <1
n-

D'aprés le paragraphe précédent, si p(T) >0, 3 nO(T) tel que

et l'on a la majoration ¢

= Log p *
5.2¢ — L'ensemble des T , tels que p(T) <1 , est constitué par les mul-
tiples d'un méme nombre T . Nous posons T = m;_n T (nous laissons pour 1l'ins-
p(T)<1

tant & part la question d'existence).

Soit T telque P(T) <1 , posons T=qt +r (OLr<7)

3

q=1 . . -1
7 _ AT _ gt _ T Y (m(1+1)1: _ ZIFL:'"C) L T B qz 7 . .
n,T . . N+r+iT,T n,r
’ i=0 1=0 ’ )

alors dés que n > max(no ™ , n, () , lnn,T] <i,

Fpersteyel <1 = [yl <1 = e <1

Mais d'aprés la définition de T et de r ceci ne peut se produire que pour

r = 0 . La réciproque est évidente.
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5,3, = Soit T telque p(T) <1, alorssi pfa, p(al) =p(T) « On a

N o= w9t P e - g) = (s + )% - 9) =Jrfl(i§l c:ﬂ%)

n,q

dtol

n %cm“n,r

’qT n,T j— 4

N et T sont commtables, on a donc, si n est assez grand et 1 22 ¢

o = P22 /2] )2 iR i Rl < o

done |7 - an Tl < (T) , on en déduit bien le résultate

n,qT
1
5040 =Si p>2 et p(T) <1 ,onaz: p(pl) :-I-)-»—rp(T) « On a en effet

+

Bllmad, P
nn,pT = pﬂn,T e Cp AR
s . . mn i 2
alors dés que n assez grand si i =2, eee yp=1, |T fﬂT] < (p(M)* et
|C;| S% ; de m8me dés que n assez grand @

e 3’(}; = mn—p[n/p](m[n/p:] fﬂT)p , done | ﬂ%l CIIENE

C'est ici qu'intervient 1lthypothése valuation discréte, en effet
1\ p—
P <1 => p(1) <1/p, dono pMP € p(M)* « @F7 , come p>2,
1
PP <= pM? arc

-—pnTl %p(T) et [pﬂn Tl ='}l; p(T) ’

|7 ,

n,pl

ce qui montre bien le résultat.

5¢5e = Bien entendu les résultats de 5.3 et 5.4, établis dans le cas
p(T) #0 , s'étendent au cas p(T) =0 , D'autre part soit M la matrice associde
& J dans le corps des restes. Celui-ci étant fini ™ ne peut prendre qu'un
nombre fini de valeurs, donc (principe des tiroirs) il existe n et T tels que
T 2 . 11 en résulte lJr(mT - JKHI <1, done p(T) <14 ce qui prouve 1'exis-~

tence de <t . On peut alors résumer les résultats précédents par ¢

(M) =1 si TfT,
3 T>1 tel que

o (T) [lp p(r) si T | T,

1l
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6+ Etude jes fonotions p (1) ot n,(T) .

6cle ~ Nous supposons que la suite u, ne vérifie pas de relation de récur-

rence d'ordre inférieur, clest-a~dire que det ﬂo # 0 - S4i nous posons alors

— ¢ - =
n,T ~ Uper ~ Uy npr U -

o ¥ ol < 1%, gl 5 done s [¥ ] = U 4 -0 ] ona p (1) = Lia ¥y ol s
donc on a la majoration p(T) |det UO] < pu(T) < p(T) (on a supposé T@Ol =1).

Y

602+ - Plus précisément on peut refaire les raisonnements du paragraphe pré-

cédent, On a
-1
+ ¥ ’

Yn,qT+r = Yn+iT,T n,r

r=0

donc les T tels que pu(T) < x sont les multiples du plus petit d'entre eux.

603, = D'autre part dans l'hypothése o p(T) £0,

¥

T
mT,T " T, T [ - ) v

donc d8s que n assez grand :

n-~m,T

lvn+T,T - VD,TI < P(T) pu_(T) .

En particulier si p(T) <1 , comme
g=-1
19 —
"n,qT = i§6 Yn+:'LT,T ’

on a par récurrence [Yn,qT - an}T[-S P(T) P, (T < Pu(T) s donc si [q] =1,
Iyn,qu = pu(T) ; c'est-a-dire pu(qT) =P, (1) »

6ede = On a dlautre part

Y = T
n,pT ( %) i%

el TR 2o uX 3 oot AP 2 R

= ¥
p T T 0 o’

=l s 4o n
- =T
n,T + p(iz Cp/p HT ) n

donc si p(T) <1 et touwjours dans lthypothése p>2 , on a d®s que n assez
grand

1 1
¥o,or = Pyl S52,@ pM <sp (@)

1
! 3~di ( = -
c'est-a-dire pu\pT) =3 P, (T -



2-~10

6.5. = Les résultats précédents montrent alors que s

si ¢ fT, P, (@ = ldetuy|

siot [T, p @M=|2p k) avec p()factu | <p () p(D ,

r Log i, (T)

£ < L e i
quand pu(T) A0, ona 00X nu(T) < o5 o (si t<s)

et n(T) =0 si t=s8.
u

Le cas ol p =2 serait un peu plus compliqué, la récurrence telle que dans
504 ou 6.4 ne pouvant se faire que si p(T) < 1/p «

6460 = On peut voir aisément que T ne dépend que du polyafme P associd &

P dans le corps des restes (et méme seulement de Q s 81 P = q x zr ) et que

1'on a
’L'___ = ’C__ AT
PAQ P Q
T =PT_ .
7 7

Par ailleurs p(t) = O si et seulement si les racines de P(z) de module 1

sont simples et racines de 1'unité.




