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Séminaire DELANGE-PISOT 1-01
(Théorie des nombres)
5¢ annde, 1963/64, n® 1 18 novemhre 1963

L'ANALYSE p-ADIQUE EN THEORIE DES NOMBRES

par Charles PISOT

La théorie des nombres a fait de grands progrés quand on y a introduit 1'ana-
lyse, en particulier les fonctions de variable complexe. L'idée essentielle con-
siste, pour étudier une suite infinie d'entiers ou de rationnels L de leur

associer une "fonction génératrice" & savoir

f(z) = 2 u 2"
n=0

et de traduire les propriétés des u en propriétés de f(z) « Donnons un exem-
ple trés élémentaire : si uw ~est le nombre de solutions en entiers u, v 0
de l'équation u +2v=n , on a
(o] . (e} 2
£z = (2 29 (2 ),
u=0 v=0

done

1 1 1 1
1 {—2 }

1
f(Z):l_Fn 5 = > =7 s+ T2t T T2
Tl - (1 -2)° (1 +32) t - 2)

Dioh

un=7i-{2(n+1) + 1+ (-1)“}:[-‘21]+1.

On constate cependant le fait que z € C n'est pas intervenu ; on aurait pu
prendre z dans un autre corps contenant Q . Or G est obtenu comme cl8ture
algébrique de la complétion de Q relativement & la valeur absolue ordinaire. On
peut alors se demander si la valeur absolue ordinaire est la seule valeur absolue
sur Q . Il n'en est rien. Rappelons qu'une valeur absolue sur un corps K est

une application de K dans les réels positifs vérifiant

1° ja] >0 et o] =0 <= a=0.

22 lap| = [af[p] -

® o +pl<lef+ gl -

10 et 2° montrent qu'une valeur absolue sur Q est déterminée si on cennait
|p| pour tout nombre premier. OSTROWSKI a montré que les seules valeurs absolues

sur Q sont, du point de vue topologie asgsocide, soit la valeur absolue tri-

viale |p| =1 pour tout p, |0] =0 , soit la valeur ordinaire, soit | p| :%-
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pour un p fixé, [0] =0 et |p!| =1 81 p!' £ p . On appelle alars Qp 1o
complété de Q relativement & cette derniére valeur absolue et un élément

ae 9"~p est appelé nombre p-adique. L'inégalité 3° est remplacée par 1'inégalité
plus gtricte :

la + B| < Max|a| , |B]

dite inégalité ultramétrique.

Corps ultramétrique. — Soit K un suw-corps de 9~p mini d'une valeur absolue

dont la restriction & est celle de Q . Consi~
Ip o restrict 9~p S

ultramétrique notée
dérons dans X une série de Laurent

kS n
f(z):Zanz9 a, €KX, zekK,

N——co

Elle converge si et seulement si

lim |a_ 2z l o
nteo O
Posons [zlp p , et supposons lim |an] =0 , alors
n-¢co

P(P) = sup ‘a‘ Pn

—~n<eo  DP

est atteint pour un nombre fini de n au plus, et on aura

sup lf(Z)l < p(p)
|2] =

On aura égalité si suplan]p p est atteint pour une seule valeur de n .

Géométriquement, considérons dans un systéme d'axes Ot , Oy 1la droite
y=(t - n) 1ogp p—-logpla |_ 5 elle passe par le point A t t=n,
y=- logpla |, et elle coupe Oy en un point d‘ordonnee - log (|=a ‘p M .
L'enveloppe convexe inférieure des points An constitue le "polygdne de Newton"
de £(z) [3]. Sa droite d'appui, de pente logp p corpe Oy au point d'ordon—
née - logp pu(p) « Lorsque cette pente logp p est telle gue la droite d'appui

rencontre le polygone de Newten en un seul sommet, on a
|f(z)lp = p(p) , pour tout =z , avec Iz[p =p,

Les zéros de f(z) ne peuvent donc avoir pour valeur absolue que des valeurs c
telles que logp P soit la pente d'un c6té du polygBne. La réeiproque de ceci

est vraie ; on a 3
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1IEME de HENSEL. - Si le polygoae de Newton de f(z) & un c6té joignant les

sommeta An ot Am_rl 3

duit P(z) g(z) , ou P(z) est un polynbme de degré d , dont le polygone de

dz !, alors f(2) ge décempoge dans K on un pro-

Newton est un segment parallele & A , A . » et ob g(z) est une série de

o

Laurent dont le polygone de Newton n'a pas de cbté parallele & An , A

n+d
I71 en résulte qu'un polynbme irréductible de Qp a nécessairement son polygone

de Newton réduit & un seul segment et que, par suite, la seule maniére de prolon-

ger la valeur absolue de Q 4 une extension algébrique de degré n de Qp ’

P
est de poser

el = W@ 1™

On vérific aleprs scns peine que 1l'on a ainsi une veleur absclus. Cn passe ainsi
4 la clbture algébrique Qp . Cette cléture n'est pas compldte ; en la complé-
tant, on obtient un nauveau corps ﬁ complet3 et on montre qu'il est aussi al-

gébriquement clos. Les valeurs absolues dans Qp sont toutes de la forme p ol

regc'

Liensemble des a d'une extension algébrique de Q  vérifiant ol €1 cons~
titue un anneau A , dans lequel liengemble des Q@ avec |m|p <1 constitue un
idéal premier maximal P ; le corps k = A/P est de caractéristique p et s'ap-~
pelle corps des restes. Pour gp pona k= gp et pour une extension finie de
gp , le corps k est une extension finie de zp , donc a un nombre fini q'élé~
ments. On en déduit que A est compact dans ces corps, tandis que A nlest plus
compact dans les extensions infinies de gp » Les extensions finies de Qp res—

semblent donc au corps R , tandis que les extensions infinies ressemblent & € .

A
Dans ces derniéres, en particuliers dans C% et dans §7p on peut montrer que

si 1t'on pose

Mp) = sup |£(2)]
] FFP
on a
P(p) = M(p) ’

L]

mme si log p est la pente d'un c6té du polygone de Newton de la série de
Laurent f(fy

»
I1 en résulte que dans Qp y et aussi dans Qp , les inégalités de Cauchy sont

valables :

lagl, < < Mo,
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De mime, ke polygone de Newton de f(z) montre que, quel que soit a, f(z)=a
a au plus un nombre fini de solutiorsdans tout domaine 0 <r < ]zlps R, ob

f(z) coaverge pour = < |zlp$ R .

Applicationsgs

THEOREME de MAHIER [5]. - Soit

n

u = 4 A, o

n . 1 1 ¢
i=1

ivinm

i

ou ?\i 9 Oy sont des nombres algébriques d'une extension de Q « On peut toujours
(=]

choisir p tel que p ne divise pas I [ (oci)] , alors, dans une certaine
i=1
extension finie de Qp ; on aura

= l our i = 1 coo S °
ip P o 9

Comme (mod P) , il y a un nombre fini de classes, il existe un exposant entier

oy

m tel que

[ai - llp

1 .
SS’ pOUI‘ 1:1 9 ©os o S O
La gérie
ﬁ +E.SE.:._}_) [3;4.‘..

£,) = (1 + ﬁi)z =1+718B 7

N

m ‘s
ou B = a - 1 est alors convergente pour |z|p <1, et on peut 1l'écrire comme

une série de Taylor. Si w =0 pour une infinité de n , il existe au moins un
entier a tel que u =0 pour une infinité de n de la forme hm + a . Con-

sidérons alors la fonctica

f(Z) = .

S
1=

a
) Xi ai fi(Z) 9
elle ect rulle pour une infinité de z dans lzlp <1 & savoir pour les valeurs
de z = h précédentes. Comme la boule unité est compacte, ces zéros auraient une
valeur d'accumlation dans ]zi’p <1, ce qui entrafne que f(z) est identique-

g
ment nul, donc u =0 pour tout n=a (mod m) »

Ce théoréme est & llorigine de travaux de SKOLEM [7] et CHABAUTY [2], oh, au
lieu de sommes précédentes, on considére des expressions de la forme

‘ nl n
2o A s G ees @
. . l,eo00l 1 i ’
ll,oec;].q 1 q 1 (¢}
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o les A et les a sgont algébrigques sur § » Si de telles expressions sont
nulles pour une infinité ce systdmes (ny;.» ,nc? , 11 en résulte que, dens cers
taines conditons, elle est nulle sur toute une variété algébrique des (nl,c.o,nq) .
Cette méthode s'applique avec succes & 1'étude d'équations diophantiennes faisant
intervenir les unités d'un corps algébrique, comme par exemple des équations de

la forme

N(Zaixi)::a o a€Z, x, €Z,
i

et les a, sont des entiers algébriques.

Fractions rationnelles. — Une condition nécessaire et suffisante pour que

fz) = 2 u 7"
n=0

soit le développement d'une fraction rationnelle est que les déterminants de

Kronecker ¢

uO U, .o un
u u ceo U
1 2 ° "n+l
D =
n ose
u u .
n Unel 2t Yop

sont nuls pour n > ny e Cette condition est par exemple satisfaite si les u,

sont rationnels et si on peut obtenir une majcration telle que

D, | 2 an[p <1 pour nZn, .

I1 en est ainsi si, dans C , f(z) est prolongeable en une fonction méromorphe
dans un cercle |z| <R, et, dans chaque Qp , prolongeable dans un cercle

z| <R_,etque RIR >1,

lz|, R 5 et a 0

On peut déduire de ce théoréme l'existence d'ensembles de nombres algébriques
fermés [6].

Un résultat extrémement important a été obtenu par DWORK [4] : soit
f(Xl ,...,xn) =0 un polynfme & coefficients dans le corps fini K, = Z’*p o Soit
P= (xl,e..?xn) un zéro de f , ses coordonnées se trouvent alors dans une cer—
taine extension finie Ky de K, ; oi m est choisi le plus petit possible. On
pose N(P) = pm nombre d'éléments de K+ On pose
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ou encnre avec t = p-'S :

1 < n
Z.(t) =1 =2 u t , avec u_€ 2 . .
£ Pl-t" no ® n
DWORK démontre que Zf(t) esty dans Q_, le quotient de deux séries entiéres con-
vergeant pour tout t € Qp . Dans C , Zf(t) converge pour |t| < 1 , donc

Zf(t) est une fraction rationnelle.

On peut alors se demander si les séries de Laurcnt sont les mieux adaptées a
étudier les fonctions de C% « Dans le cas des extensions finies de Q , Mme
AMICE [1] a montré que les séries d‘'interpolation jouent un réle trés important ;
nous les avons d!ailleurs rencontrés dans la série (1 + p)z « Cette méthode sem—

ble devoir conduire 3 de nombreux résultats nouveauxs
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