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L’ANALYSE p-ADIQUE EN THEORIE DES NOMBRES

par Charles PISOT

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
5e année 9 1963/64, n° 1 18 novembre 1963

La théorie des nombres a fait de grands progrès quand on y a introduit la ana-

lyse, en particulier les fonctions de variable complexe. essentielle con-

siste , pour étudier une suite infinie d’entiers ou de rationnels n ~ de leur

associer une "fonction génératrice" à savoir

et de traduire les propriétés des u en propriétés de f (z) . Donnons un 
n

ple très élémentaire : si u est le nombre de solutions en entiers u , v > 0
n

de l ~ équation u + 2v = n , on a

On constate cependant le fait que z E Ç n’est pas intervenu ; on aurait pu

prendre z dans un autre corps contenant Q . Or C est obtenu comme clôture

algébrique de la complétion de Q relativement à la valeur absolue ordinaire~ On

peut alors se demander si la valeur absolue ordinaire est la seule valeur absolue

sur Q . Il n’en est rien. Rappelons qu’une valeur absolue sur un corps K est

une application de K dans les réels positifs vérifiant :

1° et 2° montrent qu’une valeur absolue sur Q est déterminée si on connaît

|p| pour tout nombre premier. OSTROWSKI a montré que les seules valeurs absolues

sur Q sont, du point de vue topologie associée, soit la valeur absolue tri~- 
1

viale |p| = 1 pour tout p , |0| = 0 , soit la valeur ordinaire, soit 



pour m p fixé, |0| = o et |p’ i = 1 si p’ ~ p d on appelle alers Q lJ

complété de Q relativement â cette dernière valeur absolue et un élément
03B1 ~ Q P 

e st appe lé nombre p-adique. L’ iné galit é 3° e st re mplac ée par l’ iné galit é

plus stricte :

dite inégalité ultramétrique.

Corps ultramétrique. - Soit K un de Qp muni d’une valeur absolue

ultramétrique notée ( ) dont la restriction à Q est celle de Q o Consi-

dérons dans K une série de Laurent

Elle converge si et seulement si

Posons (z ( = p , et supposons lim | a ] p = 0 p alorsP ~ P

est atteint pour un nombre fini de n au plus? et on aura

On aura égalité si sup|a n ( P p est atteint pour une seule valeur de n .

Géométriquement, considérons dans un système d’axes Ot , Oy la droite

y= (t-n) elle passe parle point A : t = n ,
y = - et elle coupe Oy en un point d’ordonnée - logp(|an)p 03C1n) .

L’enveloppe convexe inférieure des points A constitue le ’~polygone de Newton"
de f(z) [3], Sa droite d’appui, de pente logp p coupe Oy au point d’ ordon-
née - logp (03C1) . Lorsque cette pente logp p est telle que la droite d’appui
rencontre le polygone de Newton en un seul sommet~ on a

|f(z)|p = (03C1) , pour tout z , avec |z|p = 03C1 .

Les zéros de f(z) ne peuvent donc avoir pour valeur absolue que des valeurs c

telles que logp p soit la pente d’un côté du polygone a La réciproque de ceci
est vraie ; on a :



IEME de HENSEL. - Si le polygone de Newton de fez) a un côté joignant les
sommets A nt An+d p. ae dans K on un wc-

duit P (z) g(z) , où P (z) e st un polynôme de degré d , dont le polygone de

Newton e st un segment parallèle à An , A d’ et où g(z) est une série de

Laurent dont le polygone de Newton n’a pas de côté parallèle à 

Il en résulte qu’un polynôme irréductible de Q a nécessairement son polygone

de Newton réduit à un seul segment et que) par suite, la seule manière de prolon-

ger la valeur absolue de Q 
P 

à une extension algébrique de degré n de Q ,
est de poser

on vérifie alors sans peine que l’on a ainsi une valeur On passe ainsi

à la clôture algébrique 03A9p p Cette clôture n’est pas complète; en la complé-

tant, on obtient un nauveau corps p complet, et on qu’il e st aussi alw

gébriquement c lo s . Le s v a le ur s ab s , olue s dans (2 p 
sont toute , s de la forme p où

r ~ Q.

L’ensemble des a d’une extension algébrique de Q vérifiant  1 cons-
L ens ~ ,.~p p

titue un anneau A dans lequel l’ensemble des 03B1 avec |03B1|p  1 constitue un
p

idéal p remier maximal P ~ le corps k = A~P est de caractéristique p et 

elle c orps de s re ste s. P our 4 ~ on a k = Z et pour une e xtension f inie dep 

Q le corps k e st une extension finie de Z , donc a un nombre fini 
Mp ’ p ,~p
ments. On en déduit que A est compact dans ces corps, tandis que A n’est plus

compact dans le s extensions inf inie s de Qp . Le s extensions finies de Q res-

semblent donc au cor p s R , tandis que les extensions infinies ressemblent 

Dans ce s dernières, en particuliers dans (2 p 
et dans (2 

p 
on peut montrer que

si lton pose

même si lo p est la pente d’un côté du polygone de Newton de la série de

Laurent f(z) .

Il en résulte que dans 03A9p , et aussi dans P 3 les inégalités de Cauchy sont

valable s :



De même, le polygone de Nowton de f(z) quel que soit a , f (Z f = a

a au p lus un nombre fini de dans tout domaine 4  r ~, , z ~ p ~ R 9 où
converge pour r  |z| B R a

p

Applications.
, ,

THEOREME de MAHLER [5]. - Soit

ou X. n a. sont des nombres algébriques d’une extension de Q . On peut toujours

choisir p tel que p ne divise pas f! [N(03B1i)] , alors, dans une certaine
extension finie de C .on aura-p ~

Comme (mod P~ ~ il y a un nombre fini de classes, il existe un exposant entier

m tel que

La série

où . = 03B1mj - 1 est alors convergente pour |z|p  1 , et on peut l’écrire comme~a. a. p
une série de Taylor. S ï u = 0 pour une infinité de n 9 il existe au moins un

n

entier a tel que u = 0 pour une infinité de n de la forme hm + a 4 Con-
n

sidérons alors ïa fonction

elle ect nulle pour une infinité de z dans à savoir pour les valeurs

de z = h précédentes’- Comme la boule unité est compacte, ces zéros auraient une

valeur d’ accumulation dans ! z  1 , ce qui entraîne que f (z) est identique-

ment nul, donc u n = 0 pour tout n ~ a (mod m) 0

Ce théorème est à l’origine de travaux de SKOLEM [7] et CHABAUTY [2], où, au

lieu de sciâmes précédentes, on considère des expressions de la forme :



où les X et les a sont algébriques sur Q . Si de telles expressions 
nulles pour une infinité do systèmos il en résulte que , dans 

taine s conditons, elle est nulle sur toute une variété algébrique des ~n19 ~ . e f n .
Cette méthode s’applique avec succès à l’étude d’équations diophantiennes faisant

intervenir les unités d’un corps algébrique 3 comme par exemple des équations de

la forme

et les a. l sont des entiers algébriques.

Fractions rationnelles. - Une condition nécessaire et suffisante pour que

soit le développement d’une fraction rationnelle est que les déterminants de
Kronecker :

sont nuls pour n ~ n 0 e Cette condition est par exemple satisfaite si les un
sont rationnels et si on peut obtenir une majoration telle que

Il en est ainsi si, dans C p f(z) est prolongeable en une fonction méromorphe
dans un cercle R , et, dans chaque Q ~ prolongeable dans un cercle

)z) R . et que R  Rp >1 . 
On peut déduire de ce théorème l’existence d’ensembles de nombres algébriques

fermés [6].

Un résultat extrêmement important a été obtenu par DWORK [4] : soit

f(x.~~,.~x )==0 un polynôme à coefficients dans le corps fini Ki = Soit

P== (x..~*~~x~) un zéro de f , ses coordonnées se trouvent alors dans une cer-

taine extension finie K de Ki ’ ou m est choisi le plus petit possible. On

pose N(P) = p nombre d éléments de On pose
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..
ou enc~re avec t ~ p S :

DWORK démontre que Zf(t) est, dans 03A9p , le quotient de deux séries entières con-

vergeant pour tout Dans C ~ Zf(t) converge pour )t)  1 , donc

Zf(t) est une fraction rationnelle.

On peut alors se demander si les séries de Laurent sont les mieux adaptées à

étudier les fonctions de Q . Dans le cas des extensions finies de Q , Mme

AMICE [1] a montré que le s séries d’ interpolation j ouent un r81e très important ;
nous les avons d’ailleurs rencontrés dans la série (1 + ~ Z . Cette méthode sem-
ble devoir conduire à de nombreux résultats nouveaux.
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