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19-01

ÉLÉMENTS ALGÉBRIQUES DE L’ALGÈBRE VE(Q)
par Mme Françoise BERTRANDIAS

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des Nombres)
5e année, 1963/64~ n° 19 11 mai 1964

Dans cet exposée on se propose dans différentes algèbres sur le corps
Q des rationnels, des éléments algébriques sur Q , en liaison avec des éléments

algébriques particuliers étudiés précédemment (ensembles § ). Le plan est le sui-
vant i

§ 1 : Définitions - Notations.

§ 2 : Eléments algébriques de l’algèbre 03A9E(Q) ~ il Q . Résultat essentiel : le

lemme 1. p~E P

§ 3 : Eléments algébriques de l’algèbre VE(Q) ~ H Q . Résultat essentiel s le

théorème 1, obtenu en utilisant un "théorème de Minkowski" pour des systèmes
de formes linéaires à coefficients dans des Q ~ en nombre fini.

§ 4 : Une caractérisation des éléments algébriques de V (Q) : théorème 2.

1. Définitions - Notations .

1.1. a -. Q 
P 

désigne le corps des nombres p-adiques , Q 
P 

sa clôture algébri-
P l’ensemble de toutes les valuations distinctes non équivalente de Q , en

convenant de désigner par l’indice 0 la valuation ordinaire ( Q- = R ~ 0 = C ~
R corps des réels, C corps des complexes). E désignera un sous-ensemble fini
non vide de P (contenant ou non la valuation ordinaire).

Pour un élément la de R , désigne la valeur absolue ordinaire.

élément ~ de Q . )~ désigne la valeur absolue telle

que )p!p = 1/P .
Soit V (Q) la sous-algèbre de l’algèbre produit p~P Qp (algèbre produit de

Q-algèbres au sens de BOURBAKI, [2], § 8-la) définie par
’’ ~ 

- 

j 1 i 1

sauf pour un nombre fini de p au plus ) .
Soit 03A9 (Q) la sous-algèbre de l’algèbre produit ÎI 03A9 définie par

p



sauf pour un nombre fini de p au plus ) .

ü ( ~~) est une Ces deux algèbres ont le même élément uni-

té qu’ on notera e et qui est défini par e 
p 

= 1 ( p E P ). L’ élément nul de

(~p = 0, p E P ) sera noté 0 . Si on note r~ l’ élément

Le sous-anneau de isomorphe à Q , qui est l’ensemble des éléments r.e

( r ~ ~ ), sera désigné par 

On définit dans 03A9(Q) la pseudo-valuation [6]

1.2. - Soit °E(Q) (resp. la sous-algèbre de Q(Q) définie par :

QE(Q) (resp. VE(Q) ) est isomorphe à l’algèbre produit En.... Q (resp. Q ) .
P .O P PG P

e st une sous-algèbre de 03A9E(Q) .
Ces 2 algèbres ont le même élément unité : eE de composante 1 ou 0 dans Q P

suivant que p OE E ou non.

Si 03BE e Q (Q) ’ e st 1 ’ élément de Q E ((;) ° ayant même projection 03BE 
p 

que 03BE
dans Q ( p OE E ) .

P

Le sous-anneau de vj(Q) isomorphe à i 1

sera note Q~ .

~p(Q) et V .
m

Si (Ei)i=1, ... ,m 
désigne une partition de E, eE =  eEi. Donc si ~ ~ 03A9E,

E est l’anneau composé direct des anneaux 0 . ( i == 1 ~ ... ~ rn ) (composé di-
rect au sens de ~-L 1 ~ , 

~

Si E se réduit à un élément E = ( p~ , on notera eE = ~.~ ~ ~ ~ ~~(u) ’



1.3. - Théorème d’Artin ([1], § 2.2) . - On démontre que pour tout élément 03BE
de_ B 

il existe une décomposition unique :

où et avec

0 = H(~) + ~p(~) ~ si p ~ E . Il en résulte H(~) où

ZE est l’anneau des rationnels de la forme

2. Eléments algébriques de ~(Q) .
2.1 chap. 4, § 2 et [4], § 11, Exercice 1). - Soit A une al-

gèbre~ avec élément unité e 9 sur le corps K (qu’on identifie à la sous-algèbre
K.e ). Pour tout polynôme f = a~ + a 1 + ... + a Xn de l’anneau K[X] et tout

on pose: f(~~ _ a ~ + ... + a ~ .
L’application f -~ f (~ ~ de l’algèbre K[X] dans l’algèbre A est une représen-

tation. L’image de K[X] dans cette représentation est la sous-algèbre de A en-

gendrée par e qu’on note K[03BE] . K[03BE] est isomorphe à l’algèbre quotient
où a est l’idéal de K[X] formé des polynômes f tels que f(~) = 0

(on dit que 03BE est racine de f ).

Si K~~~ est de dimension finie sur on dit que ~ est algébrique sur K .

L’idéal a est alors de la forme (f~) où f~ est un polynôme unitaire différent
de 0 de K[X] , qu’on appelle polynôme minimal de 03BE et qu’on note X) .
Par définition, le degré de § est le degré s de son polynôme minimal.
s = [K[03BE] : K] : on dira que est un anneau d’ éléments algébriques de degré
s . Les éléments de K~~~~ sont de degré $ s , et s’expriment de manière unique
par rapport à la base (e y~ ~ ... ~ ~"~) : 1

Si Q est de degré s ~ (e ,~ ~ ... ,~~~) estime base de donc
= K[~] .

Si le polynôme miniraal de § est irréductible dans K[X] , est un corps.



Si X) = ~~ + ~, + ... + on appellera norme de le rationnel

2o2. - Ces notions, appliquées au cas K = Q.e , A = Q(Q) (resp. = Q~ ~
A = ~(Q) ) permettent de définir des éléments algébriques 1 dans 0(Q) (resp.

~ir(Q) )- On notera (resp. Qrp[~] ) les algèbres correspondantes. " ~ élé-

ment entier algébrique" signifiera t "les coefficients du polynôme minimal sont en-

tiers rationnels".

Si ~ est algébrique sur Q.e ~ sa composante dans est al-

gébrique sur Q.e 
P 

et on a i

Pnh (§ , X) est le polynôme irréductible élément de Q , sur Q c Con-

séquence: i tous les facteurs irréductibles d’un polynôme minimal sont distincts.

La composante 1.ez de i OE Q(Q) dans 03A9E(Q) est algébrique sur QE , et on a i

x) divise P~%~(ç~) (1 9 x) °
j v "

En particulier, si = i , c’est-à-dire i OE on voit que:

Par la suite, on se limitera à l’étude des éléments algébriques 03BE de 

03BE étant algébrique et (Ei)i=1, . . . , m 
étant une partition quelconque de E , la

mposante 03BE~eE. de 03BE dans est algébrique, et on a
i 1

Soi t la partition particulière de E associée à l’ élément 

brique i de 03A9E de la manière suivante : p G £ , si p G E et est ra-

cine dans 03A9Ei de f . , où f = ii f , est la décomposition en facteurs irréduc-

tibles dans Q[X]° du polynôme minimal de 1



On a alors

Si a = g(03BE) , (g e Q[X]) est un élément de QE[03BE] , sa composante 03B1eEi 
dans

C~ 
1 

est un élément de Q~ [~e~J , car

De manière plus précise, on a le résultat suivant :

LEMME 1. - Tout anneau d’éléments algébriques de 0~(Q) est composé di-

rect de m cors Q~ [~E~ d’éléments algébriques de 
. 

- i i= , * o . ,m

est la partition de E associée à l’élément algébrique ~ .

Démonstration. - Il reste à démontrer que, étant donnés m éléments algébriques

a. appartenant respectivement à l’élément a de 03A9E de composantes

03B1i dans 03A9Ei (c’est-à-dire : 03B1 =  03B1i eEi) appartient à QE[~] ,

Comme les f. = ~~. , 1 X) sont premiers entre eux dans Q~X~~ , il existe un

i

polynôme g E Q[X] , unique mod f , tel que

Or a. ~ go ~~e ~ ~ g~~e i ~ . D’ où ~
1 1 Ei ~l 

_

Remarque. - étant isomorphe à Q[X]/(f) et Q~ [~] à Q[X]/(f~) , le
lemme 1 est équivalent au résultat suivant : 

l

L’anneau Q[X]/(f) est isomorphe à l’anneau produit des m corps Q[X]/(f_) .
Exemple. - Si Pm03A9 (03BE , X) est le produit de k facteurs du 1er degré, où k

E 
est le nombre d’éléments de E ~ est isomorphe à Q .

Notation. -  étant un élément algébrique de ~~ ~ (i=l~...~s)



désignent les racines dans Q de Pi~ (~ ~ X) (polynôme minimal de degré s p
dont les racines dans 03A9p sont distinctes puisque tous ses facteurs irréductibles
sont distincts) .Si = 03BE . On a la relation :

-~ -~ c? .. L

3. Anne aux d’éléments algébriques de 

3.1. - Si un élément y de V~ est algébrique sur Q-, ~ l’algèbre 
est contenue dans on la désignera par "anneau d’éléments algébriques de V~ ".

On se propose de démontrer pour un résultat généralisant le suivant s

Dans tout corps Q(y) de nombres algébriques contenu dans R ~ il existe des

éléments de l’ensemble S ayant le degré du corps [7] .

Les ensembles de V~ généralisant l’ensemble S de R sont les ensembles §~ 
f

définis comme suit. (Voir également [l] ~ avec des notations différentes.)

p’ désignant une valuation figurant ou non dans E ~ ~ 
, 

est l’ensemble des

éléments

de VE racine.s d fun polynôme f unitaire de Q[X] , tel pue f(0) ~ 0 , et véri-
fiant les conditions : (Cp) (p e=E) , (F) (p ~ CP E) et (C ,) ou (F J
suivant que E ou non. Les conditions (C) et (r) sont les suivantes :

(CP) |03B8P|P > 1 . Les autres racines de f dans Q 
P 

appartiennent au disque

(F ) Les racines de f dans Q appartiennent au disque ( X) $ 1 .~P P 

’ 

p

(Cp’) |03B8p’|p’>1. Les autres racines de f dans Q , appartiennent au disque

(r.) Les racines de f dans Q , appartiennent au disque JXJ  1
P P P

Propriétés :

1~ Le polynôme f , figurant dans la définition~ est de la forme 1

où q = 03A0pnp et (q, q1) = 1, qS ~ 0.
peE* 

~ s



De plus on montre que f == P~o(9 ~ X) .
Notation. - E" désigne l’ensemble E d’où l’on exclut (0) éventuellement.

E désigne l’ensemble E u~ (0) ~

2° On montre facilement que si 6 e Sp’E, en e Sp’E ( n entier > 0 ) et que les

polynômes Pm03A9E(03B8n , X) sont premj-ers entre eux 2 à 2, et ont tous le degré s.

3° Il existe la relation suivante entre les ensembles Sp’E 
1 

et Sp’E. :
(Ei)i=1,2...,m étant une partition de E , et 6. appartenant.  à Sp’E. ,i 

~~~~~ " ~ ~ i i!j.

(i = 1 , ... , m) , 1 * élément 0 de V- défini par : 6 = 03A3 0. eE. appartient

à (se démontre en utilisant les relations entre polynômes minimaux dans Op
et 0 du § 2.2).~t ’lU § 2 * 2) °

3.2. - On démontrera d’abord le résultat annoncé dans le cas particulier où

est un corps :

LEMME 2. - Dans tout corps QE[03B3] d’éléments algébrique s de VE(Q) , il existe

des éléments de l’ensemble D Sp’E ayant le degré du corps ( F sous-ensemble

fini de P ). 

3.2.1. - On suppose engendré par un élément entier algébrique y , et

on cherche un élément e de QE[03B3] de la forme 1

où a est un élément entier algébrique de de la forme :

( s est le degré de ce qu’on notera

a -x~+x~y + 2014 (p=E) ~ ce notera :

Pour tout P ~ on pose s

( y (i) défini dans le § 2.2) .
p

Pour que 0 , défini par (1) , soit un élément de QE[03B3] de degré s , il suffit



que les inégalités: ~p ~P ~* ~~~ ’ ~p ~~ ’ P ’~ ~~ et ~0 ou ~0 ~~~~

vant que (0) G E ou non, soient vérifiées. (&#x26;. ) et (B ) sont définies par :
, , 

P 
, , P

où n désigne un nombre réel : 0~1 .

En effet les racines dans 0 
p 

du polynôme Pm03A9E (03B1 , X) figurent parmi les

03B1(i)p ( i = 1 , 2 , ... , s ) (a = 03B1(1)p) ; or a est de degré s , car un sys-

tème d’ inéga,lités (A ) entraîne que a est de degré s dans Q . Donc les

sont les racines de Pm03A9E (03B1 , X) . Les conditions (A ) (pe E-) , (B )
(p ~ F- , p ~ E) , (A0) ou (B..) suivant que (0) E E ou non, entraînent alors
immédiatement pour le polynôme X) les propriétés (C ) E-) , (r )
(p ~ F- , p~E) , (C0) ou (03930) suivant que (0) eE 6 appartient
donc à fi) 

~ §~ qui est contenu dans 0 §"" 

3.2.2. - La recherche élément x = (x0 , ... y x .) de Z tel que les

formes linéaires 039B(03B3(i)p , x) vérifient les conditions (A ) et (B ) nécessite

le résultat intermédiaire suivant i

Soient s

L~ (x) (i=L ~ s) y s formes linéaires en x~ ~ ... ~ x~ , , à coef-
ficients dans R , de déterminant 03940 ~ 0 .

L(i)p(x) (i = 1 , ... , s) , s formes linéaire s en ... , x .. à coef-
ficients dans Q.. de déterminant 0394p ~ 0 .
Il existe un système x= (x0 , ... , x .) d’entiers non tous nuls, tels que :

si on a la relation : 1



ensemble fini de nombres premiers distincts, e. réel> 0 , 03BBp,i entier). e

Cette propriété résulte du théorème de Minkowski et de l’évaluation du détermi-

nant m(G) du sous-réseau G de G ~ ~ G p où le réseau G est défini
pE~ P P

par: 
"

Mlle E. LUTZ [5] démontre que 1

Remarque. - On peut remplacer l’hypothèse L(i)0 (x) à coefficients dans R par

L(i)0(x) à coefficients clans C , à condition qu’a.vec cha,que forme figure sa conju-
guée et que les 2 formes soient majorées en valeur absolue par le même coefficient
e ..
1

3.2.30 - Application £ la recherche d’un x e Zs tel que les formes linéaires
vérifient les conditions (À ) et (B ) .

P 
" 

P 
~ 

P

Afin de pouvoir appliquer le lemme ?, il faut se ramener à des mqjorations de

valeurs absolues de formes linéaires à coefficients dans C ou dans Q .

A(03B3(i)p, x) = x0 + x1 03B3(i)p + ... + xs-103B3(i)s-1p P / °> et 03B3(i)p ~ Yp>
est à coefficients dans Q .

P

les inégalités x. ) $ p-1 (,j = 0 , ... , s - 1) entraineront
.l P

c’est-à-dire la condition (B ) . On posera donc: i
_ , 

P

Si est algébrique de degré s sur Q , mais de degré  s - 1

sur Qp , puisque X) a -une racine y dans Qp , c’est-è-dire



La a inégalités

entraîneront

c’est-à-dire les s - 1 dernières égalités de la condition (A ) .On posera donc

Les formes ~y ~ , x) sont à coefficients dans G , 2. à 2 conjuguées. On pose-
ra donc simplement :

et , lorsqu’on a affaire à des majorations, c’est-à-dire pour i = 2 , ... , s

((0) E E) et i ~ ~ 9 2 , ... i s ~~0~ ~ E~ ~ on posera

Restent les formes A 
p 
(y 
p 

, x) (p E E) pour lesquelles les conditions A 
P 

im-

posent des minorations en valeur absolue. Or la formule du produit des valuations

appliquée au rationnel :

(rationnel indépendant de p 9 non nul si x ~ (0 , .ee ~ 0) , car dans Q tout

Y est exactement de degré s sur Q, ici intervient l’hypothèse est

un corps) donne :

D’où pour tout p’ E E+ :

c’ e st-à-dire une minoration de ) l1 (Y , , |A(03B3p, , x)|p, en fonction des majorations en va-
P p

leur absolue de toutes les formes

et en particulier de majorations en valeur absolue des formes A(y , x) ( p E E ,
p



p~p’ ~.

On posera donc :

Le choix des majorations correspondantes :

est assez arbitraire pourvu évidemment qu’on les choisisse supérieures aux minora-
tions des conditions Ap. On prendra : i

On peut alors appliquer le lemme 3 aux formes linéaires définies à partir des
formes ~(y p ~ x) par les conditions (2) , (3) , (5) de ce § 3.2.3. et aux ~, p i a. .
et ci associés. En effet, on démontre aisément que les déterminants correspondants

~ et A sont ~ 0 .

Le reste de la démonstration consiste en la recherche d’un réel ~ (0  ~  1)
et d’un entier positif r tels que l’inégalité du lemme 3 soit vérifiée et que le
2e membre de (4) soit supérieur à (pour p’ eE" ) et supérieur à Ï~ pr
(pour p’ = (0) si (0) E E ). 

On trouve les conditions suivantes s

Si (0) =E :

Si (0) 

Il est possible de tel que, pour r assez grand, ces inégalités
soient vérifiées. On peut par exemple par



0n a donc construit un élément a de Q[y]° vérifiant les conditions (A ) et
’ " ’£. 

’ 

P

(B ) du § 3.2a l . 1 1a démonstration du lemme 2 est terminée.
P

3.3. - 0n peut alors démontrer le résultat plus général: 1

THÉORÈME 1.. - Dans tout anneau QE[03B3] d’éléments algébriques de VE (Q) , il
existe des éléments de l’ensemble fl SpE 

t 

ayant le degré de l’anneau ( F sous-

ensemble fini de P ) . 

Démonstration. - Soit (E )Y la partition de E relative à l’élément
~ 

1 1=1 , ... ,m 
~"

algébrique y (§ 2.2) , et soit si le degré du corps % corps d.’éié-

ments algébriques de VE.. 
i

Le lemme 3 démontre l’existence d’un élément e de Q [03B3eEi ] , de degré s.

appartenant à ~ Sp’E. La propriété J des ensembles Sp’E ( § 3. 1) montre que
p’ ef 1

les 09 ( n = 1 , 2 , ... ) sont des éléments de degré s. de QE.[03B3eE ] , et que
i i . - .

leurs polynômes minimaux sont premiers entre eux 2 à 2. 

On peut choisir un système ... , n ) d’entiers positifs tels que les poly-
nômes Pnh (03B8ii, x) (1 = 1 , o .. , m) soient premiers entre eux 2 à 2.

E .
~ 
m n. ,

Soit ° = 1 03B8ii eE. a ° appartient à fl £% (propriété 3 des ensembles

Sp’E (§ 3.1))i=1.
D’autre part: g

Il en résulte que 6 est de degré s.

4. Une caractérisation des éléments algébriques de VE(Q).

4.1. -. Les nombres algébriques réels peuvent être caractérisés par l’existence

d’approximations rationnelles "régulièrement réparties" [7].

Cette propriété se généralise aux éléments algébriques de le rôle de Z



étant alors joué par le sous-anneau de où ) e st l’ anneau de s ra-

tionnels 
m 

(~ 1.~~.
03A0 P03BDp
p~E

THÉORÈME 2. - Un élément 03B1 de VE (Q) est algébrique sur QE si et seulement

s’ il existe deux suite infinies (u) et (v) de rationnels de l’ anneau Zmn n 

telles que:

et éventuellement, si (0) ~E :

où p et c sont des réels : 0  p  1 , 0  c , et 6 un élément de 

tel que te ) > 1 (p~E).201420142014-~2014 ’ P P 
"

Le degré s de a vérifie l’inégalité

où k e st le nombre d’éléments de E+ et ~ le réel > 0 défini par

La démonstration utilise le théorème 1~ pour le cas F == E ~ et une caractérisation
de l’ensemble Ft SpE 

1 

au moyen de la décomposition d’Artin (§ 1.3) (cas particu-
"

lier de la caractérisation donnée dans [1]~ § 3.1) :

Soit 9 un élément de Vp tel que |03B8p|p > 1 (p e E) . 6 appartient à

~ Sp’E si et seulement s’ill existe un élément inversible À de VE tel que :E 20142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 2014 E 201420142014

(n>n~ ~ c réel>0 ~ p réel : 0pl ).
À est alors un élément algébrique de Op[6] .
Dans le cas où 03B8 ~ ~ §" . on peut choisir pour X tout élément entier al-

p’eE’’ "

gébrique de et l’on a (pour n > n.. ) :



4.2. - Principe de Ia démonstration. - Elle est analogue à la démonstration

classique [7].

Si a, est algébrique 3 on écrit a ^ 03BB/ , où 03BB et  sort 2 éléments entiers

algébriques de et on p rend p our 8 un élément de n ~p~ 
, 

a pp artenant~ 
p’ EE+ E

Les rationnels: u _ H~~Bn) ~ v _ remplissent les conditionsE n n

énoncées. Réciproquement, s’il existe 2 suites (un) et (vn) vérifiant les condi--

tions du théorème , on montre que eE.vn 03B8n ~  et que

D’où il résulte : 6 appartient à l’ensemble + Sp’E , et  est un élément

algébrique da Qg[6] . 
p’eE

e~.uPar raisonnement analogue, on montre 03BB, et que 03BB est un élément

algébrique de Q~[6] . On en déduit facilement ~ ==~-? a est un élément algébri-
que de Q~[9] . 

p

L’inégalité vérifiée par le degré s de a résulte de la formule du produit des
valuations appliquée au rationnel Nm03A9 (6) .

E
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