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Séminaire DELANGE-PISOT 19-01

(Théorie des Nombres) . .
5¢ année, 1963/64, n® 19 ! mai 1964

EIEMENTS ALGEBRIQUES DE L'ALGERRE Vo (Q)

par Mme Frangoise BERTRANDIAS

Dans cet exposé, on se propose 1'étude, dans différentes algébres sur le corps
@ des rationnels, des éléments algébriques sur Q , en liaison avec des éléments
algébriques particuliers étudiés précédemment (ensembles S ). Le plan est le sui-
vant
§ 1 : Définitions - Notations.
§ 2 : Eldments algébriques de 1'algtbre () = [l Qp . Résultat essentiel : le
lemme 1. peb

§ 3 : Eléments algébriques de 1l'algébre VE(Q) = Qp . Résultat essentiel : le

théoréme 1, obtenu en utilisant un "théoréme de Minkowski" pour des systémes

de formes linéaires & coefficients dans des Qp s en nombre fini.

§ 4 : Une caractérisation des éléments algébriques de VE(Q) : théoreme 2.

L. Définitions - Notations.

l.l. - Q  désigne le corps des nombres p-adiques , Qp sa cl8ture algébri-
que, P 1l'ensemble de toutes les valuations distinctes non équivalente de Q , en
convenant de désigner par 1'indice O la valuation ordinaire ( QO =R, QO =C,

R corps des réels, C corps des complexes). E désignera un sous-ensemble fini

non vide de P (contenant ou non la valuation ordinaire).

Pour un élément EO de R, ISOIO désigne la valeur absolue ordinaire.

Pour un élément €& de Q
que lplp =1/p .

b ? Iiplp désigne la valeur absolue p-adique telle

Soit V(Q) 1la sous-algébre de 1'algdbre produit p£%>Qp (algébre produit de
Q-algebres au sens de BOURBAKI, [2], § 8-10), définie par

v(Q) =1{§ = (ip)pep;

sauf pour un nombre fini de p au plus } .

" <1
Sp e et Bl

Soit Q(Q) 1la sous-algdbre de 1'algdbre produit pgszp définie par
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QQ) = {¥ = (ap)pEP g, 0 et lgp\p <!

sauf pour un nombre fini de p au plus I

V(Q) est une sous-algibre de Q(Q) . Ces deux algdbres ont le méme élément uni~
té qu'on notera e et qui est défini par e = 1 (p€P ). L'élément nul de
QQ) ( E’,p =0, p€P) seramnoté O .Si r&Q , onnote rf 1'élément

T
( Ep)

Le sous-anneau de Q(Q) isomorphe & Q , qui est l'ensemble des éléments r.e

peP ’

(r eq), sera désigné par Q.e .
On définit dans Q(Q) 1la pseudo-valuation [6]

el = a0 15, -

Le2e = Soit QE(Q) (resp. VE(Q) ) la sous-algébre de Q(Q) définie par :
@) ={g (@ ; & =0 si pfE]
(resp. VE(Q) ={& eV(Q) ; gp =0 si p £E}).

ast 3 Y 1'gleel ‘ [ |
QE(Q) (resp. VE(Q) ) est isomorphe & 1'algebre produit € Qp (resp. p[elE Qp ).

VE(Q) est une sous-algebre de QE(Q) .

Ces 2 algébres ont le méme élément unité : ep de composante L ou O dans @

suivant que p € E ou non.

Si § e€4(Q) , .ep est 1'élément de QE(Q) ayant méme projection Ep que &
dans Qp (pek).

Le sous-anneau de VE(Q) isomorphe & ( :
Qeep = {reE , req}
sera noté Q. .

On désignera fréquemment QE(Q) et VE(Q) par QE et VE .

m
Si (Ei)izl,...,m désigne une partition de E , ep = ;‘El eEi - Done si § e Qp
0 =
& ::c‘;eE = -Z E,eE. ou F,‘eE‘ €Qp .
i=1 i i i
QE est 1'anneau composé direct des anneaux QE. (i=1, ¢ee ym ) (composé di-
rect au sens de BOURBAKI, [2], § 8-11). 1

Si E se réduit & un élément E = (p) , on notera ej = e (p) 3 Qp = Q(p)
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l.3. - Théoréme d'Artin ([1], § 2.2). - On démontre que psur tout élément £

de V(Q) , il existe une décomposition unique :
§ = el(§) + e(&)
ou H(E) €q et (&) eV(Q) avec
(- 1/2 gey(8) <1/2
isp(i)lpsl (peP).
Si & «'—:VE(Q) , 0 =H(E) + ep(%:) , si p £E . I1 en résulte H(E) € Zy 5 oh

ZE est 1l'anneau des rationnels de la forme

2. Eléments algébriques de C%(Q) .

2.1 (BOURBAKI [ 3], chap. 4, § 2 et [4], § 11, Exercice 1). - Soit A une al-
gébre, avec élément unité e , sur le corps K (qu'on identifie & la sous-algébre
K.e ). Pour tout polynéme f = 8y * ap + eee + oA X" de 1'anneau K[X] et tout

g .

L'application f - £(§) de 1'algtbre K[X] dans 1'algdbre A est une représen-

élément & €A , on pose : f(&) = 8 € + 8 &+ eueu + a,

tation. L'image de K[X] dans cette représentation est la sous-algébre de 4 en-

by

gendrée par e et § , qu'on note K[E] . K[&] est isomorphe & 1'algébre quotient
K[X]/a ot a est 1'idéal de K[X] formé des polynbmes f tels que f(§) =0

(on dit que & est racine de f ).

Si K[E&] est de dimension finie sur K » on dit que €& est algébrigue sur K .
L'idéal a est alors de la forme (fO) o fy est un polyndme unitaire différent

de C de X[X] , qu'on appelle polyntme minimal de & et qu'on note PmA(E , X)

Par définition, le degré de & est le degré s de son polynéme minimal,

s = [K[g] : K] : on dira que K[E] est un anneau d'éléments algébriques de degré

S « Les éléments de X[&] sont de degré < s , et s'expriment de manidre unique
par rapport & la base (e , & , ... , is-l) :
s=1
£E&) = bye+b &+ oun+ b, 1 g ( b, €K ) .

Si n €K[E] estdedegré s, (e ,nN , veu , nS_L) est une base de X[§] donc
K[n] = k€] .

Si le polyntme minimal de & est irréductible dans K[X] , K[E] est un corps.
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Si PmA(E , X) = x® 4 a; ) il see + B, ON appellera norme de £ le rationnel

Nm, () = (- 1)®

2.2. - Ces notions, appliquées au cas K = Q.e , A =Q(Q) (resp. KoQep = G
A = QE(Q) ) permettent de définir des éléments algébriques & dans Q(Q) (resp.
QE(Q) ). On notera Q.e[&] (resp. QE[E] ) les algébres correspondantes. " & ¢élé-
ment entier algébrique" signifiera : "les coefficients du polyndme minimal sont en-

tiers rationnels".

Si & e€Q(Q) est algébrique sur Q.e , sa composante 5.%) dans Q(p) est al-

gébrique sur Q.ep et on a :

Py (8, X) = e, PmQ(p) (€e(py » X) = pery Pme(ap , X)

Pm, (&p , X) est le polynbme irréductible de Ep , élément de Qp , sur Q . Con-

séquence : tous les facteurs irréductibles d'un polyndme minimal sont distincts.

La composante E.ep de & e Q(Q) dans QE(Q) est algébrique sur Qp , et ona :
PmQF(Q) (E;eE , X) divise Pm(}(@) (&, X) .
En particulier, si &ep = & , c'est-b-dire § € (Q), on voit que :

P ) }(PmQE(Q) (& , X) si X | PmQE(E; , X)
IUQ(O) (5 ’ X) =
Xng2E (g , si X Jf Pr, (E , X)

Par la suite, on se limitera & 1'étude des éléments algébrigues & de QE(Q)

£ étant algébrique et (E,). étant une partition quelconque de E , la

l l.— , © o0 ’m
composante ieE de & dans QE est algébrique, et on a
i i

PmQE(E , X) = ppem  Pr (F‘,eE , X) &

i:l,...,m Ei j.
Soit (E )S o la partition particuliere de E associde & 1'élément algé-
’DO.,
brique & de QE de la maniére suivante : p € Ei 8l peE gt i.eE est ra-
i
cine dans QE de fi s ot f£f= Il f, est la décomposition en facteurs irréduc-

i=1
tibles dans Q[X] du polynbme minimal de &

£(X) = PnhE(E , X) .
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On a alors

= P%E (E_.OE:L , X) .

i

mn
PnQE(& , X) = i[il PnbE (g;eEi , X)

Si a =gk, (geqQX]) estun élément de QE[EI , sa composante aep  dans
i
QEi est un élément de QEi[aeEiT y car

aeE = g(a)"eE = g(ieE ) .
i i i

De meniére plus précise, on a le résultat suivant :

IEMME 1. - Tout anneau QE[S] d'éléments algébrigues de ¢y (Q) est compose di-

rect de m corps QE.[aeEi] d'é1léments algébriques de Q i(Q) , o (E1)1~ I
est la partition de E associde & 1'élément algébrigue §& .

Démonstration. - Il reste &4 démontrer que, étant donmés m éléments algébriques

ay appartenant respectivement a QEi[ﬁeE ], 1'élément a de Qp de composantes
i

& By - m . ~
a; dans QEi (c'est-i-dire : a = igi o eEi ) appartient 2 QEﬁij

~

., = g (ieE ) o g, € Q[x]
Comme les f, = PmQE (ai , X) sont premiers entre eux dans Q[X] , il existe un

i
polyndme g € Q[X] , unique mod f , tel que

i

g =8, mod fi .

Or a, = gi(geEi) = g(EeEi) . D'ou :

m
a= 3 e glEey ) =glk)
i=1 i i

Remarque. - QE[éj étant isomorphe & Q[X]/(f) et QE (] a Q[X]/(fi)

lemme 1 est équivalent au résultat suivant :
L'anneau Q[X]/(f) est isomorphe & 1l'anneau produit des m corps Q[X]/(fi)
Exemple. - S1 Pmy (€ , X) est le produit de k facteurs du ler degré, ou k
est le nombre d'élémgnts de E, QE[ij est isomorphe & Qk .

Notation. - & étant un élément algébrique de %, , Eél) (i=1, see y8)
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désignent les racines dans Qp de Py (€ ; X) (polynbme minimal de degré s ,
dont les racines dans 2 sont distinctTes puisque tous ses facteurs irréductibles
sont distincts). Si p eB , aé” =&, » Ona la relation :
S .
i, () = 11 g (Y peP)
E i=1

Y

3. Anneaux d'éléments algébriques de VE(Q) .

3.ls =~ Si un élément Yy de V. est algébrique sur Q 1'algébre QE[Y]

est contenue dans Vp : onla désignera par "anneau d'éléments algébriques de vy M.

On se propose de démontrer pour QE[Y] un résultat généralisant le suivant :
Dans tout corps Q(y) de nombres algébriques contemu dans R , il existe des

éléments de l'ensemble S ayant le degré du corps [7] .

1
Les ensembles de VE généralisant l'ensemble S de R sont les ensembles 85

définis comme suit. (Voir également [1] , avec des notations différentes.)

1
p' désignant une valuation figurant ou non dans E , $§ est l'ensemble deg

éléments

8= 26 6
ek p “(p) ( pEQp)

de V; racines d'un polyféme f unitairg_qe Q[X] , tel que f(0) # 0, et véri-
fiant les conditions : (Cp) (p € E) , (Fp) (p € % E) et (C_,) ou (Fp,)

suivant que p' € E ou non. Les conditions (C) et (I') sont les suivantes :

(Eé) Iepip > 1 . Les autres racines de f dans Q, appartiennent au disque

X] 1.
) 1 <
(Fp) Les racines de f dans Qp appartiennent au disque 1X|p <1l.

(Cp.) »lep,¥.>.l . Les autres racines de f dans Qp, appartiennent au disque

Xl <1
Ao
(fb.) Les racines de f dans Gb, appartiennent au disque lep <1

Propriétés :

1° Le polyntme f , figurant dans le définition, est de la forme :

Se1
q £f(X) = qx°+ 4 ) S a (a et q; €1)

o g= Il p? et (g, q) =1, qg £0 .
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De plus on montre que f = ngm(e y X)

Hotation. - E~ désigne l'ensemble E d'oh 1l'on exclut (0) éventuellement.

E* désigne l'ensemble E w (0) .

1
I3

-~ 1
2° On montre facilement que si © € @5 , 0 e aﬁ (n entier >0 ) et que les

polynbmes PmO (Gn , X) sont premiers entre eux 2 & 2, et ont tous le degré s .
E

1

1
20 11 existe la relation suivante entre les ensembles Sg et Sg S
i

. N . ’ .
(Ei)i:l,2,...,m ¢tant une partitionde E , et 6, appartgﬁant. & gEi R
G=1, ¢ev ym), 1'élément 6 de Vp défini par : 0 = ¥ 6, ey Zapoartient
i=1 i

t
a S§ (se démontre en utilisant les relations entre polynomes minimaux dans Q

et du § 2.2).
i

E

3.2. = On démontrera d'abord le résultat annoncé dans le cas particulier ol
QE[Y] est un corps :

IEILE 2. - Dans tout corps QE[Y]' d'éléments algébriques de VF(Q) , il existe
1 4
des éléments de l'ensemble N sﬁ avant le degré du corps ( F sous-ensemble
. p'eF
fini de P ).

3.2.1. ~ On suppose QE[y] engendré par un élément entier algébrique y , et
on cherche un élément 6 de QE[y] de la forme :

(1) 0 = —2— (r entier >0)
r
fMm_r
peE
ou o est un élément entier algébrique de QE[y] de la forme :

S-—l

@ =Xgep + X Y £ oeee + XY ( x; € Z )

( s est le degré de QE[y]‘), ce qu'on notera

a = A(Y s X) .

g-1

On a : Oy = Xg * Xy Y, e + X Yp (p €E) , ce qu'on notera :

Pour tout p € P, on pose :

(1) _ (1) (1) (1)
ag EH X Y A e XY = A(yp sy X)
( yél) défini dans le § 2.2).

Pour que © , défini par (1), soit un élément de QE[Y] de degré s , il suffit
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que les indgalités : Ap (p €E7) , Bp (peF , pg£E) et A, ou B, sui-

vant que (0) € E ou non, soient vérifides. (L) et (Bp) sont définies par :
- i —(r+1) .

(A) G4 ©) el > @{P] <t (122,000, 8)
(A& hO“)> ﬂazf ‘aéﬁlOSTl n p* (1i=2 ,000y 8)
pel pek”

. 1 ]
() (0#£0) PRSI (1=L,2,...,5)
(BO) ‘aél)lo \<T’1 H'_pr ( 1= 1 [ 2 greey S)
pEl

ol r désigne un nombre réel : O <n <1.
En effet les racines dans 2 du polyndme Pmp (@ , X) figurent parmi les

. l i
a(l) (i=1,2, o0 ,8) (a = aé )) ; or a =ast de degré s , car un sys-
teme d'inégalités (Ap) entraine que ap est de degré s dans Qp . Donc les
)

P

(pef , pgE), (AO) ou (BO) suivant que (0) € E ou non, entrainent alors

sont les racines de Pm. (a , X) . Les conditions (Ap) (pe E7) , (Bp)

immédiatement pour le polyndme PmQE(e , X) les propriétés (Cp) (peE™) , (Fp)

(peF ,pgE) , (Cj) ou (ry) suivant que (0) € E ou non, © appartient
1 !

donc & N $§ qui est contenu dans [l gg .

p'€FWE" p'eF

3.2.2. =~ La recherche d'un élément =x = (XO s eee Xs—l) de 2Z° tel que les

formes linéaires A(yél> , X) vérifient les conditions (Ap) et (Bp) nécessite

le résultat intermédiaire suivant :
IEMME 2. = Soient

Lél)(x) (i=1,...,8) , s formes linfaires en X, , «+o , X_; , & coef-

ficients dans R , de déterminant 4, £0 .

Lél)(x) (i=1, ... ,8) , s formes lindsires en Xy s wee y Xg_ | 5 & coef-

ficients dans Qp , de déterminant Ap £0.

Il existe un systéme x = (xo y eee 4 X l) d'entiers non tous nuls, tels gue :

S—
i .
iLé)(X)Iogci (l:l ,2’ “o ,S)
|Lél)(x)‘pgp P, (1=1,2, ..,8 et pek
si on a Jla relation :
s —op ﬂ S
T ec. > AL A A avec = 2 A .
iW:l 1 penE—p > 12l peE| blp R I JE
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( E= ensemble fini de nombres premiers distincts, e, réel >0, Ap i entier).
s

Cette propriété résulte du théoréme de Minkowski et de 1'évaluation du détermi-

nant m(G) du sous-réseau G de 2° : G= N G_, ou le réseau G, est défini
par : peb
(1) o .
L x)]_<p P (1=1,2 ,00ey 8)
P p
Mlle E. LUTZ [5) démontre que :
n(@) = Tl m(a) (51, 1, § 5
peE P
et
\ Op
n(G) =p lAplp (51, I, § 3 et 4)

by

Remargue. - On peut remplacer 1'hypothése Lél)(x) & coefficients dans R , par
L(l (x) & coefficients dans C , & condition qu'avec chaque forme figure sa conju-
0 ’ g q

guée et que les 2 formes soient majorées en valeur absolue par le méme coefficient

C., o«
1

3e2.3+ - Application & las recherche d'un X € ZS tel gue les formes linéairecs

(1)
Yp

A(

, X) vérifient les conditions (Ap) et (Bp) .

.

Afin de pouvoir appliquer le lemme 2, il faut se ramener & des ngjorations de

by

valeurs absolues de formes linéaires & coefficients dans C ou dans Qp .

IX( (1) X) = X, + X (1) + + X (i)s-l (p # (0) et (1) £v)
Yp ’ - 70 1 Yp tee g1 Yp p# Yp Yp
est & coefficients dans Qp .

Si E , les inégalités ‘Xilp < ;p_l (=0, vos , 8 = 1) entraineront

lA(Yéi) , X)lp s

c'est-d-dire la condition (B ) . On posera donc :

i .
(2) Lé )(x) =x;_; et Kp,i =1 (i=1, o0 , 8 .
Si peE, Yél) est algébrique de degré s sur Q , mais de degré < s - 1
sur Qp » pulsque PmQE(y , X) a une racine Yy dans Qp , ¢'est-d-dire
.y S=1 S~2
(1)° (1) _
=c + eve + C oh ¢ € et |c L1l).
p s-2,p Yp op O Oy €Y (e, plp < 1)

On a

. .\ S=2

A(v(l) X) = X\ + Cu X, + eee + (X . +cC x_ ) (1)° .
Yp 2 0" %,p Fs-1 s=2 * Cs2,p Fs-1’ Yp
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Les inégalités

-(r+l) .
X, + C. X \< = O e o0 S =- 2)
l‘ 3 jsp S—llp b (3 ’ »

entraineront

|A(Yéi) , X)I‘p cp )

c'est-d~dire les s - 1 derniéres égalités de la condition (Ap) . On posera donc

(1) oy =
<3) Lp (X) = Xi—2 + Ci-2,p XS_]_ (i =2 g eee S)
et

A . =r+1
Psd
(1)

Les formes /\(YO , x) sont A coefficients dans € , 2 & 2 conjuguées. On pose-

ra donc simplement :
Iél)(x) = A(Yél) , X) (1=1,2, .,8)

et, lorsqu'on a affaire & des majorations, c'est-d-dire pour i
((0O) €eE) et i=1,2, .. , s ((0) £E) , on posera

2y eee 4 8

r
Ci:r] n_p .
p€EE
Restent les formes /\p(yp , X) (p €E) pour lesquelles les conditions Ap i~

posent des minorations en valeur absolue. Or la formule du produit des valuations
appliquée au rationnel :

S A Y

[ Ay ’ x) = n a

=1 P i=L P
(rationnel indépendant de p , non nul si x # (0, ... , 0), car dans Qp tout
Y(l) est exactement de degré s sur Q , ici intervient 1l'hypothese QE[y] est

un corps) donne :

Il FI |A(y(i) x)| 1.
peE" i=1 p 7 7'p7
D'ou pour tout p' € E' . -1
(4) G s ®l s (116D 00, 1L 1a6® , w)
Yp' ’ p' # 4o Yp' ) p' p;ET Yp ) '
P#p

c'est-a-dire une minoration de ]A(yp, s x)]p, en fonction des majorations en va-

leur absolue de toutes les formes
i + i
a0, e, P 4y

et en particulier de majorations en valeur absolue des formes /\(Yp ,x) (pekE,
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p#p' ).
On posera donc :
, 1
(5) 1M @) = Ay, %) (pem) -
p P
Ie choix des majorations correspondantes :
-\
1 .
p P et ¢, (si (0) e E)

est assez arbitraire pourvu évidemment qu'on les choisisse supérieures aux minora-
tions des conditions Ap o On prendra :
2 . . -
e, = M p (si (0)eE) et xpl—_-[r/2] (peE™)
5
el
On peut alors appliquer le lemme 3 aux formes linéaires définies & partir des
formes /\(Yél) , X) par les conditions (2) , (3) , (5) de ce § 3.2.3. et aux >‘p 5
b
et ¢, associés. En effet, on démontre aisément que les déterminants correspondants

Ay et Ap sont £ 0 .

Le reste de la démonstration consiste en la recherche d'un réel n (0 <n <1)
et d'un entier positif r tels que 1'inégalité du lemme 3 soit vérifide et que le
2e membre de (4) soit supérieur & p' " (pour p' €E” ) et supérieur & [l _ o
(pour p' = (0) si (0) eE ). pek

On trouve les conditions suivantes :

Si (0) €E .
s=1 2r-[r/2] s-1 . s
n a >a b lelo pEE- lAplp
[0 a-zm&/zj(inf_p>r-[r/zj o (5D
pEL
Si_ (o E s
~[r/2] ‘
ﬂs a’ Lt P b° lAOlO pg ‘Ap\p
oS ar—[r/Z](inf p)r—[r/Z] > g5-L
pEE
(v a= Il p et b= p).
peE” peF~
peE

Il est possible de choisir n(r) tel que, pour r assez grand, ces inégalités

soient vérifiées. On peut définir n par exemple par
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ns—-l a2r-[r/2] - inf‘_p r/3 si (0) @,
(3)

n® JoIr/R] (inf p‘I'/B si (0) £E .
pek )

On a donc construit un élément o de Q. [y] vérifiant les conditions (Ap) et

@p) du § 3.2.1. : la démonstration du lemme 2 est terminée.
32.3. = On peut alors démontrer le résultat plus général :
THEOREME 1. - Dans tout amneau QE[y] d'éléments algébrigues de VE(Q) , il

1
existe des éléments de 1l'ensemble [l SE ayant le degré de l'anneau ( F sous-
p'eF

ensemble fini de P ).

Démonstration. - Soit (Ei):YL_l 0 la partition de E relative & 1'élément
—,...,

algébrique y (§ 2.2), et soit s; le degré du corps Qp [yeE ] , corps a'élé-
ments algébriques de V. . * *
i
Le lemme 3 démontre l'existence d'un élément 6, de Q [yeE ], de degré S5
i i

1 t
appartenant a N SE . La propriété 3 des ensembles Sg (§ 3.1) montre que
pteF 73
les 6? (n=1,2, ... ) sont des éléments de degré s; de G [yep 1 , et que
i Ti

-

leurs polyn®mes minimaux sont premiers entre eux 2 & 2.

On peut choiﬁir un systéme (nl y vee nm) d'entiers positifs tels que les poly-
némes P (Gil ,x) (1=1, ..., m soient premiers entre eux 2 & 2.
E
m ni t
Soit 6 = X Gi ep © appartient a N 55 (propriété 3 des ensembles
' i=1 i p'eF
s2' (§3.).

D'autre part :

PmQE(G , X) = ppem PmQE (GeE' , X) (§ 2+2).

i=l,.e.,m . i
3 s i

I1 en résulte que 6 est de degré s .

4, Une caractérisation des éléments algébriques de VE(Q) .

4.1, = Les nombres algébriques réels peuvent 8tre caractérisés par 1l'existence

d'approximations rationnelles "réguliérement réparties" [7].

Cette propriété se géneralise aux éléments algébriques de VF(Q) , le r8le de Z
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étant alors joué par le sous-anneau de QE : ZE.eE , Ou ZE est 1'anneau des ra-
tionnels —-—-r&—;—— (§ 1.3).

THEOREME 2. — Un &lément @ de VE(Q) est algébrigue sur QE si et seulement
s'il existe deux suite infinies (un) et (vn) de rationnels de 1l'anneau Z

telles que

”Vn *-u, eEH < cpn
an+1 e =V, ol < cp®

et éventuellement, si (0) £E :

lu |y < cp”

n
‘vn+ll0 <cp

oi p et c sontdesréels: O0<p<l, O<c,et © un élément de VE(Q)
tel que |eplp >1 (p eE).

Ie degré s de a vérifie 1'inégalité

1
s—lS—k-rT

ot k est le nombre d'éléments de E' et n le réel > O défini par

=( Tl |e |\,
P <peElPl1>

; . oo i + s
La démonstration utilise le théoréme 1, pour le cas F =E , et une caractérisation

t
de 1l'ensemble n, 8§ au moyen de la décomposition d'Artin (§ L.3) (cas particu-
p'€E
lier de la caractérisation donnée dans [1], § 3.1)

Soit © un élément de V, tel que Iep]p >1 (peE) . 6 appartient 2

!
'QE+ P si et seulement s*il existe un élément inversible A de Vo tel que :
p

n n
sup. le_,(AB <c
ST e, (8 [y < cp

(n>ny, ¢ réel>0, p réel : 0<p<1).

A est alors un élément algébrique de QE[6] .

!
Dans le cas oh 6 € N Sg , on peut choisir pour A tout élément entier al-
'eR

gébrique de Qu[6] , et 1'on a (pour n > ny ) s
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H(AE™) = NmOE (0P

sp(7\9n> = - _ZZ xéi) el()i)n (pek)
=—H(7\Bn) (PéE)'

4.2. ~ Principe de la démonstration. - Elle est analogue & la démonstration

classique [7].

Si a est algébrique, on éerit a =A/u , oo A et p sont 2 éléments entiers

1
algébriques de QE[a] , et on prend pour 6 wun élément de p'2E+ Sg appartenant
& QE[aI . Les rationnels : u, = (o™ y V= H(u6™) remplissent les conditions

énoncées. Réciproquement, s'il existe 2 suites (un) et (vn) vérifiant les condi-

% Vn

tions du théoréme, on montre que > p et que

n n
sup IE: 1(“e)| ¢ <KpT o,
. P P
p'eb
4
D'ou il résulte : O appartient & 1'ensemble N +.Sp et H est un élément
p'eE E ?
algébrique de QE[8] .

ou
. n .
Par raisonnement analogue, on montre que - on > A, et quue A est un élément

algébrique de QE[GJ . On en déduit facilement a ::%-; a est un élément algébri-
que de Q[0] .

L'inégalité vérifide par le degré s de a résulte de la formule du produit des

valuations appliquée au rationnel Ny, ®©) .
E
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