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Séminaire DELANGE-PISOT 16-01
(Théorie des nombres)
5¢ année, 1963/64, n° 16 20 avril 1964

FORMULE D'INVERSION ET FONCTION DE MOBIUS
SUR IES ENSEMBLES ORDONNES

par Francois DRESS

Introduction.

Ia notion de fonction de Mébius sur un treillis fini, ainsi que la formule d'in-
version, ont été introduites par WEISNER ([5]) en 1935 et HALL ([2]) en 1936 lors
de leurs recherches sur les sous-groupes d'un groupe d'ordre une puissance de nom-
bre premier.

Cet exposé fait l'analyse de la partie théorique d'un article & paraltre de
Gian-Carlo RCTA ([4]), les applications étant plutdt du domaine de la théorie des
graphes.

L. Notions préliminaires.

P, Q, ceso désigneront des ensembles munis d'une relation d'ordre partiel, no-

. * * - . .
tde £+ P, Q , ... désigneront les mBmes ensembles, munis de 1l'ordre inverse.

Pour x , y € P, le segment [x , y] représentera 1l'ensemble des éléments de P

compris entre x et y :
[X9Y]={P§ peEP, XSPSY}'

P sera dit localement finj si. tout segment [x , y] est fini. Dans tout cet ex~

posé, il ne sera considéré d'ensembles ordonnés que localement finis.

Le produit P x Q sera défini comme 1'ensemble des couples (p, q) 4, P€ P,

q € Q , avec l'ordre habituel :
(P,Q)S(I',S) <> p<r et g<e8 .

S'il existe dans P wun élément minimal unique, on le notera O , un élément ma-
ximal unique, on le notera U . On rappelle les notions d'élément -couvrant un autre

élément, d'atome et d'atome dual.

Une relation de fermeture dans P ordonné sera une fonction p 4'3 de P dans

P , possédant les trois propriétés suivantes

a) Pp;
b) D=p;
c) pLqg => p<q.
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On définira enfin une connection de Galois entre P et Q ordonnés, comme étant

un couple de fonctions ¢ :+ P -Q et Y : Q - P satisfaisant a :
a) ¢ et | inversent les ordres ;
b) VpeP, oI =p et YqeQ, o[¥(ad] 2q.
Remarquons que, sous ces conditions, les applications p - Y[e(p)] et q-9[¥(q)]

sont des relations de fermeture.

2. L'algébre d'incidence.

On considére P ordonné localement fini. L'algébre d'incidence de P est formée
des fonctions & valeurs dans R (ou C) f(x,y), x,yeP, ayant la pro-
priété f(x,y) =0 si xKy.

la somme de deux fonctions et la multiplication par un scalaire sont définies

comme d'ordinaire.
Le produit f.g = h est défini par

hx,y) = X f(x,p e,y ,
XPY
somme finie, car P est localement fini. On vérifiera aisément que ce produit est

associatif.

Cette algébre posséde un élément-unité, O(x, y) , & symbole de Kronecker. la
fonction zéta, &(x , y) , est la fonction de 1'algdbre d'incidence telle que
Gx,y) =1, Vx,y, x<y . On définit enfin la fonction d'incidence,

i(x,y) ,par i=§ =0 .

3. Ia fonction de Mdbius,.

PROPOSITION 3.l. = La fonction z8ta est inversible dans 1talgebre d'incidence.

Ia fonction inverse, M(x , y) , appelée fonction de Mobius, est aisément calcu-~
lable par récurrence :

wx , x) =1, VxeP,
et, si on conmna®t ux, p) , Vpe x, y( s MeG = O donne

wx, y) == 2 u(x, p) .
xSpy

On vérifiera aisément que § ainsi définie vérifie Cop= 6.

PROPOSITION 3.2 (Formule d'inversion de Mobiys). - Soit f£(x) wune fonction &

valeurs dans R (ou 9) définie sur P localement fini, et supposons qu'il
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existe zeP telque f(x) =0 si zg€x . Alors :

Flx) = £ f(p) => £(y) = I F(x) plx, y)
psX X<y
Démonstration. — Posons g(z , p) = &(z , p) £(p) + D'ol F(x) = gollz , X) »
On a alors :

2P wMx , ¥) =gtz , ¥) =glz, y) =£(y) .
X<y

COROLIATRE. - Soit f£(x) une fonction définie sur P , et supposons qu'il exis-
te z€P telque f(x) =0 si x£z . Alors s
F(x) = 2 f£(p) => f(y) = £ Wy, » Fx) .
pzx X2y
PROPOSITION 3.3 (Dualité). = Soient p et p* les fonctions de Mdébigs de P
et de P* o Alors :
%k
p(x,y) =py,x) .

* * K * )
Démonstration. - | satisfait a3 W .G =0 , soit :
* * .
2 W x, ) =0 (x, s =0kx, 2,
X2y 2%
mais

2 p.(y,x):(s(z,x):é(xyz)§
zy$X

comme 1l'inverse de C dans P est unique, W (x , ¥) = By 5 x) .

PROPOSITION 3.4. - La fonction de Msbims sur un segment quelconque [x, y) de
P , est égale & la restriction a [x, y] de la fonction de Mébius sur P .

C'est cette proposition qui explique que, dane la suite, on calculera toujours
la fonction pM(O , U) pour un ensemble ordonné admettant un O et un U.

PROPOSITION 3.5. = Soit P x Q le produit direct de P par Q , ordonnés loca-
lement finis. Alors, la fonction de Mobius sur P x Q est :

H(x , ¥) (w, V] =px,w Wy, v) .
Démonstration. — Immédiate, en remarquant que

g = G ot g =% -

COROLIAIRE, - Soit P 1'algébre de Boole des sous-ensembles d'un ensemble fini

de n &léments. Alors :

Wx , §) = (= 1)°@)=0)
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Démonstration. - [x , y] est isomorphe & 1'algebre de Boole B des sous-
ensembles d'un ensemble fini de o(y) - o(x) éléments, car x €y « Mais B (qui
posseéde 2™ 41éments) est isomorphe au produit de m chaines de 2 éléments.
Donec pB(O , U) = (- ne .,

On pourrait retrouver ce résultat par la définition directe donnée pour la pro-

position 3.1 ¢

K=m-1 Kk k
pl k=0

PROPOSITION 2.6 (HALL)s = Soit P un ensemble ordonné fini possédant un O et
un U . Soit Ak le nombre de chaines de longueur k (donc ayant k + L éléments)
reliant 0 & U . Alors :

H(O’U):>\O->\l+>\'2_7\3+.‘..

IEMME, - ik(x ’ y) représente le nombre de chaines de longueur k reliant x
A Y e
Démonstration du lemme. ~ la propriété est vraie pour k=1 : i(x, y) =1 =i

x <y o D'autre part, il y a correspondance biunivoque entre les chaines

(x y eee » P, y) de longueur k + L et les chaines (X, +es, ) d8 longueur kj

atel : K s Lk 5
N,y = 2 ix,p= 2 f&x,pilp,y) =1 &, .
x<p<y oy

Démonstration de la proposition 2.6. -

T T T I I L (D R L

car iN+k =0 si N est la plus grande longueur des chaines reliant C & U
dans P (fini).
I1 est & remarquer que, dans la pratique (0 # U), Ag=0, A =1, d'
= - A=A
H(O,U)— l+2 3+oaoo

4, guelgues exemples.

La_fonction de Mobius classique. = P =N, ot a <b est défini par a|b .

Dans ce cas, il existe une sous-aigébre distinguée f(x , y, = fG%) dont font
partie les fonctions 0 , § , i « On retrouve la formule d'inversion classique
(MOBIUS, 1832).
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I1 est & noter que la correspondance entre le produit (au sens de 1'algébre 4'in-
cidenee) dans cette sous-algébre distinguée et le produit (usuel) des séries for=

melles de Dirichlet associées, ne parait avoir été 1'objet d'aucune généralisation.

les entiers Z avec 1'ordre naturel. - Iei, Wm, n) =1 si n=m, =-1
si n=m+ 1, =0 dans les autres cas. La formule d'inversion devient s
n
F(n) =2 £k) ; f(n) =F(n) - F(n - 1) .
o

Cet exemple montre que l'algebre d'incidence permet de développer le calcul des

différences finies sur un ensemble partiellement crdonné.

les treillis distributifs. - Voir le § 6.

Les sous-espaces d'un espace vectoriel fini. - Voir le § 8.

les sous=groupes d'un groupe. - Un apergu sur cet exemple serait trop long & dé-

velopper ici. Voir [1] et [2].

5. Premier théoréme fondamental.

On verra que,les fonctions de Mdbius de deux ensembles ordonnés peuvent 8tre
comparées, en un certain sens, lorsque ces deux ensembles sont en connection de
Galoiss En prenant fixe 1l'un des ensembles, et en faisant varier 1'sutre parmi
des structures plus simples (algébres de Bo®le, sous-espaces vectoriels finis, par-
titions, etc.), on pourrs en déduire des informations relatives & la fonction de

Mdébius sur le premier ensemble.

THEOREME A. ~ Soient P et Q deux ensembles ordonnds 3 P possédant un O ’
et Q@ un O etun U ; et soient Hp et uQ leurs fonctions de Mdbius respec=-
tivess Soit ¢ ¢+ P->Q et Y : Q > P une commection de Galois possédant les
propriétés suivantes :

1° ¢(0) =0 3
20 Y(x) =0 <=> x=10.
Alors s
(0, U) = 2

=0 PP<O » D) 6Q[O s 9(p)] = 2 HP(O ’ p) .

peo ™ (0)

[FEMME. -

2 0 u(x) , 8l =Gfx, ()], Vber.
azb
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Démonstration du lemme. - La formule écrite ci-dessus équivaut 2

—————

Y(x) 2o <= x <o),
qui est une conséquence directe de la connection de Galois
Y(x) = b entritne x € o[P(x)] < 9(b) ,

x < ¢(b) entraine Y(x) >Yo(d)] >b.

Démonstration du théoreme A. - Appliquons, & la formule du lemme, la formule

d'inversion de Mdbius (forme corollaire). Il vient :

V60 5 0 = (0, 5) Ok, v(o)] -

Mais 5P[¢(x) 5 0] n'est non nmul que si Y(x) = 0, c'est-a~dire si et seulement
6P[tp(x) , 0] =1 = iQ(X , U)W

On a alors, en isolant dans le second membre de 1'égalité du début

bp(0 5 0) Golx , ¢(0)] =6 (0, U) =1

.o

Lei(x,U) =14+ 2 o, clx, .
iy, U) = Hp(0 5 p) Glx 5 9(p)]

Onaenfin §=0+ 1, d'olt HeG = ped + poi , ce qui domme p =0 = poi , d'od s

0,0) =80,10) - 2 , x) 1. (x , V),
by € ) (0, U nggu“Q(o ) 1y(x , 0)

soit, en reportant la valeur trouvée plus haut pour iQ :

}'LQ(O s U) = Z 2 HQ(O ’ X) P’P(O ) p) CQ[X ’ LP(p)]

O<x<U 0

- 2 pP(O , D) 2 HQ(O s X) CQ[X s ¢(p)]
>0 OxU

= Z . (O ’ 6 0 ’
21600, 5) 00, 9]

ce qui termine la démonstration.

Pour la commodité des applications, on peut donner une autre forme de ce théo—

réme, en inversant l'ordre dans P

COROLLAIRE. — Soient p: P -+Q et m: Q - P deux fonctions conservant
1'ordre et telles que :
plr(x)] >x et ey 2y 3



lo=07

de plus, elles possédent les propriétés suivantes :
10 p(U) =U ;
20 i(x) =U <= x=U.
Alors :
10, W = 2 (e, U) Glelp) , 0] = £ (o, V) .
Py pes™ (0)

6. Applications du théoréme A.

PROPOSITION 6.l. —= Soit L wun treillis fini possédant un O et un U, et soit
R € L et possédant les propriétés suivantes : UgZR , et Vx (£U) €L,
dye€eR telque x<y .+ Pour k=1, soit qk le nombre de sous=ensembles de

R contenant k éléments et dont 1' inf soit 0O . Alors :
HL<O , U) = = q + 9 - a3 gy = ees e

Démonstration. - Soit B(R) 1le treillis de Boole des sous-ensembles de R . On

établit la connection de Galois suivante :
Soit A € B(R) . On définit
¢ . B[R) - L par @(A) = inf (&) (avec inf F=U).
Soit x € L . On définit
Y: L-BR) par Y(x) ={y| yeR, x<y} (en partieulier y(U) =¢).

On vérifiera aisément que, d'une part, on a bien 13 une connection de Galois,

et que, d'autre part, elle posséde les deux propriétés énoncées dans le théoréme A.

Alors (proposition 3.5, corollaire),

by 5 B = (= ),
d'ou (théoreéme A) :

H (0, V) = 21 Hg(p) (2 5 &)
Aep™ (0)

- 2 - )W _3 kL.
A tel que k =Y %
inf A =0

Deux cas particuliers intéressants peuvent &tre obtenus en prenant pour R ,

soit l'ensemble des atomes duaux de L , soit L - {U}.
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PROPOSITION 6.2, - Soit x = x une relation de fermeture sur Q ordomné et
possédant un U , avec la propriété X=U <= x=U.Et soit P l'ensemble

ordonné de tous les fermés. Alors :

1l

si x>x, pQ(x ,U0) =0

ve

[}

=3

si =X, HQ(X ’ U) PP(X ’ U) .

Démonstration. - En vue d'appliquer le corollaire du théoréme A, on définit les

!

dont on vérifiera aisduent qu'elles satisfont aux conditions imposées. On peut

fonetions suivantes :

P-q par p(x) =X

Q~>P par n(x) =X

alors réduire Q au segment [x , U] , donc P 2 [x, U] . D'ou ¢

HQ(X , U) = “[X,U] (x, 0 = E—l H[fc,U] (p, 0 .
pep” (x)

Ory, pE€ p"l(x) désigne l'ensemble des p € P tels que p =X = x « Cet ensemble

-

est vide si x> x , et réduitd x si x=x.

Exemple des treillis distributifs (localement finis)e = Soit L wn treillis
distributif. Pour calculer W(x , y) , on restreint L & [x, y] , qui est alors
fini.

Pour a€ L, soit a =supi{p| p atmede L, pgale. a<a, et on dé=~
finit ainsi une relation de fermeture dans L* . Mais on peut montrer (quoique ce-

la sorte du cadre de cet exposé) que L° , ensemble des fermés, est isomorphe & un
treillis de Boole (fini).

3.5 (eorollaire) et 6.2, on obtient :

D'ol, par application des propositions
H(x , y) =0 si y # sup des éléments couvrant x ;

H(x , ¥) (- l)n' si y =sup de n éléments couvrant x .

On retrouve ainsi, en particulier, l'expression de la fonction de Mdbius classi-

que sur N ordonné par la divisibilité.

7. Deuxiéme théoréme fondamentsl.

THEOREME B. - Soient P et Q deux ensembles ordonnés possédant chacun un O ,
Soit m s Q - P une fonction monotone de Q vers P . On suppose que 1'image
inverse de chaque intervalle (0, a) € P est un intervalle (0O , X) €Q , et que
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1'image inverse de 0 € P contient au moins deux points.

Alors @
z HQ(O,X):O.

XEﬂ—l(a)

’ —l
Démonstration. - Elle s'effectus par récurrence dans P . 7 (0,0):(O,q),

qg >0, donc :
2 (0, x) = 2 (0,x) =0.
xen'l(o) E Osxsq k

Si maintenant on suppose le théoréme vrai V b <a dans P , il vient :

2 2 pQ(O,X)z(),

b<a XEﬂrl(b)
d'ol
2 (O,x)_z 2 (0, x)
xEﬂ?l(a) bsa xenfl(b)
= 2:-1 HQ(O y X) = 5Q(O s T)
xE(O,r]:p (O,a]

qui est nul car a > O entrafne r > 0.,

Ce second théoréme a été suggéré par une technique qui reviendrait & RAMANUJAN

(efe [3])

8, Applications du théoréme B.

PROPOSITION 8,1, — Soit a - & une relation de fermeture sur un treillis fini

Q , avec les propriétés :

1° sup (a, b) =sup (&, b) ;
20 0>0.
Alors, VaeQ, ona:
Z }JQ(O’X):O'
x tel que

X = a

Démonstration. - Soient P 1'ensemble des éléments fermés de Q , et n: Q oP

défini par 7n(x) = X . La premiére propriété requise permet de démontrer qué :

Xy <=> sup(x,y) =y < sup X,7) =7 <= X<T .

On déduit de 1 que = (0, ) = (0, 3) . Bt come 0>0, n (@) =0, 0,
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intervalle non trivial.

les conditions du théoréme. B sont alors satisfaites.

COROLLAIRE (WEISNER). -
(a) Soit a >0€ L treillis fini. V be L,

2 uo , x) = 0.
sup(x,a)=b
(b) Soit a <U€ L treillis fini. VY b€ L,
Z H(X,U):Oo
inf(x,a)=b

Démonstration. - Pour (a), on pose X = sup (x , a) « Et pour (b), on inverse

1tordre.

Exemple des sous-espaces d'un espace vectoriel V de dimenmion finie n surun
corps fini 2 q éléments (HALL). L(V) sera le treillis des sous-espaces de V .«

Dans ce treillis L(V) , chaque segment [x , y], x<y , est isomorphe au
treillis L(W) , ot W est 1l'espace quotient de y par x . Soit KW = Hh(q) la
valeur de p(0 , U) sur L(¥) , alors wx , y) = K ot j est la dimension de

1'espace quotient W .

Considérons maintenant un sous-espace a de dimension n - 1 . D'aprés la pro-

position 8.1 (corollaire), on a
2 pu(x s U) =0 ’
inf(x,a):O
0 désignant r .urellement le O-sous-espace. Quels sous-espaces possédent la pro-
prdété inf (x , a) =0 ? les droites, et les droites disjointes d'avec a sauf
en l'origine.
Ie sous-espace a , de dimension n - 1 , contenant qn-l points distincts, il

-1 .
reste qn - q? points hors de a « Chaque droite contenant g - 1 points hors

n n-1
de l'origine, il y a donc Q—a;:gf—~ = qn—l droites distinctes x telles que

inf (x , a) =0 .

Comme chaque intervalle x s U) est isomorphe & un sous=espace de dimension
n -1, on obtient :

-]
po=p(0,0) =~ 2 ux , U) = = g% n
n ’ inf(x,a)=0 -l ?
p:e ¢?C
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d'ou
C2

Kk (q) = (- 1)? qn(n"l)/2 =(-1)"q",

9. Goupures dans un treillis fini,

On peut trouver des résultats plus fins en utilisant le théoréme A, 1'ensemble

de comparaison étant un treillis de Boole (proposition 6.1).

DﬁFINITIONS. - Une coupure dans un treillis L est un sous-ensemble C c L
possédant les propriétés suivantes :
1o 0gCc, ULOC .
2° Deux éléments de C ne sont jamais comparables.
3° Toute chafne reliant 0. & U rencontre C (en un seul point d'aprés le
20),

Un sous-ensemble extensif E ¢ L est un sous-ensemble tel que inf E =0 et

supE =0,

4 \
THEOREME Ce =~ Soit p la fonction de Mébius d'un treillis fini L non trivial,
et soit C wune coupure dans L . Pour k =2 , soit % le nombre de sous-ensem~

bles extensifs de C possédant k éléments. Alors :
H(O,U>=q2~q3+q4—'.oc0

Démonstration. ~ Elle s'effectue par récurrence sur la distance de C & 1'élé~

ment U .

On définit "2 distance dU ( =d pour simplifier les notations) ainsi :

d(x) = longueur maximale d'une chaine reliant x & U (par exemple
d (atrme dnal) =1 )

max d(x) .
x€C

a(c)

L'ensemble des atomes duaux est une coupure C , et a(c) =13 inversement,
c'est la seule coupure C telle que d(C) =1 . D'aprés la proposition 6.1, le
théoréme est donc vrai pour d(C) =1 (car L est non-trivial, ce qui entraine
ql=0)o

Supposons maintenant le théoréme vrai pour toutes les coupures C telles que
d(C) <n . On posera x<C ou x>C suivant qu'il existe un y € C tel que
Xy ou x>y 3 si C est une coupure, ces deux possibilités s'excluent mu~
tuellement.
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Etant donnée une coupure C , d(C) = n , on définit un nouveau treillis L'

ainsi
I' ={x| xgcluful,

U' couvrant les éléments de C 3 si W' est la fonction de Mébius de L* , il

vient, en appliquant la proposition 6.1 s
p‘(O,U!) :pz—p3+p4—con
ou pﬁ est le nombre de sous-ensembles A ¢ C tels que inf A =0 . On a dfautre

part, pour les treillis L et L' ¢

0= 2 wo,x) + X po,x) =2 w(,x) +w(0, ) ;
x x30 x<0

mais, pour x £C , p'(0, x) = w0, x) par construction de L' , d'ol :

2 p(o , x) = - 2 H(O,X)=-M‘(O,U'):—-p2+p3—p4+....
x<0 x>0

On a d'autre part :

}J.(O,U):-—ZP(O,X):—-ZH(O,X)— 2 p(0 , x)
x<U x<C C<x<U

(Py =Py + Dy = ees) = 2 p(0, x .

< 73 C<x<U

Si on pose maintenant qk(x) le nombre de sous-ensembles E de C possédant
k éléments et tels que inf E =0 et sup E =x (en particulier q (U) = q s
on a 3

pk = xEC qk(X) ]

d'ou
(O ’ U) = ( - + - ees, + Z X
H 4 q3 s ) e
avee X = [qz(x) - qB(X) + q4(x) - aee] = p(0, %) .

La démonstration se termine en montrant que X =0, Y x . Pour cela, il faut
montrer que C(x) =C n[0, x] est une coupure dans [0, x] et que
dX(C(x)) <n= dU(C) .

Les deux premieres propriétés des coupures sont satisfaites. Et s'il existait
une chaine reliant O & x et ne rencontrant pas C(x) , il suffirait de 1la pro~
longer de x & U pour obtenir une chatne reliant 0 & U et ne rencontrant
ni C(x) (par construction), ni C - C(x) (car x >C ), donc ne rencontrant pas

C , ce qui est impossible.
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Enfin, si on avait d(C(x)) > n , on pourrait trouver une chaine reliant C &
x et de longueur > n , donc en déduire une chalne reliant C & U et de lon-

gueur =n + 1 , ce qui est en contradiction avec d(C) =n .

Application. ~ Quand L posséde une coupure "étroite" ou col, un petit nombre

seulement de valeurs de u(0 , U) sont possibles.

0

0O ou 1

O(G) =1 = p(0 s U)
O(C):2 = I"L(O’U)
o(C) =3 = u0,UV) ==1,0,1 ou 2

etce.

1

1

Signalons enfin un dernier résultat dont la démonstration, simple mais longue,

a été omise afin de ne pas alourdir cet exposé

PROPOSITION 9.l. = Soit C une coupure dens un treillis fini L . Pour k 21
et AcC, soit q(4A) le nombre de sous-ensembles extensifs E 2 A . On pose

S, = 2 q(b) et S, =o0(C) . Alors :
ACC
o(4)=k

0

2a 228

u(o,U):sO—zsl+2 s 3
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