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ÉTUDE D’ UNE CLASSE DE FONCTIONS PSEUDO-ALÉATOIRES

par Michel MENDÈS FRANCE

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
4e année, 1962/63, n° 10 26 janvier 1963

Io Définition d’une fonction pseudo-aléatoire.

an appellera fonction pseudo-aléatoire, une fonction complexe de la variable
réelle t ~ localement intégrable, nulle pour t  0 et telle que la fonction de

corrélation

existe, soit continue non nulle à l’origine et tende vers 0 lorsque h aug~..
mente indéfiniment [1] o

:;ans ce qui suit,, nous aurons à nous occuper uniquement de fonctions pseudo-
aléatoires constantes dans tout intervalle [k , k + 1 ( où k = 0 , 1 , 2 , ...
Si t est un nombre réel, les symboles t et t désigneront respectivement

la partie entière et la partie fractionnaire de t .

le - Soit f(t) une f onction complexe de la variable réelle t telle

que f(t) = Si la fonction de corrélation y(h) de f existe pour les

valeurs entières de h ~ elle existe pour tout h ~ est continue et varie linéai-
rement dans tout intervalle (k ; k + 1 ~ ~ ~~ = 0 , 1 ~ 2 ~ ~ ~ ~

La démonstration de ce lemme est élémentaire. On la trouvera par exemple dans

p. 17).

IIo Fonctions de Rademacher.

On sait que tout nombre x de l’intervalle (~ ~ 1 ~ admet une représentation
de la forme

où ~k(x) est soit 0 , soit 1 , suivant les valeurs de k * L’égalité

1 2p = 1 2p+1 +1 2p+2 + ""* montre que pour certains nombres x exceptionnels, il



peut y avoir deux représentations de la forme ~~~ ~ ûn conviendra de choisir ce~la

pour laquelle ~k(x) est nulle pour k assez grand Dans ces conditions, l’en-
semble des nombres de (0, 1) et l’ ensemble des sont en bijec-

tiono

On appelle fonctions de Rademacher les fonctions r k ~x~ ~ 1 -’ 2e-(x) . Elles
prennent donc les valeurs -t- 1 et - 1 et vérifient lg identité

Ces fonctions peuvent dailleurs définies par

Un des buts de cet exposé est de démontrer le théorème suivante dû à WIENER [6] :

La fonction f(t~ ~ de la variable réelle t ~ 1 est pseudo-aléatoire

pour presque tous les nombres x de Ii intervalle [0 , 1] .

Nous construirons ensuite un ensemble E de nombres x pour lesquels on soit

sûr que la fonction f(t) soit pseudo-aléatoire.

L’ obtention de ces résultats découlera du lemme suivant et du théorème ergo-

dique de Birkhoff.

LEMME 2. - Soit k1 , k2 , ... , ks une suite d2entiers strictement croissants.

Alors l’ égalité

Dans 1~ intégrale on effectue le changement de variable -== ~ ~ ~ ~ 
_ 

2~’



III. Théorème ergodique individuel de Birkhoff.

Avant d’énoncer le théorème de Birkh.xff donnons quelques définitions :

Soit X un ensemble. (B désigne une famille de parties de X stable par réu-

nions et intersections dénombrables et par passage au complémentaire ( (B est 

tribu) o ~ représente une mesure positive sur X ~ de masse totale finie.

Soit T une application X-~X . On dit que Test mesurable si T~ B~ ? c

On dit que T conserve la mesure si quel que soit E dans (B ~ on a

E) = *

Enfin, une transformation T mesurable conservant la mesure est ergodique (ou
indécomposable) si tout ensemble mesurable invariant par T a une mesure nulle

ou si son complémentaire a une mesure nulle o

THÉORÈME 1 Sur (X , B , Il) soit T une application X ~ X ,
mesurable~ conservant la mesure et ergodiqueo

On suppose que la mesure de X est finie. Si g désigne une fonction sommable
X - R , alors

pour presque tout x de X~

, ,

Soit p1 p2 ... Ps une suite strictement croissante 

Pour presque tous les nombre~ x de l intervalle (0~ 1) ~ on a l’égalité

En effet soit X l’ensemble des nombres irrationnels dans ~0 ~, 1) a On définit
sur X la tribu ~3 engendrée par la famille des intervalles de (0~1). ~
sera la mesure de Labesgue.

Considérons l’application T ; ~ -~ X définie par

On vérifie aisément que si (a , p) appartient à ~ ~ alors

où les deux intervalles (~ ~ ~) et (~~ ~ ~J-) sont disjoints. Il vien-’:
alors



Ainsi T conserve la mesure. Nous admettrons que la transiornatim T eat
ergodique. On pourra trouver une démonstration de ce fait dans [4].
Choisissons alors pour fonction g la fonction définie par

On voit aisément que r 1 ~T~~~ ~ et plus généralement

Le théorème de Birkhoff montre alors que

d’après le lemme 20 Ceci démontre le théorème.

COROLLAIRE 1 (BOREL). ~ Presque tous les nombres sont simplet normaux.
En effet il suffit de choisir s = 0 dans le théorème précédent (p.. = 0)

c’est-à-dire g(x) = 

COROLLAIRE 2 (WIENER) [6]. - Pour presque tous les nombres x de (0, 1) , la
fonction f(t) = est pseudo-aléatoire.~ 

t 2014201420142014201420142014201420142014-201420142014 "

En effet dans le théorème précédent on choisit s = 1 . Si y désigne la fonc-
tion de corrélation, on voit alors que y(Pi) =0~p=l 2 , 3 ...

Par ailleurs, il est évident que y( 0) = 1 .Le lemme 1 montre que y(h) est
définie par

. 
- 

.., , - , ,

C’est bien une fonction non nulle à l’ origine, continue et nulle à l’infini. Ceci
achève de démontrer le corollaire 2.

Ce corollaire ne nous permet pas de construire un nombre x tel que [ (x)
tsoit pseudo-aléatoire. Cependant dans [2], J. BASS a démontré que si dési-

gne un polynôme réel .

. , , ,

de degré 03BD  2 et tel que le coefficient A03BD soit irrationnel, alors le nombre

x défini par r (x) = (-. 1)03C6(t) donne lieu à une fonction pseudo-aléatoire.
" t
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Nous dirons que 03C6 est un polynôme W . Démontrons pour conclure le théorème sui-

vant.

THÉORÈME 3. - L’ensemble des nombres x définis par 0393k(x) = (- 1) 03C6(k) , où 03C6
est un polynôme W ~ est de mesure nulle.

La démonstration se fait en remarquant que si 03C6’ est un polynôme à coefficients

non tous rationnels, alos la suite u = (p(n) est non seulement équirépartie, mais

aussi uniformément équirépartie. On en déduit Inexistence d’une suite finie de 0

et de 1 qui n03C6(k) aapparaît pas dans le développement binaire du nombre x défini par

= (- 1) . Le nombre x n’est donc pas normal : le théorème 3 en découle.
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