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Sémin..:. DELANGE-PISOT 701
(Théorie des nombres)
4e année, 1962/63, n° 7 7 janvier 19753

UNE FAMILLE NORMALE DE FRACTIONS RATIONNELIES

par Charles PISOT

Il est bien connu que l'ensemble des fonctions holomorphes et bornées par 1
dans |z| <1 est une famille normale au sens de Paul MONTEL, c'est-a-dire c'est

un enseuble compact pour la convergence uniforme dans tout compact situé dans
lz] <1

Nous nous proposons de montrer qu'il y a des sous-ensembles de 1l'ensemble pré=-

cédent, formés uniguement de fractions rationnelles & coefficients entiers, qui

constituent déja une famille normale.
Nous poserons
s
Q(z) = Qo + Q) % + e + Qg %
ou dy » °c* » 9y S-nt des entiers rationnels, dq étant fixe et Q(z) n'ayaat

aucun zéro dans |z| <1

Soit A(z) wun polynbme & coefficients entiers, premier & Q , tel que
|A(z)] € iQ(z)| swr |z| =1 . La fraction ratiomelle f£(z) =A(z)/Q(z) est
alors holomorphe et vérifie |f(z)! < 1 dans |z] € 1 o Soit

o]

Y n .
£(z) = nib v, 2
le développement de f(z) en série de Yaylor ; cette série converge pour
]z}.s 1 etona -
S gt
n=0 -

En considérant le développement en série de Taylor de

flo, 2) = 2 w_ 7%,
9 +\% o B
on voit que les coefficients W sont des entiers rationnels donc les coeffi='

. . +1 . . .
cients ) sont des nombres rationnels tels que qg =Wy soient des entiers:

Considérons alors un ensemble infini de telles fractions rationnelles ; dfapres
le résultat rappelé plus haut, c’est une famille normale de fonctions holomorphes

dans lzl <1l , on peut donc en extraire une suite partielle
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8

f(z):Zu *z,n
k v KoB

convergeant dans tout compact situé dans |z] <1 vers une fonction limite

oo

0(z) = 2 u_=z
n:On

qui est holomorphe et bornée par 1 dans ]zl < 1 , Nous allons chercher sous

n

quelles conditions on peut affirmer que ¢(z) est une fraction rationnelle de

la famille considérées On a d'abord, pour tout n fixé, limu , =u j maie

) Joroo n,k
n+ . — o 1 i \ < l
dq uh,k est entier, donc un,k =u  pour k> K(n) » D'autre part lo(z)|<
dans |z| < 1 entratne -

2 u2 <1,

n=0 o

Pour démontrer que ¢(z) est une fraction rationnelle, nous considérons le

déterninant
Uy Uy eec U
D = U U een Upyg
n oeo
Uy Ul °e0 Wy

KRONECKER a montré que D =0 pour n>N était une condition nécessaire et

suffisante pour que ¢(z) soit une fraction rationnelle.

L'inégalité de Hadamard pour les déterminants donne

2 2 2 2 2
D < U. + . + ecao + .
U jﬂzo oy + g Uan) +
2 2 2 .
Posons r. =u; + U, , *+ eco, alors limr, =0 et 1l'on a
J J J+l . J

Jroo

!Dn|\< Ty Ty one Ty o
Quelque petit que soit € , on peut trouver m tel que T Le pour n>n,
alors
anl S 1y ves T el C. el
avec C_ =Ty ees 1 e indépendant de n .

Toutefois cette majoration est insuffisante pour conclure, car la seule chose

que l'on puisse affirmer a priori est le fait que qém'l) Dn est un entiere
Cependant si ]qol =1, tous les u seraient entiers, mais lo(z)| € 1 montre

alors que ou bien ¢(z) =0 , ou bien ¢(z) =+ z™ pour un certain m .
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Nous supposerons donc dans la suite que gyl 22 » Prur majorer Dyl 5 nous
allons utiliser l'analyse p-adique. Nou.s désignons par Iulp la valeur abso=
lue peadique, définie par lpl et |pt l si p' est un nombre
premier distinct du nombre prenler P - Nous d981gnoag par Q la complétion du
A

corps des rationnels par cette valeur absolue et par §?p 1la complétion de la

cldture algébrique Qp de Dp °

Soit alors p un nombre premier divisant qp 3 supposons que
max [q! = !q |
clest-d~dire que tout qj est divisible par une puissance de p au moins égale

& celle qui divise q; » et que ceci ait lieu pour tout p divisant dp e

Revenons & la fraction ratiomnelle f£(z) . Le polygone de lewton de Q(z)
montre que Q(z) a, dans Q) » au plus vn zéro, soit 1/ dans lzlp <1 ;s
ce zéro existe, comme il est unique dans lz]p <1, il appartient a Dp °

Posons
£%2) = (1 - az) f(z) = 7 u z' si o existe
n=0
et
£¥(z) = £(z) si o n'existe pas,

. ES - 4 * N
Dans le premier cas Uy =0, - 3 pour n =zt ., uy=1uy et dans le deuxieme

*k )
U, = u quel que soit n .

A *
Dans Q , £ (z) converge pour tout 2z avec lzl = r<13; onadans le

b
Q Z ‘ B | i
Premier cas 11—:(“——3(—2- o = lqol et dans le deuxiéme 1Q(z) Ip = }qolp pour

lzlp=r<l.eEnf1npovr |zfp=r<l , ona
A <]. 'y
I(ZHP\

On a done
* -l
|r (Z)lp\<|qolp pour ’le =r <1l .

Les inégalités de Cauchy donnent alors
* =l wn
hagl, < gl »
valable pour tout r <1 . Mais les valeurs absoluec p-adiques sont partout denses
A
dans Qp > on peut donc faire tendre r wvers 1l dans les inégalités précédentes,
d'ou

luzlp < lqu;l



704

Mais on a
M ne L
110 U.l €3 mO [N J un - au.n_l U.O ul C o9 un
* * * * *
- e 1 - = 1 Ld = QU
Dn =iy u, oy tos u.n+l aun uy u, aul oo un+l n
Qe A ]
) a o * uf au* * a *
u._n dn'!'l - un ceo 1]2n - u2n-.l'" "lln n+]- n soe 'Uzn uzn_l
Diol
! (2 +l
D | < lgp)m@nt)
n'p P

car, si da existe,

al, = log| /1ol <

=1 * * "
qOLp done [un w aunpilp,g ]qolp
et s1 a n’existe pas

T el S NI P P

O» D_  est un nombre rationnel dont le dénominateur est une puissance de Gy o
et dtautre part M |q0|"l = ]qoi , on a donc
pl P
%
Mo | s lgpl™™!
l nP )

Pigy
On a dautre part, si o existe, 1 < \alp.s Iqolgl o Mais Dp est localement
compact. On peut donc extraire de la suite des fk(z) une sulte partielle pour
laquelle les « ont des limites et cela pour chaque p pour lequel les @
existent dans une infinité de fk(z) . Nous noterons encore fk(z) la suite
les o tendent dans Qp vers une limite notée o . Nous dési-

les déterminants de Kronecker des fk(z) et par D = ceux de

extraite ev o ,

kyn
la fonction linite ¢(z) .

gnerong par D

Comme w, ~=u pour k >K(n) , on aura D_ =D pour k > max K(j) ,
2 k,n
o7 n n Py OS,';\Qn

donc on a

' 2n+l

Ll ‘Dnlp\<lqu

pla,
et par suite
N n 2n+l
| | ol <6, & lgpl™ .

Piqg
En choisissant ¢ <I!qol’2 » le membre de droite tend vers zéro pour n augmen-
tant indéfiniment 3 donc

Dn =0 pour n >N
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et ¢(z) est une fraction rationnelie, ¢{z) = A(2)/Q(z) bmée par 1 dans

lz] <1, done |A(z)| < ]Q(z)] pour |z| =1 et Q(z) n'a pas de zéro dans
lz| <1
. * ! -l _

Enfin ifk(z)§p~$ lqO{p dans lz]p <1, et ilgliuk ;lp =0 , car
W, ,=u,  pour k= K(n) et {a - ai + 0 o Par suite, dans () et dans
1£l £r<l, les (z) convergent unlformement vers une fonction limite [2].
I1 en résulte que dans Q_, le polyntme Q(z) 2 au plus un zéro dans lz!p <1,
clest-d-dire mx lq.| = lq lp o Ainsi ¢(z) appartient 3 la famille de

Ogiss 9
fractions rationnelles f£(z) considérée. Nous avons donc 1°énoncé suivant :

THEOREME « ~Soit Q(z) =qy+ q 2 *+ s0e + Q. z° un polynfme & coefficients
entiers rationnels, n avant aucun zéro dans ]zl 1 . Soit A(z) un polyndme
4 coefficients entiers rationnels, premier & Q(z) et tel que [A(z) | < 1Q(2)]
pour |z| =1 . Posons £(z) =4(2)/Q(z) -

Ltensemble des f(z) forme une famille normale dans lz] <1 lorsque qg

est un entier fixe avec ]qol > 2 , et gue, pour tout nombre premier p divi~

sant 9 » On & lq1!~ = max IQ-!N c
P 0gjgs J L
Remarques -
1© 33 Q(z) est dormé, il existe toujours des polynfmes A(z) avec les pro-
priétés indiqudes ; en effet A(z) = z° Q(1/z) est un tel polynbme, ses zéros

sont dens |zl <1 . donc il est bien premier a Q o

20 LY¥ensemble des f(n) contient a priori des constantes de la forme ao/qO R

avec laol Iqol et éventuellement des polyndmes.

La derniere remarque suggere la question de savoir s'il est possible d'obtenir
une famille nornale formde uniquement de véritables fractions rationnelles. La

réponse est fournie par le lemme suivant s

IEMME : Si pour toutes les fonctions de la famille, on a luolp >1, alors
toutes ces fonctions ont dans C% effectivement au moins un p8le 1/o avec
| >1 .

P

D?aprés le polygone de Newton, on voit que, si l/{al < ]zlp =r<1l,ona
lQ(z)!p = et !A(z)lp.s 1 , donc lf(z)}p,s o
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D'autre part, on peut écrire

A 5 n
f(Z) .':-1——--:'-—&%"'*’nzﬂ Snlt

£(z) =~ 2 Maz)™P+ 2 e g
n=1 n=0 n

est donc le développement en série de Laurent de f£(z) dans l/la]p < lzlp <1,
», - .« 2 .y 2 a-]. .

On déduit des inégalités de Cauchy que l&olp Lr ety si r - L, ISOIPS 1.

Or Uy = A+ gy 5 par suite, si luol >1 , ona \M = luol > 1 , Comme par

ailleurs, on a aussi P\/a]ps =1 ,ona 1< h[pg k b e

Conséquenceo ~ Les fonctions limites d'une telle famille vérifient elles aussi
!uolp> 1 4 car Iuo‘p> 1 signifie en réalité luolp > p , donc le moribre A

limite ne peut 8tre mul, et le pble limite 1/a existe effectivement.

Or, si luol <l ,ona [a(0)] < lqol , donc il existe au moins un nombre pre-
mier p divisant qy avec une puissance strictement inférieure & celle qui

divise q , donc pour lequel luolp > 1, le lerme s?applique alorse

Si Iuol =1, comme |£(z)| €1 et que f(z) est holomorphe dens |zl <1,
le principe du maximum montre que f(z) = Uy s clest done le seul cas ou f(z)

n'est pas une véritable fraction rationnelle. On peut donc énoncer :

COMPLEMENT AU THEOREME. - En dcartant les constentes + 1 pour £(z) , la
famille normale des fonctions £(z) ne contient que de véritables fractions ra-

tionnelles,

Le cas particulier du théoréme o d4y = pm s m =1 entier; q premier & q,

est une forme équivalente d'un résultat énoncé par C. CHABAUTY [1]e
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