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Séninaire DELANGE-PISCT 17-01

(Théorie des nombres)
4e année, 1962/63, n® 17 25 mars 1963

LY
SéﬁIES DE TLYLOR /i CCEFFICIENTS RATIONNELS

par Mme Frangoise BERTRLNDILS

Soit f£(z) 1la fonction analytique de la veriable complexe =z représentée au
voisinage de 1'infini par la série de Taylor

f(Z) = X un Z—.n *
n=0

Dans le cas u, ratlomel, on posera w, =g=, 2, b~ entiers rationnels,
n

tels que (an, bn)zl, by>1 et b =1 si u =04

I. Exemples de généralisations du théoréme de Polya et Carlsone

Lorsque U, est entier rationnel (pour tout n ) s on a les résultats suivants

—— 1
g 51 R= lim [,unl‘l/n <1, f£(z) est un polynbme en = e

by

be Si f(z) est méromorphe avec un nombre fini h de pdles 3 1l'extérieur du
cercle |z| < p, etsi p<1l, f(z) est rationnelle (théoréme de Borel).

La démonstration utilise les déterminants récurrents de Hankel

e Ty
k) _ | :
n I S
.uh+k U2k
et 1'inégalité ¢
(1o1) Tin |;D,(1k)ll/ B<RP pour tout k>h .
Iieo
k fixe

ce Si f(z) est holomorphe et uniforme dans le complémentaire d'un compect K
de diamétre transfini <t <1, f£f(z) est rationnelle (théoréme de Polya et Carlsane

La démonstration utilise les déterminants de Kronecker D(()n) et 1'indgalité
- 1/n?
(1.2) Tim Lng’“)! % <z
w0

(les indgalités (lel) et (1e2) sont valsbles quels que soient les u complexes) s

Iorsque u ~est rationnel (pour tout n ) le résultat (a) se généralise aisé-
ment ¢ Si R < (Tin b:l/ n)"l p f£(z) est un polynSme en %— o Pour généraliser les
Ivo

résultats (b) et (c) on est obligé de faire des hypothéses supplémentaires sur
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n

Par exemple, on peut imposer aux u de vérifier la condition d'Risenstein

Condition (E) : il existe un entier c¢ non nul tel que o u.n soit entler
pour tout n (on sait que cette condition est une condition nécessaire pour que

f(z) soit algébrique)> On a alors la généralisation du théoréme de Polya ct

Carlson :

1
THEOREIE lole -~ Si £(z) vérifie la condition (E) et si = <<, f£(z)_ est
rationnelle (se ddmontre en utilisant 1'indgalité (1e2) et le foit que c DOn
est entier avec >‘h = n2 + o(nz) )o

On peut imposer aux Uy des conditions moins fortes que la condition (E). Soit

par exemple la condition suivante g

Condition (E'): les b~ ne sont divisibles que par un nowbre fini de nombres

premicrs p (p e P) ot 1'on a lim ]unl;/n= R
jelee]

avec Rp fini. Dans ce cas,

on a le rdsultat @

7 N
THEOREME 1.2 « 8i f(z) vérifie la condition (E') et si = < (I Rp)"1 s
peP
£(z) est rationnelle.

Se démontre & 1'aide de 1'indgalité (1.2) et dos indgalités
— p(n) /e
Lim |Dy™ | <R . .
oo P ¢
Si 1'on ne restreint plus & un ensemble fini les nombros premiers p divisant
les bn s il faut inposer unc majoration aux exposants des P e Soit par exemple
la condition suivante g

Condition (F) : il existe une constante positive /L telle que pour tout p

premier et pour tout n>n,, Iu.nlp < Ln (clest-d~dire, si l'on désigne par
wn le Pe Pe Co me des normbres 1 9 2 o ®co o Il bn divise Qt-[&n] )e

Dans ce cas on obtient les résultats suivants, généralisant les résultats (b) et

(e) :

N
THEOREME le3s =~ Si f(z) vérifie la condition (F) et a un rayon de méromor
phie (au sens de (b)) p <exp= A , f£(z) ost rotionpelle.

¢’ Y
THEOREME le4o = Si f(z) vérific la condition (F) et si le compact K (du sens
de (c)) a un diamdtre transfini = < exp(= 3/2 L) , f£(z) st rationnelle.

COROLIAIRE. - Si w  rationnel et [unlp = o(n) pour tout p, et si le com=

pact K a un dianetre transfini T <1, £(z) est rationnelles
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Démonstratione «» On utilise le déterminant Dr(lk) ®

(k) +
D - Z Lod LR N ]
H U'ho uhl uhk

sommation sur des ensembles d'indices
H= (hys By 5 see 5 by) oh ngh <n+2k,
La condition (F) entraine :

maXE(Ioe‘ 4n.)/(Log p)] + +o. + [(Tog an, )/ (Log p) ]
D], <

On cherche une majoration de Il IDI(lk) | «Seulsles p< A(n+ 2k) donnent une

majoration supérieure & 1 » On répartit ces nombres premiers en deux classes 3

10 VA(n + 2k) < p < A(n + 2k)

Iog Ah Log Ah
—m— <2 pour tout h done [—'EETJ =0 ou 1.
g Ah, Iog Ah

D'oy deux cas 3

ge p<A(n+ k) & le maximum est atteint pour hy=h) = ese=h =n+k
et 1l est égal & k+ 1

m lD_-gk) lps Tl pk+1
VA(7+2k)<p<h (n+k) VA(n+2Xk)<p<h (n+k)

= exp k(A(n + k) = VE[n + 2k + o{n + X)),

ba p>h(n+ k) ¢ le maximum est atteint pour

=Dy g = eoo=h ;= -— +1>Ty o1 2 eee 2y avec j=n+2.k~[%]

le maximum est donc égal & n + Rk = [%] « D'ou ¢
T ID(k)I < ﬂ 1+ 2kep/ Al
A (n+k )<p<i(n+2k)

1

exp(h + o(k)) (n + 2k = 1) = p(2nk + 3K + o(1%))
2 ,
exp 1/2 'kK° - ik + o(k ) 8i k- o n fixe

exp o(n) si n-o e kK fixe

i

2° p< Vi(n + 2K)

[D(nk)lp 204 1) eee (04 20)
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1 lD(k)i Ak*l(n 2 1) aee (n 4 Zkg)((VA!n+2kb/1og¢n&§k)+o(Vh*§ES)
p<Vi(n+2k) »ope

ST 2.
2
VEG 230 _ L JETEE) (k- 1)leg L+ n log BEEE L k 10g B2

e n+ Kk n+k
log \/fszn * 2k) +k + 0(log(n +2k)))

= exp(

D'¢ly en rassemblant ces résultats s

: )
(1.3) 1 |D1(1k' lps exp L(3/2 ¥ + In + 0(k) o(n + 2k))
p
majoration valable lorsque 1'un des deux indices n ou k tend vers 1'infini,

llautre étant fixe.

Ies théorémes 1:3 et lo4 en résultent, en utilisant les inégalités (l.1) et
(12)» On remarque que le résultat (c) (théoréme le4) ne contient pas le résul-
tat (b) (théoréme 1.3) 2 la différence de ce qui se produit dans le cas u, entier.
L'exemple f£(z) =

g Z T= 2 = 2B qui vérifie la condition (F) avec & =1

=1 ~3/2 -1
et pour laquelle R=p=1t= 1/4 (e < 1/4 < e ") montre que l'on ne peut
espérer remplacer dans le théoreme lo.4 la constante %—A par la constante 4 o

Ies résultats précédents se généralisent au cas ou les w, sont des nombres
algébriques appartenant 3 une mfme extension Q(6) de degré s du corps des

rationnels Q o Par exemple, dans le cas du théoréme l.4 on obtient ¢

THéORﬁME 1,50 = Soient fj(Z) = Z- Uéj) zZ -1 (Ou u( ) cee uéj) see Uéé) sont

n=0
des nombres algébriques conjugués dans les corps conjugués Q(e(l)) eee Q(G(S)) )

s fonctions uniformes et holomorphes dans le complémentaire (respectivement) du

compact Kj du plan de la varisble complexe, de diamétre transfini 1:3. o On sup-

pose de plus que les fj(z) vérifient la condition
[N(ul(la)) lp < An pour tout p et pour n >n,

( ((J)) est la norme relative 2 Q(G(j)) )e

Si l'on a 17indgalité sty Ty eee Ty < exp(~ 3/2 L) , les fonctions
fl(Z) coo fS(Z) sont rationnelless

(Ia démonstration est analogue & celle du théoréme le4. On a dans ce cas :

I ] IN(un) | 1/8 (1/5)[1053 An/Log o] '



1705
II. Etude des dénominateurs hn des coefficients de Tayler d'une fraction ration-
nelleo

Soit f£(z) une fraction rationnelle n'ayant pas de pdle & 1l'origine et dont le

développement de Taylor f @)= 2 U 2" est & coefficients rationnels. On sait
n=0
que 1l'on peut écrire ¢
po + pl Z 4+ eec
f(Z) _ & P(Z) _a
“P0(z) "% r

qo+qu+ oo-+qrz

ou a, b, Ps s 9 sont des entiers rationnels, et o 1lfon a choisi (a, b) =1,
9 >1, et les polyndmes P et Q primitifs et prerlniers entre euxe On sait que
le dénominateur bn de u est un diviseur de bqg" « On se propose de préciser
la valeur de bn dans le cas ou Ao > 1.

La méthode employée est celle de Ce PISOT ([3], [4]) : elle consiste & étudier
les valeurs absolues p—adiques lun p

de u dans les corps peadiques Q
relatifs aux nombres premiers p divisant Ay * On en déduit hn par ¢

(2.1) b, = I sup{]unlp s, 11 .
pla,
On utilise 1'expression de w
(R2) u = E—l Pi(n) 6: (pour n > n, )

~l -1 w1
ot 8 5 6 5 vee, § sont les s racines distinctes de Q(z) , P, estun

polynBme & coefficients algébriques dont le degré est inférieur d'une unité i la
multiplicité de la racine é;l .

le Etude de la valeur absolue lunlp pour un premier p divisant qQy * = Posons
-,
J

-, v
=D o P qu'on notera p o Par hypothése my = 1 3 le polygone de Newton

de Q(z) fournit les valeurs absolues p-adiques
des € ( L, est le point de coordomndes
i ms log p )e Soit il(p) cee is(p) une per-

Lol mutation des indices 1, 2 y eee , 5 telle que

La valeur absolue maximum qu'on désignera par

Ielp est donnée par la pente du premier cBté de
longueur finie LO Ai du polygone de Newton ¢
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(mgm,)/1
(243) lelpz.— D S
On sait que 1L£igr d'a
mo/r mgy
(244) po <ol gp

On sait que 1lim [unI;/n = Ilel;l o D'ol un premier résultat 2
mo/r
> 1

- .1/n -
(205) llmbn/ ;lelpgp

(résultat déja trouvé par Ce IECH [1]).

Posons
: , n n
Vo p (ou pour sbréger v, ) ¢ Voyp = Pil(n) eil + ees + Pih(n) eih
W (ou pour abréger w_) : w_ =P  (n) 6% 4 eee 4 P, (n) OF
e P B 2P ima el s s
n
fp(z) = rio o p
et

::ZW z
g,(2) 2o ap

n

On peut écrire ¢

Ne=k k k k k k
v = K, (n) 65 + P, (n) 85 F 4 aee+ P, (n) 6F 70
n i, iy i, i, i, 1 i, i b1

6j2 ei
h
Cl = g-‘—. noo C})—l = -g——-
i i
1 1

sont des unités p-adiques.

Si nek=M' ot M et n’ sont des entiers positifs et si 1'on pose 3

ut
(;’Il.—_1+w1 ceo %_l:l-l'wh_'l .

On obtient

v ef(n"k) = P. (n) oX 4 P, (n) 65 + eee ¢ P, (n) 6%
nt k k
(56 + (1>(P12(n) eiz W o+ ees + Pih(n) eih W)
2’ ceo
| ! X J k
+ (n, )(P- (n) . WY + eee + P, (n) e, (V) )
i i, 1 iy i, bl
4 (P. (1’1) 91.{ wlil'.]. eso + P, (n) 61;-' wr}il) .
12 12 lh h
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Désignons par Hk(x) le polynBme :
. K , X
Hk(X) = Pil(x, 911 % coo ¥ Pih(x) ]

Si Hk(kj = v§:£ 0 , désignons par (non nul) la plus petite distance de k

aux zéros de Hk(x) (dans Kp extension algébrique de Qp )

si R«kb<wk mﬁﬁ%=‘%%

I1 existe alors des constantes positives €; coe €1 dépendant de k telles

g k
qQue e, Pi;(x) eijlp
Ies nombrestalgébriques Cl sso Ch,l étant des unités p~adiques appartenant

<1,
< lvklp pour tout x de Kp tel que le

& une extension finie de Qp , il existe un entier positif Mﬁ tel que l'on ait

simultanément 3

v
(2.7)
I\ﬂ

(théorie des unités distinguées ; voir par exemple K. MLHLER [2]), ce qui entraine
pour tout entier n' positif :
M n’ Mkn‘
151 " ll < Ep ece lch.,]_ il l!p <'8}lm1 .
L
Soit Mi un entier satisfaisant (2.7) et soit p K e puissance de p telle

-Kk Rk
que p <@y e Posons alors M= Mk , p) = Miop o

Si n vérifie n=Xk+ Mk, p) n’ o n' entier positif quelconque 1'égam
1ité (2.6) montre que @

= 1ol2 Inl,, -

D'ou le résultat (en remarquant que pour n > ny lwhlp < lvhlp

vl

) s

THEOREME 21, - Pour tout indice k tel que vy # 0 o il existe un entier
positif M(k . p) tel que pour tout entier n de la progression arithmétique

n=k+ Mk, p) n° 3 partir d'un certain rang (n >-no(p » k) on ait

n—k

gl = Il lel

2¢ Etude de l'ensemble des indices k tels que Ve p= 0 e =~ Soit f(z) = é%%%
2
une fraction rationnelle telle que P et Q soient premiers entre eux, soient u

un entier positif quelconque et & wune racine primitive de ! el=0.0na:s
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_ P(z) P(§z) oeo P((j‘l"'l z) _ P*(z) . 8ot 8y B F oo
T Q(z) ACa) ces QT 2) QKM T QT
Si les coefficients de I&(z) vérifient a,= 0 pour tout j= t (mod p) , les
coefficients de Taylor w. de £(z) sont tous nuls (& partir d'un certain rang),

£(z)

pour les indices k appartenant & la progression arithmétique k=t (mod p) e
Ko MAHIER [2] a montré qu'il existe un entier p tel quion obtienne de cette

maniére tous les indices k tels que Uy = 0 ; clest-a=~dire s soit pour cet entier

p 1l'ensemble des indices b, s

Ost <'t2.cco<'tysp,ml

1
tels quo a, = O pour tout J = b, (mod p) 4 alors 1'ensemble des indices k
tels que w, = O sc compose (2 un nombre fini dféléments prés) des y progressims
arithmétiquos

k=t, (modp) .

Soit E(f , p) 1'ensemble des indices t; ainsi définie

Considérons les fractions ratiomnelles f£(z) et fb(z) du (§ II. 1) et compa-
rons leurs ensembles d’indices E(f , p) et E(fp s 1) o La décomposition
-l
Lo
1 L h
de valeur absolue p—adique minimum IBL; de maniére & ce que gp(z) ne posséde

f(z) = fp(z) + gp(z) stohtient en choisissant dans f£(z) les pdles 6;

plus aucun de ces pdles. Toutes les fractions fb obtenues de cette maniére ont
les mmes coefficients de Taylor 3 partir d'un certain rang j or pour tout entier
positif p , f£(z) s'écrit

o H R (2
£(z) = F(z) Rl( ) + RQ(Z ) + eec + B(Z )

v v v
KCals a,) L (2" =~ a,) 2 (z" - a, ) ¢

2
F*(z) Ri(z“)

Ies pdles de cheque fraction rationnelle

sont des nombres algébri-
(Zu - ai) *
ques qui ont tous mlme valeur absclue peadique, quel que soit p « On pout donc

choisir "
_ R.(2")
£(2) = P*(z) X E v

iel (z“ - ai) i

-\,

(b I est un ensemble d'indices compris entre 1 et £ )e

On a done

P'(2) R (M)
fp(Z) = F P ’
Qp(zp)
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ol Rp et Q sont des polynBmes en z" o Il est facile de voir que les poly=
mmes B (z) et F(z) Rp(z“) ont le mdme ensemble d'indices relatifs & p o
Do E(f, p) = E(£, , ) -

f(z) et fp(z) ont le mPme ensemble dlindices quel que soit p , et cecl est
valable pour tout premicr p , cfest-a-dire ¢ pour tout k > kO(p) o W et Vk;p

sont simultanément nuls ou non nulse

3o Application & 1'étude des dénominateurs bn o == Soit KO le maximum des

ko(p) pour p divisent qg , et soit un indice k > K, tel que uk;é 0 « 4lors

aucun des n'est nul 3 on peut leur epplicuer le théoréme 2.ls Soit (k)

.
ksp
lientier pogitif défini par
Mx) = 11T Mk, p)
p| g,
et soit

No(k) = sup no(p s k) . .
Pldg

En utilisant 1'égalité (2+1) et le théoréme 2.1 on a le résultat

THEOREME Rs2c = A tout indice k > KO tel que w soit non nul, correspond

un entier positif (k) et un nombre algébrique H(k) tels que popr tout entier

n de la progression arithmétique n = k+ Mk) n' on ait, & partir d'un certain
rang (n > No(k)) :

n
b = H(k) g
ol q est l'entier algébrique q = P lel_p et on H(k) vérifie 1'inédgalité
Pla
0< H(k) < H o En offet 0
-k
Hx) = T |v, | |67 < T sup |P.(x)] =H.
k ~
plgg PP plag x| < P
j::il,izﬁooo,ih

1/r<

(244) Montrer que @y €a<aqy e
(243) Montrer que q = qy si et seulement si (q_o ’ q—l) =1

D'autre part on voit facilement que dans le cas oi, quel que soit p diviaant

. . -1 .o -1
dg il existe un seul pble 0, de valeur absolue minimum lelp + les progres-

. . £ Vd \l 3 3 3
sions arithmétiques du théoréme 2.2 (qui peuvent 8tre en nombre imfini dans le
cas géndral) se réduisent & unc seule qui est 1'ensemble de tous les entiers

n > ny 3 c'est~a=dire bn = H qn pour tout n > Ny e
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Ce cas particulier contient évidemment le précédent (qO » ql) =1

" a/b | Q entier positif
Dans lo cas général q=Q &, b entiers positifs tels que (a, b) =

il en résulte guec les "raisons® k) des progressions arithmétiques sont des
multiples de Db o

4, Géndralisation au cas oi les polymdmes P(z) et Q(z) ont des coefficients

entiers algébriquese = w est algébrique et appartient & une extension finie

. ’ . /-~ N
Q(a) du corps des rationnels. On éerit o = /7 =~ oh o et B, sont des

entiers algébriques tels que (N(an) . N(pn)) =1¢ () pour & e Q(a) dési-

K4

gne la norme relative & Q(a) ) ; on obtient par la m@me méthode le résultat @

THE':OR}.BME 2e3. ~ I tout Zndice k > Ky tel que uy soit non nul correspond un
entier positif (k) et un nombre algébrique H(k) , “~'s quae pour tout indice

n de la progression arithmétique n = k + (k) n* on ait, & pertir d'un certain
rang {(n > NO(}:))

N(b ) = H(k) q"
oi q est 1l'entier algébrigue

a= 1 |5e)]
pIN(qO) P

et ou H(k) vérifie 1'inégalité O < H(k) < H

5« Comportement de a, et bn quand n - ® - = L¥étude précédente permet en

particulier d'améliorer le résultat (2.5) par s

—=— _1/n 1/r
(.8) l;_m b;'1 =d>4qy -

I1 en résulte

Tin o |YP< g @ =T o YR o]

\,

au

désigne la veleur absolue maximum des mesures des pdles 6, 6y see 6 o
On peut démontrer 1'égalité

. /n g
(2.9) lim lanl =5

a3 1%aide du résultat suivant @

7 >
HEOREI ado o i ax’ St = !
THEOREME 2 Dans_toute progression avithmétique n= k + Md' telle que u
ne soit pas nu.l pour tout n > Dy il existe une ‘~finité d'indices n tels que
luhl >y n leln o 01 vy désigne une constante positive dépendant de la progres-

sion arithmétique choisie et o m est la multiplicité maximum des pBles de
valeur absolue ]9]"1
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(La démonstration de ce théoréme ee fait par une étude des |un] analogue &

colle exposée ici pour les [unlp o)

I1I. Exemples de séries de Taylor & coefficients rationnels représentant des

fonctions non prolongeables 3 1'éxtérieur du cercle unités

Soit f(z) = 2 u z™ une série de Taylor & coefficients rationnels tels que

Iunlp.—.: o(n) s son rayon de convergence est R <1 o Supresons que R= 1; le
corollaire du théoréme le4 montre que : ou f£(z) est rationnelle, ou elle n'est

pas prolongeables D'ol en particulier

THEOREME 3ele = Soient f(z) = 2 zn/bn ’ bn entier non nul tel que
n=0

Tim Ibnl = et ]bn];'l = O(n) pour tout premier p . f(z) n'est pas prolone-

geable & 1l'extérieur du cercle unité

En effet si f£(z) était rationnelle comme lim [b | = » on aurait qp> 1

d'ol pour au moins un p
N -1/1’1
i - e > 1 . -
Lm [b |77 = o]
Ce résultat a été démontré par Ce IECH [1] dans le cas oy b = o(n) «

Dans le mlme ordre d'idées, on peut citer le résultat suivant, provenant du
théoréme 244 et du théoréme de FPolya et Carlson g

©

’oA\ <
THEOREME 3.2¢ - Soient f(z) = 2 a 2 , & entior rationnel tel que

Lim Ianl = et a = on) « £(2z) n'est pas prolongesble & 1'extérieur du

cercle unité,
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