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Séminaire DEIANGE-PISOT 14..01
(Théorie des nombres) ,
3e annéde, 1961/62, n® 14 14 mai 1962

TRANSCENDANCE DE &P

par Michel MENDES~FRANCE

Mon but est d'exposer la démonstration, par la méthode de GELFOND [3], du théo-

“ -
reme sulvant

Si a (0, 1) est algébrique et si b est algébrique irrationnel, alors

ab est transcendant.

l. Généralités.
Dés 1748, EULER avait pressenti le théoréme. De HIIBERT [6] le précisa dans son
fameux exposé "Mathematische Probleme". Le théoréme fut partiellement démontré

vers 1R0, mais ce n'est qu'en 1934 que GELFOND en donna la démonstration compléte,
suivi de prés par SCHNEIDER qui en donne une démonstration indépendante en 1935,

Ce théoréme est intéressant,et par les résultats qu'il apporte et par ses

démonstrations.

I1 montre que les nombres suivants

log a 2¢§ T

in log o og
sin log s cos loga , e p sy €

(b a et B sont algébriques, et of # p3 ) sont transcendants (la transcen-

dance de e provient de 1'égalité & =i~ " ).

Par contre il ne domne rien sur les nombres e + m , en (l) y CRn«+ 1),

(1) MELZAK a montré que

et se demande si 1'on ne peut en déduire la nature arithmétique de me [Lo].
Dans le méme ordre d’ldee, signalons la formule

/_ ..(2_211—;1-1;_—)-! ;—L+~/;/+/-?/+[%I+"oo [11] .

T Mg

n=0
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n
2 4

non irrationnelse

_7, o , Y constante d'Euler, dont on ne voit méme pas s'ils sont ou

En adaptant la méthode de démonstration de GELFOND, on montre en outre que si

6 est algébrique

H

56+ e+ H =0, H:malejl ,

si aP est transcendant, alors

3+¢
lab - 6] > y(log log H) sou €>0 ,

. log a
et si m est 'bra.nScenda.n'b,

4+€H-
‘lgg a _ ei > H—-log

Comme conséquence de ces inégalités, GELFOND arrive & montrer que si a, B, Y

sont algébriques,

OLX+ ﬁy::YZ

n'a qu'un nombre fini de solutions entidres, sauf cas trivial ([2] et [3]).
Enfin le théoréme est vrai en p~adiques, et sténonce [9], [13] ¢

Si a (£0, 1) est algébrigue sur un corps p-adique, si b est algébrique

irrationnel et si de plus la - llp< L et Ib]ps 1, alors ab est un nombre

p-edique transcendant sur le corps des rationnels Q «

Les conditions portant sur les valuations de a et b ne servent qu'a assurer

la convergence des séries,

b _ bloga _ °z° (b log 2)®
n
n=0

a

et

n-l (a - 1)%

1oga=,§(_l) =

n=L
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Mais grfce au prolongement analytique de la fonction exponentielle p=adique
par la méthode de Yvette DEJEAN [1], le théoréme s'énonce sous des hypothéses
1légérement plus larges : \alp~$ 1 et b arbitraire, & étant la détermina-

tion principale de la fonction exponentielle p-adiques

Avant d'aborder la démonstration du théor&me, il nous faut établir deux lemmes.

2. Préliminaires.

2.l, IEMME L, = Soient m formes linéaires indépendantes

n
LX) = 2 a,, x, , n>m, mx |a, |<ael ’
+ j=tL i 1,3 1sd ~
ou les 253 sont réels. Il est possible de trouver
n
= ses €
X =(x , » X)) #0€Z
tel que

iLi(XH\<'il\r’ i=1,2, ¢es ,m, mx lXj|< 2(naN)m/(n—m)

_O_‘I.}.NE‘Z“ et N>1,
En effet, posons

X =  mex lx.] , L&)l <nax, i=1,2, ..,n .
j:l,...,n J 1

x étant fixé, les nombres Li(X) se trouvent donc & 1l'intérieur d'un hyper-

cube & m dimensions de c¢6té 2nax . Divisons chaque c8té en 2n ax N parties

égales de sorte que nous obtenons ainsi (Rn ax N)™ hypercubes de cdté égal a %-.

Par ailleurs |x,| ¢ x ==> X peut prendre (2x + )™ positions distinctess

]m Ne=
, alors

On vérifie que, si x =[nal
(2x + 1)* > (2n ax ) .

Dans ces conditions, il existe deux positions distinctes de X , disons
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= (x} , een, x1) et XM= (x], .., x!')  telles que L, ;1) et L, , (")
soient dans le méme hypercube de cdté T (Pr:an:Lpe des tlro:Lrs) Par su:.te

1y o M| = t Mg
L &1 - LG | = L, & - xn) |
pour 1 =1,2 , «ss ,me Onpose X =X' =X" ot le leme est démontré puisque
lx5 - x"] <2(na N)m/(n-m

2.2, IEMME 2, ~ On suppose que les coefficients 8. ¢ des formes lindaires
’ ?

Lk(X)=aklxl+"'+ak X, l<kgm<n ’
n

P , 2
sont des entiers d'un corps algébrique K de degré y et que ‘aksl <A (%)

Alors il existe

X’-:(Xl,oco,xn)#()

(ot les X, sont entiers sur K ) tel que

L. (X) =0 et @ < G(CnA)m/(n"m)

91‘1_ C est une constante positive qui ne dépend pas de A sm et n .

En effet, soit W sWy 5 ees , W une base, de telle sorte que

Y

y v

1 =

(1) ks rgl "ksr “r ? rer € 2 ’

>

2 - .
k() *s r:lxsr “p o XsreaZ«

a;gm) ( m) désignent reSpectlvem?nt les conjuguds de g et wr et si

0) 0
1'on comrlent que 2 ' =a et wI(‘ =W , les égalités (1) doment s

( ) Si o est un nombre algébrique et Ay S Ay Oy 3 ees ozv_l ses conjuguds, ..

on note max la | = [a]
j:O,. oo,v-l
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(3) alglsn):réaksrwﬁ-m) m=0,l,.,.,v..1 .

Les v égalités (3) peuvent 8tre considérées comme un systéme lindaire & V
équationset vy inconnues 8 oy (les indices k , s sont fixés). Désignons par
":&‘m) la valeur du mineur de wrm dans le déterminant ”wjgm “ « La résolution

du systéme (3) conduit 3

1 = () ~m)

= 2 W
(4) a‘ksr det“wrm H n=0 akS T

d'ol 1l'on dé&duit

(5) la'ksrl <Cy A ol Cy me dépend que du corps X .

Ensuite portant (1) et (2) dans Lk(x) , il vient

® =2 3 5
= 2 W .
Ly s-_:lr-:.laksrwrp:lxspp
Or wr wp = L\b ’
% n
Lk(X) = G‘El wO' SE‘.]. kaO' XSC ou kaO'e «Z'-

et ‘bkov‘ <C 4, C, ne dépendant que de K.

On désire annuler LK(X) o Une condition nécessaire et suffisante est d'anmuler
les formes

o) = 2

g=1 kaO xSC

Il y 2 nvy variables et mv formes, mv <ny . On peut donc appliquer le lemme
1 en choisissant N =2 .

ILkO(X)JSZL- avec max Ixsol < 2(2nucl A)m/(n-m) .
Sy0
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Mais qu(x) € Z , done
LkO‘(X) =0
et par un changement de notation le lemme est démontré.

3. Démonstration du théoréme.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme.

Soient a (£0, 1) algébrique et b algébrique irrationnel. On suppose que

¢ =ab est algébrique. K est le plus petit corps algébrique qui contient a ,

b et c . Son degré est v .

On pose n = log & et on considére

qQ a
(6) £(z) = X 2 A _ exp n(K + bs)z
K=0 s=0 7

ou les coefficients AK 5 sont des entiers de K et o q estun entier que
’

nous choisirons grand.

3s1ls Détermination des Ay g * - I1L est possible de déterminer un entier naturel

b4
d positif et tel que da , db et de

soient des entiers de zg .

Alors

2
el b crt(K + br)® 9

2 q 4
7 e gy =53 5 Ay
b

K=0 r=0

est un entier de K pour t et s entiers naturels ne dépassent pas respecti=-

vement q et q .

Les expressions (7) peuvent 8tre considérées comme des formes linéaires par

rapport aux n = (q + l)2 variables AK »? les coefficients étant des entiers
H

de ‘I_{_ o Ces coefficients sont

2
_ Kt rt s 3q
Ugtrk = ¢ (K + br)” a
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Afin de pouvoir appliquer le lemme 2, il faudra se fixer le nombre m de formes

. 2
lindaires de fagon que m<n = (q+ 1)7 »

Si 0<sgqg =1 et 0Kty ,

2
m = ql(l + tl) < (q + 1) o
On choisit
q2 1
q = [rerg) ot % =[x loeal
et alors
2 2

(8) [T x| = e Olaty + aty + g log q + ¢ ] =exp 0(g") .

Alors le lemme 2 nous montre qu'il est possible de déterniner les AK p Ron tous
,T
muls tels que

f(s)(t)=0, 0gsgqg -1, 0St<t
(9 ,
[ ol =ex 0(d) , 0<K<ga, Osr<g .

’

L'idée de la démonstration est maintenant la suivante : nous voulons montrer
que, puisque f£(z) s'annule un si grand nombre de fois, alors f(z) est identi=-
quement mul ce qui est absurde, d'oh 1'on déduira la fausseté des hypothéses, & savair

abEE-

3.2. Vers la mllité de £(z) o = Dans ce paregraphe nous montrons que f(S)(t)

s'anmule dans un domaine plus grand que celui défini par (9).

Les AK r
H
fonction entidre bien déterminée et qui n'est certainement pas identiquement

étant choisis de fagon & satisfaire (9), £(z) est maintenant une

nulle, car b est irrationnels

le série d‘'interpolation de lagrange permet d'écrire
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() _ d z - 3 £(E)
R NI e L CE S ”‘ i ok
(z0) | ,

pour |tlg VAl =% , ot sgq = lprg)

\

Ces valeurs extrémes de s et |t| sont choisies de fagon & pouvoir écrire

la majoration suivante :

1y e a2 < ®|

! 3/4 qt
) o ) P
Ll - ECEE exp 0(q')
e
1 2 2
< exp(~g q log q+ 0(q7)) .
Par ailleurs (9) et (8) montrent que
3¢ (s) S 5
-5 13Qq s S
() |n~% @’ £°(¢) K§O r{o L L

<omp O(¢ + s log q + qbt) g exp O() pour s<q ot 0Kt =0al .

Si 1'un au moins des nombres f( )(t) A0 pour 0g<sgq et 0LtsYy
(t € E) , alors la norme de n_ qu f ) (t) est supérieure & 1 puisque c'est

un entier algébrique appartenant & K .

"R .
¥~ @29 20 () )  exple L & 2og q + O(¢) x [emp ()T

1 2 2
< exp(-gdq logq+ 0(q)) .



14-09

Done

1 2 2
1 g exp(= = log q + 0(q))

ce qui cst absurde pour q assez grand, d'ou le résultat :
( o
0<o 59 = gy
(13) £05) () =04
05t <t =[Vdl .

\]

3e3e Cas ot a>0 et b 1réele — Dans ce cas les AK . sont réels. Alors
— _— —— s

q a
£(z) = 2 Z:.AK exp n(K + bs)z
K=0 r=0 %

AR
est la somme de (q + 1)2 exponentielles, donc ne peut gvoir plus de (g + L) =1
zéros réels. Mais d'apres (13), f(z) a au moins ( o8 ;])(Va-+ 1) zéros,
nombre qui dépasse (q + 1)2 -1, pour q assez grand. Ceci démontre le théo-

réme dans ce case.

3+4+ Cas général. - Nous allons montrer que f(z) a un zéro d'ordre (q + 1)2
& 1'origine. Si nous arrivons a ce résultat, alors les (q + 1)2 équations

f(s)(O) =0, pour s=0,1, s, (q+ 1* -1 , stécrivent

Qa q
(14) Z ZA. K+br)S=O S:O’l,oo.,(q-l-l)z-l .

(
K=0 p=0 1T

Considérant les Ay p Comme inconnus, le déterminant de ce systéme homogéne,
’

3 (q+ 1)? équations et (q + 1)? inconnues, s'éecrit
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2
1 (]- + b) (l + b)2 es e (1 + ‘b)(q+l) -l
2
1 (+1b) (R+ b)2 eee (2 + b)(Q+l) -1
0" R ( +l)2..l
L (K +br) (K+ br) oo (K+ br)'?
2
1 (g +ba) (q+bg)° eea (q+ bq)(q"'l) )

C'est un déterminant de VAN DER MONDE non nul puisqu'en vertu de 1l'irrationna=-
1ité de b , il n'existe pas deux lignes égales. Il s'ensuit que le systéme (14)
admet pour seule solution

A =0 vV r, V K ’

ce qui est absurde, et ce qui démontre le théoréme.

Il reste donc & montrer que f(z a un zéro a 1llorigine, d'ordre au moing
i 3

Fd N 2 » P 4 , 2’
égal a (q + 1)° o Pour démontrer cela nous procédons comme précédemment s

15) £(8) oy =8t/

r={Vq] 9
dz 7 - (&)
Ty el gy el 1 [F5] e

r=0 -z
car (19 est vérifié. On en déduit

- P \
ln—S a2 f(s)(o)l < exp(-»é- q5/2 + 0(q log q)) 0L sg (q+ l)2

et d'aprés (8) et (9)

. .
lﬂ"s a?d f(s)(O)i < exp (O(q2 log q)) , 0gsg g+ 1)?

~ ’

d'oh, si f(s)(o) £0 pour un s au moins < (q + 1)? ,
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L 5/2 2
1< eXp(-z-qs/ + v(q g q) )

ce qul est absurde.

Ainsi done (14) est démontré, et par suite le théoréme de Gelfond-Schneider

dans le cas général 1l'est aussi.
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