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TRANSCENDANCE DE ab

par Michel MENDÈS-FRANCE

Séminaire DEIANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
3e année? 1961/62, n° 14 14 mai 1962

Mon but est d’exposer la démonstration= par la méthode de GELFOND ~~~ ~ du théo-
rème suivant :

Si a ~~ 0 ~ 1) est algébrique et si b est algébrique irrationnel, alors
a e st transcendant.

1. Généralités.

Dès ~’~4$~ EUIER avait pressenti le théorème. D. HILBERT [6] le précisa dans son
fameux exposé "Mathematische Probleme". Le théorème fut partiellement démontré

vers 1920, mais ce n’est qu’en 1934 que GELFOND en donna la démonstration complète,
suivi de près par SCHNEIDER qui en donne une démonstration indépendante en 19350

Ce théorème est ântéressant, et par les résultats qu’il apporte et par ses

démonstrations.

il montre que les nombres suivants

(où a et p sont algébriques, et p" ) sont transcendants (la transcen-
dance de e~ provient de Inégalité e~ = i ~ )~

Par contre il ne donne rien sur les nombres en ()~ ~(2n + 1) ,

( 1 ) MELZAK a montré que

et se demande si l’on ne peut en déduire la nature arithmétique de ne 

Dans le même ordre d ’idée, signalons la formule 
. °



2 ~ 2 ~ ~ y constante d : Euler ~ dont on ne voit même pas s’ils sont ou

non irrationnels.

En adaptant la méthode de démonstration de GELFOND, on montre en outre que si

9 est algébrique

si ab est transcendante alors

et si log a log b est transcendant,

Gomme conséquence de ces inégalités, GELFOND arrive à montrer que si y

sont algébriques,

n’a qu’un nombre fini de solutions entières, sauf cas trivial ([2] et [3])
Enfin le théorème est vrai en p-adiques~ et s’énonce [9]~ [13] :

~ a (~0~1) est algébrique sur un corps p-adiqpe si b est algébrique
irrationnel et si de plus la - l) (  1 et 1 , alors a. est un nombre
--’20142014201420142014201420142014201420142014201420142014-2014 p - p -~20142014 201420142014’20142014201420142014

p-adique transcendant sur le corps des rationnels Q.

Les conditions portant sur les valuations de a et b ne servent qu’à assurer

la convergence des séries,



Mais grâce au prolongement analytique de la fonction exponentielle p-adique

par la méthode de Yvette DEJEAN [1], le théorème s’énonce sous des hypothèses

légèrement plus larges : )a{ ~ 1 et b arbitraire, e~ étant la détermina-

tion principale de la fonction exponentielle p-adique.

Avant d’aborder la démonstration du théorème, il nous faut établir deux lemmes.

2. Préliminaires.

2.1. IEMME 1. - S oient m formes linéaires indépendantes

où les a.. sont réels. Il est possible de trouver
.....----- .. -. - -- -- - - .- 

- .. 

> .....- - ... 
-- -. ---

tel que

En effet, posons

x étant fixé, les nombres Li (X) se trouvent donc à l’intérieur d’ un hyper-

cube à m dimensions de côté 2nax. Divisons chaque côté en 2n ax N parties

égales de sorte que nous obtenons ainsi (2n ax hypercube.s de côté égal à 

Par ailleurs )x.) ~ x ===> X peut prendre (2x + Z~ n positions distinctes.

On vérifie que, si x = [n a r3~ m~~n~m~ ~ alors

Dans ces conditions, il existe deux positions distinctes de disons



X’ = (x~ , ... , x~) et X" = ..., x~) telles que L (X’) et L.(X")
soient dans le même hypercube de côté § (Principe des tiroirs). Par suite

pour 1=1 ~2 ~...~m. On pose X = X* - X" et le lemme est démontré puisque
N)~~-~ .

J J

On suppose que les coefficients SL des formes linéaires

sont des entiers d’un corps algébrique K de degré 03BD et que jA (2).
Alors il existe

les xi sont entiers sur K ) tel que

est une constante positive qui ne dépend pas de A , m et n.

En effet, soit ~ ~~ ~ ’" ~ ~ telle sorte que

Si désignent respectivement les conjugués de aks et w r et si
l’on convient que ak~~ ~ aks et égalités (1) donner :

( ) Si a est un nombre algébrique et o~ = a , ~, ... , a ~ ses conjuguer
on note max ja.j l =|03B1| .

j=0,...~l ~



Les v égalités (3) peuvent être considérées comme un système linéaire à ~

équations et 03BD inconnues (les indices k , s sont fixés). Désignons par
la valeur du mineur de dans le déterminant La résolution

du système (3) conduit à

d’où l’on déduit :

Ensuite portant (1) et (2) dans I~ (x) ~ il vient

et 1  Ci A s Ci ne dépendant que de K .
On désire annuler ~~ ~‘ . Une condition nécessaire et suffisante est d’annuler

les formes

~. y a nv variables et mv formes, mv  nv . On peut donc appliquer le lemme
1 en choisis sant N = 2 .



Mais donc

et par un changement de notation le lemme est démontré.

3. Démonstration du théorème.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème.

Soient a ~~ 0 ~ 1~ algébrique et b algébrique irrationnel. On suppose que
c = ab est algébrique. K est le plus petit corps algébrique qui contient a ,

b et c . S on degré est v.

On pose ~ = log a et on considère

où les coefficients A,, sont des entiers de K et où q est un entier que
K~s 

nous choisirons grand.

3.1. Détermination des A~ . - Il. est possible de déterminer un entier naturel
’ !! " ’! " " ~" " ~ " ’ " " ’" 

d positif et tel que da , db et de soient des entiers de K .

Alors

est un entier de K pour t et s entiers naturels ne dépassant pas respecti
zM

vemyent q et q

Le s expressions (7) peuvent être c onsidérée s comme de s formes linéaires par

rapport aux n = (q + z 2 variable s AK,r , le s coefficients étant de s entiers

de K ~ Ces coefficients sont



Afin de pouvoir appliquer le lemme 2 , il faudra se fixer le nombre m de formes

linéaires de façon que m  n = (q + L) .

Alors le lemme 2 nous montre u’il est possible de déterminer les non tous

nuls tels que

L’idée de la démonstration est maintenant la suivante : nous voulons montrer

que, puisque f(z) s’annule un si grand nombre de fois, alors f(z) est identi-

quement nul ce qui est absurde, d’ou l’on déduira la fausseté des hypothèses, à savoir

a~ 

3.2. Vers la nullité de f(z) . -Dans ce paragraphe nous montrons que 
s’annule dans un domaine plus grand que celui défini par (9)*

Les étant choisis de façon à satisfaire (9)~ f(z) est maintenant une

fonction entière bien déterminée et qui n’est certainement pas identiquement

nulle, car b est irrationnel.

La série d’interpolation de Lagrange permet d’écrire



Ces valeurs extrêmes de s et N Î sont choisies de façon à pouvoir écrire

la majoration suivante :

Par ailleurs (9) et (8) montrent que

slogq+ pour et 0~t~t~=[/q] .

Si l’un au moins des nombres (t) / 0 pour 0~sq~ et 

(t alors la norme de ~ est supérieure à 1 puisque c’est

un entier algébrique appartenant à JK 



ce qui est absurde pour q assez grand, d’où le résultat :

~.3. Cas où a > o et b réel. - Dans ce cas les A sont réels. Alors
...~.~.~~...._........,._.._ K r

est la somme de (q + 1) exponentielles, donc ne peut avoir plus de (q + l) - 1
zéros réels. Mais d’après (13)~ f(z) a au moins 1) zéros,
nombre qui dépasse (q + 1)2 - 1 ,pour q assez grand. Ceci démontre le théo-
rème dans ce cas.

3.4. Cas général. - Nous allons montrer que f(z) a un zéro d’ordre (q + 1)~
à l’origine. Si nous arrivons à ce résultat, alors les (q + l) équations

= 0 , pour s = 0 , 1 , ... , (q + 1)~ 1 , s’écrivent

Considérant les A~ comme inconnus, le déterminant de ce système homogène,,r

à (q + 1)2 équations et (q + 1)2 inconnues, s’écrit



C’ e st un déterminant de VAN DER MONDE non nul puisqu’ en vertu de l’irrationna-

lité de b , il n’existe pas deux lignes égales. Il s’ensuit que le système (14)
admet pour seule solution 

.

ce qui est absurde, et ce démontre le théorème.

Il re ste donc à montrer que f(z) a un zéro à l’ origine, d’ ordre au moins

égal à (q ~ ~ ~ z . Pour démontrer cela nous procédons comme précédemment :

car (13) est vérifiée On en déduit

et d’après (8) et (9)

d’où, si (0) ~ 0 pour un s au moins $ (q + 1)z
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ce est absurde.

Ainsi donc (14) est démontré$ et par suite le théorème de Gelfond-Schneider

d~ns le cas général l’est aussi.
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