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Séminaire DELANGE-FPISOT : 7-01

(Théorie des nombres) '
3e annéde, 1961/62, n°® 7 12 et 26 février 1962

éQUIRéPARTITION ET éQUIRéPARTITION UNIFCRME MODULO 1

par Jean CHAUVINEAU

I, Définitions et propriétéds élémentairese

le Notationse - gf s Ny 2,Q, R, G désignent respectivemcnt 1'ensemble des
entiers naturels, l'ensemble des entiers naturels ou nuls, 1'anneau des entiers
rationnels, le corps des rectionnels, le corps des réels, le corps des complexese
I désigne 1'intervalle fermé (0, 1) o

Si E est un ensemble de points de Ep s OU D E}f‘, Yy désigne sa fonction
caractéristiques Lorsque E est mesurable au sens de RIEMANN, ou encore au sens

de JORDAN, il est dit mesurable-R , et sa mesure~=? est notée |E| . Lorsque E
est mesurable au sens de LEBESGUE, il est dit merurable=f ; et sa mesure-~f est

notée W(E) .

Si x est un nombre réel X désigne sa partie entiére et x sa partie frac=-

tionnaire, de sorte que x+x—x et O<X<1n

Les suites envisagées dans I, II, III, IV.scrt toutes des suites {un} , de
neN
nombres réels U, ; une telle suite sera appelée, par abus de langage, la suite

u 3 parfols aussi, nous la désignerons par u .

2+ Définition ls = Etant donnés une suite U, s un entier naturel N et un en=-
semble E ¢ I, le nombre des termes w tels que u €E et 1 <n<gN est
noté (N R E)u e S5i a, b sont deux nombres réels tels que 0L a < bLi,

La suite u ~est dite équirdpartie (mod 1) [6e re (mod 1)] si et seulement
si, pour tout couple a , b de nombres réels tels que 0<a <b <1 s On &

Ny a, b,

N

(1) lim

Nesco

=Db=a

(WEYL [17) e Lorsque, de plus, la suite U, est répartie sur I, on dit qu'elle
est dquirdpartie sur I « Pour que la suite w ~soit € re (mod 1) , il faut
et il suffit que la suite u, 801t €e re sur I o

\Y4
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On voit d'ailleurs facilement qu'il suffit, pour assurer 1'équirépartition
(mod 1) de la suite u  , que la condition (1) soit satisfaite par tout couple
8, b de nombres réels tels que 0 <a <b <1, oumlme qu'elle le soit, pour

a= 0, par tout nokie réel b tel que 0 <b <1, car
(N,a,b(u=[Nso,b(u-[N,o,a[u
si 0<a<b<l.

3s Définition 2. - Etant donnés une suite u et un entier naturel N, le
nombre
(N, a, btu

2 D = - (b= a
( ) N(U‘) ogzléﬁg N 8.)

s!' appelle discrégance de 1l'cnsemble des N premiers termes de la suite. Pour
toute suite u , on a aussitdt O < DN(u) <1, et Mne VAN AARDENNE~EHRENFEST

[15] a montré que Tim ND(u) = w o Lorsque la suite u n'est pas €o To
Neoo
(mod 1) , on a mlme Iim N® DN(u) = o pour tout nombre réel € >0 «
N-soo

’ S
4. THEOREME 1. - Pour gue la suite u  sodt €. re (mod 1) , il faut et il suffit
qu'on ait

(3) : 1im D (u) = O .
N=o N

La condition est évidemment suffisante. Réciproquement, soit m wun entier natu~
rel >/2. 3 pulsque la suite u est €o I» (mod 1) s 1l existe un entier nat.:-
rel N = tel que, pour N >N , on ait, quel que soit k= 0y 1,2, oo ymmlg

(4)

1 1
- <—-§' .
m

Soit 0 <a <b <1 il existe des entiers kl ’ k2 compris au sens large entre
0O et m, pour lesquels on a, soit
k, + 1 k2 -1 k k2
1 1
a5 (cl, bl cq, 20 awe k-k 33

%

m

soit

k
(&, b( c[—mj-'-g ( avec ky, =k =2
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et, compte tenu de (4) , on en conclut aisément que, pour N > Nm s ON &

W, a, b(,
N

-(b-a) <-I% ]

Ainsi N > Nm entraine 0 < DN(u)\< TBn s ce qui exige, puisque m est arbitrai-
rement grand, qu'on ait (3)e

Ds ce théoréme résulte qu'il faut méme, pour que la suite u ~ soit €e Te
(mod 1) , que la condition (1) soit satisfaite uniformément en a et b

5. = Le théoréme suivent montre que la définition 1 peut 8tre formulée d'une

maniére plus générale

THEQREME 2. - Pour que la suite u soit €e re (mod 1) , il faut et il suffit
que, pour tout ensemble E mesurable~R et inclus dans I , on ait

(N, E)

'—““N_—"—u= !El [ ]

(5) 1lim
Nosoo
La condition est évidemment suffisantes Réciproquement, soit E c (0, 1(;
considérons une suite emboitée de partitions P de (0, 1( en intervalles
semi-fermés, telle que la longueur de chacun d*eux tende vers O quand k -+
Soit d'autre part & >0 . Fuisque E est mesurable-® , il existe un entier k
pour lequel la partition Pk fournit une réunion finie d'intervalles intérieurs
. Y s . ,
& E, soit U Jl'1 s &t une réunion finie d'intervalles intérieurs & E ou mixtes,
1

v
soit LIJ Jy » telles que 1'on ait
1
h
avec

v \%
2|3 -2 |3 <
llhl l‘hl ®

1
de sorte que b3 ]Jh! <|B| + & et % 1J£] > |E| - € « DVautre part, on a
1 1
vz’ (N s J}

h)u<(N’ E)u <g (N’ Jh)u
1 N N Ty N *
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Puisque la suite U est €e ro (mod 1) s le premier et le troisiéme membres,

v V
quand N -» « , tendent respectivement vers 2 IJ;II et 2 iJhl o I1 en résulte
1 1
(v, E),

que les limites inférieure et supérieure de quand N - o sont stric-
tement comprises entre |E| = & et |E| « £, ce qui exige, puiaque € > 0 est

arbitrairement petit, quion ait (5).

6s = On peut encore formuler la condition nécessaire et suffisante précédente
ainsi ¢ pour tout ensemble E inclus dans I dont la frontidére est de mesure~£

nulle, on a
(v, E),
-$00

b
En effet, pour tout ensemble E borné, dont & désigne la frontiére, les con=
>
ditions p(ﬁ) =0 et ]EI = 0 sont équivalentes, comme on le voit en appliquant
>
a l'ensemble E , btorné lui-mBme et fermé, lec théoréme de Borel-Lebesgue sur le

> .
recouvrement fini, et la condition |E| = O exprime précisément que E est
mesurable=-R . '

Bien entendu, une telle propriété ne saurait s'étendre & tous les ensembles mesu~
rables=£ inclus dans I « La répartition (mod 1) de toute suite 4tant dénombra-
ble, donc de mesure-f nulle, on voit mlme que, quelle que soit la suite L
il existe un cnsemble E mesurable=f inclus dans I +tel que (N, E)u= 0
quel que soit N et u(E) = 1 .

7. Définition 3+ = Soit (v, N, a, b(, 1e nombre des termes u, tels que
agy <b et v+ lg<ngv+ N, o vel.La suite u, est dite uniformé-
ment dquirdpartie (mod 1) [ue 6o re (mod 1) ] si et seulement si, pour tout
couple a , b de nombres réels tels que 0<a <b<l, ona

v, ¥, a, b(,

(7) unif lim
vEH Now

(PETERSEN [9]),

Toute suite ue do re (mod 1) ost évidemment €e re (mod 1) s Mais la réci-
proque est fausse. En effet, soit une suite U G re (mod 1) 3 construisons la
suite v, en posant
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0 pour m3+ 1.$n$m3+m,oa m=1,2, 3, ece

u, pour les autres valeurs de n - °

On s'assure facilement que les termes einsi annulés de la suite u, sont suffi-
semment rares pour que la suite v soit, elle aussi, ee re (mod 1) « D'autre
part, soit 0 <b <1 et choisissons & tel qu¢e 0<e <1l «Dbj; sila suite
v, était we ée re (mod 1) , il existerait N_, indépendant de v, tel que,
pour N>N_ et vel, onelt

l(v, N, 0, b(,

i Y - bl <€

d'oi notamment

3

W, N, 0, b
N - bl <¢

Comme [NB, N, 0, b%: N pour tout entier naturel N, on surait 1 -b <e,
en contradiction avec le choix initial de € o Ainsi la suite Vo fournit un

exemple de suite qui, tout en étant €. re (mod 1) , ne 1'est pas uniformément.

On verra plus loin (cfe IT-6e1) qu'il existe des suites ue & ro (mod 1) , de
sorte que la définition 3 fournit effectivement un renforcement de la notion
d! équirépartitione

8+ Quelques propriétés élémentaires des suites ee re (mod 1) ou Be €s re (mod 1).

8ele ~ Il est immédiat que la suite u + a, ob a €R, est & r. (mod 1)
[respe : u. €o re (mod 1) ] si et seulement si la suite u est de re (mod 1)
[Itespo $ Uo €0 Yo (mod l) ]o

824 =~ 51 1a suite v, este. r. (mod 1) [respe ¢ ue €o re (mod 1) ] et si
lim (u
o n
Ue o ro (mod 1) ]o (KEOGH~-LAWTON-PETERSEN [3].)

- vn) =a, 01 aelR, alors la suite u  est ge ro (mod 1) [respe :

Il suffit évidemment d'établir la propriété pour a = O . Posons W = Vn +E
soit 0< a<b<1l et choisissons ¢ telque O<e<min(a, L=-b, -D—E—?'- .
I1 existe Ne tel que, pour n > Ne s oOn ait lanl < € « Tout point v, s OU

n>N_, tel que :I}G(a-{- ey b~ e fournit un point u, ﬁelque 396[&’.0(9
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et d'autre part tout point uw , o n>N_, tel que u € (a, b( est fourni
per un point v, tel que v € (a~¢e, b+ e+ Compte“tenu du fait que € >0

v
est arbitrairement petit, la propriété annoncée en résultes

8e3e = Pour que la répartition (mod 1) de la suite u, Soit partout dense
sur I, il faut et il suffit :

ae qu'on puisse extraire de cette suite une sous-suite Up(p) €e re (mod 1)

[respe s w & re (mod 1) ] ;

be qu'on puisse réordonner les termes de cette suite de maniére & former une

nouvelle suite Uy (n) €e re (mod 1) [respe s e do re (mod 1) Je (KEOGH-
LAWTON-PETERSEN [3]).

Ltune ou 1tautre de ces conditions est évidemment suffisante.
Soit v, une suite e re sur I [respe : Ue de re sur 1I Je Puisque la suite
W, est partout dense sur I, on peut construirc une application strictement crois-
~
sentede N dms N, soit £, telle que lim (up(y) = V) = 05 ot, d'aprés 8.2,

n-oo

la sous-suite Up(n) est €¢ re (mod 1) [respe : ue €o re (mod 1) Je Ainsi
la condition (a) est ndcessaire.

D'autre part, on peut intercaler les termes non sélectionnés de {un} entre
des paquets de termes de {uf(n)} de maniére que, dans la suite ug(n) ainsi
obtenue (qui est la suite u réordonnée), ils se présentont assez rarement pour
que cette suite u .y soit, elle aussi, de re (mod 1) [respe : ue éo re
(mod 1) Je Ainsi la condition (b) est nécessairee

9¢ = Divers auteurs ont recherché, au contraire, des affaiblissements de la notion
d'équirépartition en la généralisante

9¢le Définition 4« = La suite u ost dite presque équirdpartie (mod 1)

[pe 6o re (mod 1) ] si et seulement s'il existe une application strictement
croissante ¢ de gﬁ dans gf telle que, pour tout couple a , b de nombres
réels vérifiant 0 <a <b< 1, on ait

[o(®) 5 a, B,
gm - P-e

(8) lim

Now

(SAPTRO-PIATECKTJ [ 13]).
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Toute suite €. re (mod 1) est éviderment ps 6o re (mod 1) , mais la récipro-
. 1 1 1 3 5 7 1
que est fausse. Par exemple, la suite {0, R % - R Ry o eco )
n'est pas €s re sur I bien qu'elle soit pe €+ ro sur I, la condition (8)

étant manifestement vérifide pour ¢(N) = o,

9¢2. Définition 5. = Soit {xn} une suite réelle telle que xn > xm ;>0
[+2]
pour tout n € H+ et 2 xn = » o La suite w, est dite ?\.n—équirépartie (mod 1)
1
D‘n_ ér. (mod 1) ] si et seulement si, pour tout couple a , b de nombres

réels tels que 0<a<bgl, ona

x X
(9) Lin (}1: Ay i—?»n ‘P(a,b((?g) =b=-a

(TSUII [14])s Si A = 1 pour tout n € N , on retrouve la définition ls

TSUJI [14] montre que toute suite €. re (mod 1) est aussi A és re (mod 1) .
o {)»n} est une suite réelle vérifiant les conditions imposées par la définition
5, mais la réciproque est fausse ; par exemple, la suite log n, qui n'est pas
o ro (mod 1) (cfo IT=6s2), est .é‘e'. r. (mod 1) (cfe III=7+2)e

IT. Critéres d'équirépartition et applicationse.

lo Premier critére de Weyl.

Y

lelo = Soit ' 3(1) lé. classe des fonctions & valeurs complexes bornées et inté-
grables-R sur I .

» Y ’
THEOREME 3, - Pour que la suite u ~soit es r+ (mod 1) , il faut et il suffit
que, pour toute fonction f € 3(I) , on ait

1y 1
(10) g\.}:iﬁ%f(@_) - /o £(x) dx

(VEYL [17])c Il suffit évidemment d'établir la propriété pour les fonctions & va-
leurs réelles de 3(I) , qui constituent une sous-classe 37(I) .

La condition est suffisante, car pour f = \p(a b(? ou 0La<bgl, elle
s

" ’ (3 Ié ’ . - - l 3 Z -— a
exprime précisément la définition 1, puisque ’ q’(a,b[(u\;x) =W, a, b%
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Réciproquement, soit f e 8*(1) 3 il existe deux suites g Gk de fonctions
en escalier qui encadrent f sur I et dont les intégrales sur I tendent
1'une et 1'autre vers /Ql £(x) dx quand k »o e On a

(11) igg (u)<-l-§f(u)<1§(‘z(u) .
77k e SV RS TT B |

Si la suite u est ée ro (mod 1) , la condition (10) est vérifiée par les
fonctions caractéristiques de tous les intervalles inclus dans I s donc aussi
per les fonctions en escalier définies sur I, qui en sont des combinaisons lie
néaires & coefficients réels. Dés lors, quand N -»w, le ler et le 3e membres de
(11) tendent respectivement vers / Ol gk(x) ax et /[ 01 G, (x) dx , intégrales qui,
& leur tour, lorsque k - «, ont pour limite commune / 0 f(x) dx « Il en résulte

que f vérifie (10), et la condition énoncée est ndcessairee

leR2e = Soit C(I) 1la classe des fonctions & valeurs complexes pontinues sur
I« Le ler critére de Weyl peut encore se formuler ainsi : pour toute fonction
fe®I), ona (10)e Il suffit évidemment d'établir la propriété pour les fonce
tions & valeurs réelles de ©(I) , qui constituent une sous-classe C¥I) .

La nécessité de la condition s'établit comme précédemment.

Réciproquenent, soit 0<a<b<l 5 1l existe deux suites & » L, de foncw-
tions continues qui encadrent w(a,b[ sur I et dont les intégrales sur I
tendent 1'une et 1'autre vers /01 ‘P[a,b((x) dx = b= a quand k »« (par excm=
ple, deux suites de fonctions signal trapéze isocéle qu'on apercoit aussitdt).

On a

N N (N, a, b( N
1 i > ’ 1
T4 4l €52 ¥, p(ly) = —7—= sTohdy

Si la condition (10) est remplie par les fonctions de 1) s le lor ot le 4e
membres des inégalités précédentes, quand N - o s tendent respectivement vees

/01 4 (x) dx et /01 L (x) ax , intégrales qui, & leur tour, lorsque k » =,

ont pour limite commune b = a « Il en résulte que la suite u est o re (mod 1) ’
et la condition énoncée est suffisantece

le3e = T désignant la circonférence unité, soit ®&T) 1la classe des fonow
tions & valeurs complexes, périodiques et de période L1 » continues sur R .

L'argument précédent reste applicable & la sous-classe des fonctions f de
AI) pour lesquelles £(0) = £(1) (car les fonctions signal trapéze isocdle
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envisagées Ek R Lk s'annulent aux points 0 et 1) s de sorte que le ler cri=

tére de Weyl peut encore se formuler ainsi : pour toute fonction f e ¢(T) s On

a (10), avec u_= u_
* L

2¢ Autres criteres analoguese

Rels = Pour que la suite u = soit u. €e ro (mod 1) , il faut et il suffit qus,

pour toute fonction f € 3(I) , on ait

(12) wnif lm-ﬁ Z f(u) /o1 f(x) a&x
vEN Noow ™ w1l ~&

(FETERSEN [9]).

La condition est suffisante, car pour f = qz( b( elle exprime la définition
N

3, puisque [ b(( = v s Ny a, b( « Sa nécessité s'établit & partir
v+1

d'inégalités analogues & (11), o 1o sommation est faite cette fois de v+ L

é'\)"‘No

Re2¢ = Pour que la suite u 50it pe ce re (mod 1) , il faut et il suffit

qu'il existe une application strictement croissante ¢ de }\f dans y telle

que, pour toute fonction f € 3(I) , on ait

N)
(13) 1mﬁvw& f(u) = / £(x) dx .

1 \/

o0
Re3e =~ Soit Kn>/7&n+ >0 pour tout nef et E?\.n= © o Pour gque la suite
u,  soit Kn-éa re (mod 1) , il faut et il suffit que, pour toute fonction

f e 3(I) , on ait

(14) lim (Zx )‘l 2 ~°(u = [ ex) ax
Now 1 1

3¢ Deuxiéme critére de Weyle

Posons, pour x € R,
e(x.) = ezm .

On a le résultat fondamental suivant

.o
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THEOREIE 4. - Pour que la suite u  soit s re (mod 1) , il fout et il suffit

que, pour tout entier h € }f’ s on ait

.
L3 _
(15) lim = 2 e(hu ) = O
Noow™ 1

(WEYL [17]).
Une formulation équivalente de cette condition nlecsseirc ct suffisante est
immédiatencnt ¢ pour fout cnticr nonnul he 2, on a (15).

La condition est nécessaire car, si la suite u,  est o re (mod 1) , (10)
donne, en prenant f£(x) = e(hx) , ou h e‘_l\f' , de sorte que f € (T) 3

1im Ze(hu /le(hx) dx = [t (nx)] = .
N 2inh -0 :
N-oo
Nous allons ramener la suffisance de la condition (15) 3 celle de la condition
(10)e OT) est un espace vectoriel sur le corps C , que nous munissons de la

norme de la convergence uniforme |If||= sup [£(x)| « Soit &(T) 1'espace vec=
X
troiel des polynOmes trigonométriques, c'est-d-dire des combinaisons linéaires

4 ceofficients complexes des fonctions x =e(hx) , oi h €Z o On sait que &(T)

ost un sous-espace de C(T) partoutdense sur C(T)

Dés lors, soit f e ¢(T) ; il cxiste une suitc de forctions £, € &(T) , soit

H
k(x) = ZH Y e(hx) , qui converge uniformément vers f sur R quand k -
(par exemple, la suite des moyennes arithmétiques des k premiéres sommes par=

tielles de la série de Fourier dc f , écrite sous forme exponenticlle)e Si la
condition (15) est satisfaite pour tout entiernmnul h €Z, on a

N

1lef(u)_ Z Y, 111anI e(hu)
h==H N->oo =1

et d'autre part
/lf(x)dx—g /1-(hx)dx-
0 k = H ‘Yh 0 e = YO

de sorte que fk vérifie la condition (10)e On en conclut eisément, en utilisant
la convergence uniforme de la suite f, vers f sur R, que f vérifie égale-
ment la condition (10)» Le théoréme 3 montre alors que la suite u est e re

(mod 1)
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4, = La mBme idée générale conduit au résultat suivent

THACRRIE 5. ~ Pour que la suite u_ soit € re (mod 1) , il faut et il suffit

que, pour tout entier h e Ef s on ait

h 1
(16) i&ﬂﬁ%(i) s

La condition est nécessaire cer, si la suite u, est do ro (mod 1) , (10)
donne, en prenant f(x) = e s 00 he §+ , de sorte que f € eXI) s

N h+l
l* h lh 1 1
2 (u) =/ dx = [F—lp = .
'N Y 0 h+ 10" h+ 1
Pour &tablir que la condition est suffisante, on considére cette fois le
sous-espace vectoriel ®(I) des polyndmes sur I, qui est partout dense sur
1'espace vectoriel C(I) muni de la norme de la convergence uniformee %oit

f e C(I) 3 il existe une suite de fonctions £ € ®(I) , soit fk(xj = Z:ah = ’
0]

qui converge uniformément vers f sur I quand k » « e Si la condition (16)

est satisfaite pour tout entier h € ﬁf s on a, avec la convention OO =1z

L5 e () = % llg<>h z—-—-f
lim=— 2 T u ) = a lim 2 {u
Moo N 1 K& N-Hoo-Nn:l\/

et d'autre part

/ £,(x) ax = Za /1 dx = Zhjhl

de sorte que fk vérifie la condition (10)e Dés lors, la démonstration s'achéve
comme précédemmente

5« Autres critéres analoguess

5¢1e = Pour que la suite u, ~soit us ge re (mod 1) , il faut et il suffit
que, pour tout entier h e yf s On ait

1 VN
(17) unif lim g 2 e(hu.n)
VEN N-oo™ vl

( FETERSEN [9])
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La condition est nécessaire cer, si la suite u = est u. Be re (mod 1) , (12)
fournit (17) pour f(x) = e(hx) , o» h € N o Sa suffisance s'établit & 1'aide
d'un argument analogue & celui du théoréme 4.

5e2¢ = Pour que la suite u  Soit ps o re (mod 1) , il faut et il suffit

qu'il existe une application strictement croissante ¢ de _l\f' dans H" telle

que, pour tout entier h € yf y On ait

o
( 18) —T-)- e (hun) .

N—)oo 1

(o]
53¢ = Soit A_ > A >0 pour tout n € N et J A = wo Pour que la suite
201t Ay 2 Al 22 ooRY ~ = 7n
u, soit Xn-é. re (mod 1) , il faut et il suffit que, pour tout entier h e §+

on ait

(19) lin (Z ")~ Z A e(m)=0 .
Noow 1

5¢4¢ = Des critéres analogues au théoréme 5 s'appliquent également aux suites
Us Se Tey Pe-Se Iny ?\n-é.r. (mod 1)

6« Applicationse

6els THEOREME 64 = La suite M,oi AeR=-Q, est de e re (mod 1)

V&N

2 e(b\n) 4 o4 h e ‘If s est la somme d'une progression géométrique de raison
Vel

e(hA) £ 1, puisque A est irrationnel ; on a donc

w-N
T\f Z o(hhn) = 14@?»(\) + Ne-c('hi)))-le(h}\.(v + 1)) _ e(lgz\lg;\)'f-l)) e(hM\T) -1 ’

"y 1
quantité dont le module est < < ToTe0) _w]--iz- = s:Lnl nh)»] s ce qui montre qu'elle
tend uniformément en v e N vers O quand N - w . Dés lors, le critére (17)

donne le résultat annoncéde

6¢2¢ La suite Alogn, ot AeR, n'est pas o re (mod 1) &

Utilisons la formule sommatoire 4'Euler

N
(0 2 @)= /Ng F(t) 4t + 5 (FON) + F(M) = /N (= ¢ F(0) at
o 0
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ou Ny, N sont des entiers naturels (NO <N) et ou F est une fonction &
valeurs complexes dérivable sur (No s N) o Pour F(t) = e(r log t). et Ng=1,

on obtient

N
2e(\ logn) = /lN e(, log t) 4t +-% (1 + e(\ log N))
1

1
- 2i 7\ llN (—2- - 1v:) e(A log t) %:2

Les trois termes figurant au 2e membre s'écrivent respectivement

I‘t e(\ log t)-l N e(A log N) ~ 1 o(1) , o(/lNiigi = O(1log N)

L2in7\+ ljl" 2i A + 1 ’

de sorte que

N
1 _e(A log N) log N
-N-§e()\logn)_2in+l+o( ) .
2\=1/2 . _,
Le ler terme du second membre ayant pour module (1 + 4 x) s indépendant

de N, on voit que le ler membre ne tend pas vers O quand N -« , ce qui
assure le resultat annoncée

6e3¢ La suite )xpn,g_:z_ pe€Z et ANe€R, n'est pas ue Be re (mod 1) o

Soit |p| > 2 et AZ O (sinon, le résultat est évident). Posons u, = Ap"
et formons

N N n
e(u ) = .i:e(un_w) =Zl e(p uv)

v+l

d'ol

v+ N N n N n

| 2 e(un)l > |2 cos 2np w | = |2 cos 2n|p|” u |

v+l 1 v 1 N
o3} tous les arguments, soient © (v) s sont compris au sens large entre O et

2n|pl u e Supposons que la su:.te u ~ soit ue €e re (mod 1) ; alors 0O est
~
un point d'accumulation de sa répartition (mod 1) ety quel que soit N e i

il existe v, € N* tel que U< m—
N "~ * Yy 6'p| N
~.

ments en(vN) vérifient 0 K Gn(vN) < % s donc tous leurs cosinus sout >§l s 8t

« Dans ces conditions, tous les argu=

S

1'on a, pour tout N ey:" :
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vN-rN

5 el >5 .
val

On voit que le critére (17) est en défaut pour h= 1, ce qui contredit 1'hypo~-
these faite sur la suite W e Ainsi le résultat annoncé se trouve établi par
1! absurde.

La méthode précédente est due & KEOGH-LAWION-PETERSEN [3], qui indiquent la
mbme propriété pour la suite Ao s o0 a€Q et A€R; mais leur démonstra=

tion n'est pas concluante.

A noter que la suite )\pn, ol pez-{- 1,0, 1}, qui n'est ue Ce Yo
(mod 1) pour amecun A eR, est € ro (mod 1) pour presque tous les A e R

(cf. théoréme 13, cas particulier).

III. Conditions suffisantes d'équirédpartition et applicationse

le Condition suffisante de Fejér.

1.1 THFZOR%I‘E 7e = Si f est une fonction définie au voisinage de 1'infini

. * + 3 I d . by ’ 0] »
positif et sur N , strictement monotone, dérivable et & dérivée monotone au

voisinage de 1'infini positif, si 1im £'(x) = 0 et si lim x|f'(x)| = = ,
K30 .

X0
alors la suite f(n) est o re (mod 1) « (cfe POLYA-SZEGO [11].)

Remarquons d'abord que les hypobhéses faites sur f s que nous supposons véri-
fides pour x > X, » entrainent linm |£(x)] = o4 car f£(x) = f(xo) + (x = xo) £1(g) .

X~00

o xy < &<x, d'oh, puisque [£'(E)] 2 |£'(x)] s
126 % (= xp) [£7@€)] = |2(xp)| > x]£'(R)] = xgl 2 (2| = |£(x)]

et ce dernier membre -® quand x - .

Supposons, pour fixer les idées, que f soit strictement croissante sur
(xg 5 =(, et soit ¢ sa fonction inverse, elle aussi strictement croissante
et dérivable sur (f(xy) , (5 on a 1im ¢(x) = =, ¢' croissante sur

(£(xg) 5 <( et Lim ¢*(x) = » » xeo
X500

So:’_.t 0<b <1l Pour un entier naturel k assez grand, disons pour k >/.’,’CO ’

le nombre des termes f£(:) tels que k < f(n) <k + b s c'est-a~dire encore tels
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que (k) <n<p(k+ b), est plk+ b) =o(k) + A1) = by*(k + ck) + 0o(1) , o
0<e <bo Donc, si (XK = 1) < N < ¢(K) , avee K> Ky s le nombre des termes
f(n) tels que 0 f\(g} <b et 1&ngN est

K=1
(N, 0, b(p= A1) + KZ (bp! (k + e + o1))
0

(K= 14+1b) =N si ¢(K=1) SN<o(K=14+ D)
0 si (K =1+ b) <N < (k) .

Dans les deux cas, ce dernier terme est g ¢(K) = ¢(K = 1) < ¢'(K) , puisque ¢'
est croissante, de sorte que

K=l
(W, 0, bla=b 2 o' (k+cy) + oK) + o' (K)) .
K
Kml 0
La somme 2 o'(k + c,) est comprise entre
K
0

o' (Kg) + ¢'(Ky+ 1) # eou + ¢'(K = 1)

et
(p'(KO-i- 1) + q)'(KO+ 2) 4 eee + ¢'(K) ’

et 1'intégrale [ K}; ¢ (x) dx = ¢(K) = (p(Ko) est comprise entre les mlmes bornes,

dont la différence est ¢'(K) = ¢'(K) ; on a donc

Kel
% p'(k + ¢) = ¢(K) + o(K| < o' (K) = ¢ (Kp)
0
dtou
K-1
2 ¢'(k+ c) =9(K) +o(p'(K)) .
Ko
On obtient ainsi

(v, 0, b(f= be(K) + o(K) + o(y* (X)) .
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D' autre part
N= o{K) + of¢'(K)) .

fg{X) -0 s de sorte que K= C\(LP(K));

Quand x »w, on a f'(x) -0, donc aussi

i
dens les mlmes conditions xf'(x) » » , done %(—}(-c-}f)- - 0, de sorte que
o' (K) = c(¢(K)) o Dé&s lors, les formules précédentes deviennent

(8, 0, b, = Bp(K) + <(9(K))

N = o(K) + o(p(K)) o
(W, 0, 1l :
I1 en résulte quvon ——y—= ->b quand K -+ o, donc aussi quand N »w, et
la suite f(n) est €o rc (mod 1) «

lo2o = Ie théordme 7 psut aussi s'établir & 1'aide de la formule (20) et du
26 critére de Weyle Supposons les hypothéses faites sur f vérifides pour
x 2Ny, 0 Nje }f' s et soit, pour fixer les idées, f strictement croissante
sur (Ny 5 w( o Prenant F(t) = e(hf(t)) , o he N , (20) domne

N
(21) NZ e(hf(n)) = /Ng e(hf(t)) at + % (e(nf(Ny)) + e(hf(N)))

0 w2ih [ (5= ) e(bf(t)) £1(t) at
0

Ie 2¢ et le 3e termes figurant au second membre s?écrivent respeotivement o(1)
et off NN £1(t) dt) = o{f(N)) o D'autre part f£® , étant une fonction dérivée
0

monotone sur (¥ , ¥), est continue sur (N, , N) , donc -fji- est, elle aussi,
monotone et continue sur [No » N » ce qui nous permet d'écrire;, en intégrant
par parties

| N
21 7h /ng o(he(t)) dt = /NI; gy de(ni(v) = {3%%-))]\[ - [ng e(n2(t)) dlzrigy)
I\ 0 ‘

dtol

[y o(BE(9) @t = Olgrigy) + oy’ algrrgy) = olgriyp) -

En résumé, il résulte de (21) que
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N
Z e = ,1 °
- (hf(n)) = A£(N)) + O(TTNT)

Les deux dernidres hypothdses de 1'énoncé fournissant f£(N) = o(N) et

"f"(l'NT = o(N) , on obtient finalement, pour tout h € }f’ :

N
2 e(hf(n)) = o(N)
1

et le critére (15) montre que la suite f(n) est €e re (mod 1) «

2+ Application~ ~ Prenant f(x) = ax* logf3 X , on trouve que la suite A’ log13 n,
oL a, P, A réelset A# O, est €s re (mod 1) 3

1958 O0<a<1l;

20_3_2 a:O_?_E [3>10

3. Condition suffisante de Van der Corpute

3u1c THEOREME 8. - Si, pour tout h e ‘l\f',. la suite w , -u est de re (mod 1),
elors la suite u ~ est e ro (mod 1) « (VAN DER CORFUT [ 16])

Utilisons 1'inégalité de Van der Corput

H~1

21,2 D omem |23
LHH+N=1) 2|z |"+2(H+ N~ 1) (H=h 2
1 B =1 1 B n+h

N

2z,|?
1

(22) ©°

os H, N sont deux entiers naturels tels quee HE N, et ol Zy Ek désignent
deux nombres complexes conjugués (1 <k <N) « H étant choisi, prenons

. +
zn-_-e(kun),ou keN ; ona pour N >Hz

Hzl\zle(lmh)st(H-i-N—l) N+ 2(H+ N~ 1) Hfl (H = 1) NI>_-:he(k(u -u))
1 hel n=1 wh o
d*ox
L 3 2_ H4 N-1
(23) -N%e(kun) s'—t‘ﬁ'}l—"‘
He1 e
+2}£1 (H + N-;()Q(H-'h)(l“-h) {Niﬁéj olkn, ~u)) .

Si pour tout h € , la suite Wy = u, estéere (mod 1) , le 2e critdre

de Weyl montre que, pour tout k € N' , le dernier terme de ce second membre tend
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vers O quand N 5 . I1 en résulte que la limite supérieure du ler membre,

quand N + o, est <ﬁ ’ ?t cela exige, puisque H est arbitreirement grand,
que, pour tout k € }\I y T f e(kun) tende vers O quand N - . Dés lors,
1

une nouvelle application du critére (15) donne le résultat annoncée

3¢2+ - Flus généralement, sous les mlmes hypothéses, KOROBOV~POSTNIKOV [5]

montrent que la suite u s OU pE _;If' et gelN, est €e re (mod 1) .

pn+q

3e3e¢ = La méthode précédente permet d'ailleurs de justifier une autre générali-

sation du théoréme 8

Soit ¢ une application strictement croissante de N+ dans }f' ~ telle que

l@: 1 3 si pour tout h € ﬂ* la suite u o(h) = est €e ro (mod 1) ,
ho>co EEEE— —
alors la suite u, est de re (mod 1) «

On sépare, dans la somme générale qui figure au Ze membre de (23) s les termes
pour lesquels h £ {p(m)} , de somme Al(N) s et ceux pour lesquels h e {p(m)},
de somme AZ(N) 3 on a alors :

(24) AN < 1§%<H (H+ N = %HHZ h) (N = h)
hf{p(m)}

Il existe un entier naturel m, tel que cp(mH) £Hwl< (p(mH + 1) etyd'apres

By
1'hypothése faite sur ¢ 4 on voit que 1> #+1 quand H -~ , done que
T 1o ’ g1 ’
0g —_— O quand H 5 we. Soit € >03 pour H assez grand, disons

H>H e le nombre des termes figurant au 2e membre de (24), qui est H = 1 = my
sera < gl y, et 1'on aura

A, (W) < a(H"'lé\T" 1)

Ainsi

H-I-N-l(_

'NZ e(kun) + 22) 4+ 2A2(N) .

Les hypothéses du nouvel énencé entrainent que AZ(N) >0 quand N+ w. Il en
résulte que la limite supérieure du ler membre quend N = « est £ -Hl-+ 2e , et,
puisque H est arbitrairement grand et e >0 arbitrairement petit, on achéve

comue précédemments
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304e = La condition suffisante précédente n'est pas nécessaire ; par exemple,

la suite u =An, ot Ae€R=-Q, est € re (mod 1) , alors que la suite

— ' Ié 3
um_q,(h) -u = Mp(h) ne 1'est évidemment pas.

3e5¢ = He DELANGE a montré que, étant donné p e }!" s pour que la suite u,
soit ev ro (mod 1) , il suffit que, pour tout h e §+ y la suite Yeph ~ Uy

le soit (résultat non publié).

k 1 kel

1 \
4 = Posons A" u =W 4 =% 5 A4 u =4 A" u oh k=2, 3,4, eeey
k-1 ,1 kel kel 1 k-1
do sorte qué A A w = A W= A u, = AT N U, e
THEOREME 9¢ = Soit k un entier naturel ;3 si la suite Ak U, est strictement
monotone & partir diun certain rang, si lim Ak u, = 0 et si lim nlAk un] = oy
N N30

alors la suite u est éo re (mod 1) « (VAN DER CCREUT [16]. )

La propriété est vraie pour k= 1, car on peut construire une fonction £

vérifiant les hypoihdses du théoréme 7 et telle que f(n) = u .

Soit r un entier naturel 3> 2 et supposons que la propriété soit vraie pour
k=r-1. Pour tout heli' , ona

hel 1
Yoeh T Un T p_EO A Unp »
d'oh
r-l r
(U.mh - U ) pZ:O A ump .

si AT u, tend monotonement vers 0 quand n -+ @, il en est de mdme pour

a* un+p s donc aussi pour AT fumh - ) quel que soit h e N o 5i mf U,
tend vers = w quand n » « , il en est de mdme pour A" Unep ? donc aussi

pour nAr" (u b ™ u,n) quel que soit h e H o La propriété étant vraie pour
k=r=1, lasuite w , ~-u est ee re (mod 1) quel que soit he }\f’

done (théoréme 8) la suite u est €o re (mod 1) , de sorte que la propriété
est alors vraie pour k= r . La démonstration se trouve ainsi achevée par récur-

rence sur k o

I 4 ”
5¢THEOREME 10e-= Soit k un entier naturel ; si lm Ak =&, 01 a€ R-Q
W, = ’ »

-~

alors la suite u = est € rs (mod 1) o {VAN DER CORPUT [16].)
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On établit la propriété pour k= 1 3 partir de 1' indgalité

le(x) = e(y)] € 2n]x = y|

oh xe R, ye R, et la démonstration s'achéve par récurrence sur k en
utilisant le théoréme 8.

Sous une hypothése plus forte (cfe III=6e2), la démonstration devient &lémen-
taire (en donnant d'ailleurs davantage).

e Autres conditions suffisantos analogues.

6ele =~ Si pour tout h e ﬂ+ » la suite umh -u, est Ue € re (mod 1) s alors
la suite U, 8t u. 6o re (mod 1) . (LAWTON [6].)

by

Cette propriété s'établit & 1'aide d'un argument analogue & celui du théoréme
8, en prenant dans (22) z = e(kumv) s O ke H"' et v € N « Elle regoit
d'ailleurs la mBme généralisation que le théordme 8 (cf. III~3.3).

6420 ~ Soit k un entier naturcl ; silasérie 2 (Au -a) , 08 a€R-4q,
1

est_convergente, alors la suite U, est ue é» re (mod 1) &

La propriété est vraie pour k= 1 s car alors u, = no tend vers une limite
finie quand n »» et la suite na est ue €o re (mod 1) (théoréme 6), ce qui
permet d'eppliquer I-8.2. Le démonstration s'achdve par récurrence sur k s €n
eppliquant IITI-6e1.

6e3e = 81 f est une fonction définie au voisinage de 1'infini positif et sur

‘1!'" » Strictement monotone et dérivable au voisinage de 1'infini positif, si f'(x)

et xf'(x) sont monotones en x au voisinage de 1'infini positif, si
llmlf(x)l =, si 1lim f'(x) = 0 et si l:un x| £'(x)| 1ag x = ©, alors la suite

X0 ~»00

£(n) ost Zeéure (mod 1) (TSWI [14])%

Ce théoréme, analogue su théoréme 7y sc généralise d'ailleurs et donne alors

des conditions suffisantes pour qu'une suite f(n) soit A= é re (mod 1) , o
1 1 1
A=

n~n?’nlogn? nlognlog logn? *°*

6ede = Soit A A, ;>0 pour tout nelt ot LA = . Sila suite
1

A

-X.'E'- est décroissante en n pour tout h e N et si la suite Ueh = Yy est

Kn-e. re (mod 1) pour tout h eN s alors la suite u est 7\.n-é. re {(mod 1)
(TSTII [14]) .
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Te Applicationse

7els THEOREME 11. - S8i 399 81 5 see y &, Sont r+ 1 nombres réels

(rx1, 8, £ 0) et si 1'un au moins des noibres 815 8y 5 eeey a, eost
irrationnel, alors la suite un(r) = f a, n est ue e re (mod 1) (LAWTON

k=0
[e1).

ae Supposons a, irrationnel. La propriété est vraie pour r = 1 (théoréme 6).

Supposons qu'elle soit wraie pour r= L~ 1, o4 £ 3 2 ; un_,_h(l?,) - un()l) est
un polyndme en n dont le terme de plus haut degré cst a g thn s & coef-
ficient irrationnel si 1'on suppose a, Airratiomnel ; la propriété étant wraie
pour r=£ - 1, la suite um_h(z) - un(z) est alors Ue e re (mod 1) pour
tout h e N, done (ITI-6.1) la suite u (2) 1'est aussi, de sorte quoc la pro-
priété est vraie pour r =10 . Le résultat se trouve ainsi ddmontrd par récure

rence sur r e

be Supposons a, rationnels Il existe alors un entier naturel s r - 1 tel
que a, soit irrationnel et a s+l ? Bg4p 2 *°* 5 &, solent rationnels ; donc
il existe un entier naturel p tel que Pag, 15 Pagn s eeey Do, solent des
entiers de N o« Il en résulte que upmq(r) est congru (mod 1) 2 un polynBme
en n dont le terme de plus haut degré est a S p° n° s & coefficient irrationnels
Appliquant (a), on voit que la suite Tone

q(r) est Ue 6e re (mod 1) pour tout
q & XN, donc en particulier pour g= 0, 1, eesa y p= 1, et cela entralne ai-

sément que la suite un(r) esT Ue So re (mod 1) .

Te2e = Prenant f£(x) = a2 log‘3 x y III-6+3 montre que la suite An™ logB n,
o1 a, B yA réels et A£ 0, ost -é--é. re (mod 1)

1°8i 0<a<l1g;

°8i a=0 et B>0.

IVe Théorémes métriques et applicationse

le Théoréme métrigue de Koksmae

L b .
lel. THEOREME 12. - Soient a, B, ¢ trois nombres réels tels que a<pB et

valeurs réelles définies sur

¢ >0, et soit une suite fn de fonctions

A
(a0, B) o Si la fonction 9p,q= Tp=Tq» QL P # q, cst dérivable sur Ta_, p) ,
, §
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si sa fonction dérivée ¢! est monotone et de signe constent sur (a , B)
’ 7/
si l(p (t)] >c su (o, B), alors la suite fn(t) est €e re (mod 1) pour
presque tous les te (o, p) o (KOKSMA [4].)
N

ae Soit h e N et posons oyt) = 'N‘ 2 e(hf (t)) 5 on a
L

N N
o) 1% = oy(8) 5 = 2 ery®) 2 el ny(8) -

-Niz o(np, ,(8))

.é\fé\
/é/

d'oli, en séparant dans cette somme les termes pour lesquels p= g et ceux
pour lesquels p#£ q 2 ‘

2 1 1
lof(t) | = ¢+ =z E%N (e(hg, (£)) + o= ho, (4)))

:%T FZ: cos Znh(p (t) .

lga<p<N
Posons QN._ qu(t)l dt et J = /Of3 cos th ¢ q(t) dt 3 on a alors
(25) 5= .E;h;_i;, 53 .
It 1<q<psi Pod

! gardant un signe constant sur (a, B), 9. q est strictement monotone sur
aQ ’ v
(a'y B) ;5 dés lors, le changement de varisble u= 2rth 9y q('b) donne
»

COosS U

1o
Ip,0= ZTE 0t Yy W

en posant Lp' (t) =y(u) , o = 27[h(p (oc) s P'= 2nhcp ([3) Y étant mo~
notone sur le nouvel intervalle d’lntegratlon, le 2e theoreme de la moyenne,

appliqué & 1'intégrale précédente, donne dans tous les cas 3

J =§;}["‘W( : ’ L)/, cos u du
Py~ 27ROV Par)] * TRETY YA

o A est un intervalle inclus dans lc nouvel intervalle dfintégrations-Comme
I/Acosudu| = I[sinujA! <2, on voit que
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1
B € te{a,s}"?' nc

byq

Posons &, = Z: max T———-(—-)-T (25) donne alors
N ‘Pp’q

(26) 5] <ﬁ-a + N .

be Nous ellons chercher une mejoration de iy  Soient p22, te€ (@, B,
et rangeons £1(t) , £5(t) , eee f;)(t) par ordre de grandeur croissante, soit

fgl(t) < f:)z(t) < eee < f\'}p(t) .

8i 1<s <r<p, les termes f\'} (t) et £ (t) sont sépards dans ce clase
r s
sement par r - s intervalles, la longueur de chacun dd&ux étant >c¢ , de sorte

que f£!' (t) = £' (t) > (r = s)c « On a done
vr vs

1 .

z lfy(t) oy f'(t)l <2(—'+T+ soe +T———T—) +

2 .
7o i p=2L + 1

et par conséquent, dens tous les cas, quel que soit t € (a, B) @

2 1 1
R MPE IR SIS DS YRV Y YIRS P YRR

N p=- N
Avz 2 S mex -,-,—-(-ﬂ-l $2 21+ 10D <2 W-1(1+ 1ogd
VU p2 o1 tefa,p) 9p,aVT T2 © 7w °Z

< 2N(1 + log N)
c

et (26) donne

5 <B=g, 41+ logh)
N N + thelN
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ce qui montre que
_ ~flog N .
3y = o=
ce Pour tout m e _E" sona 3 2 = O(-JQ%IE) , de sorte que la série

2 3 5= Z j Blo 2(t) Izdt eet convergente ; il en résulte, d'aprés un théoréme
l m
de Fatou, que la série 2 |o 2(t)] est presque partout convergente sur (a, BJ,

donec que 1'on a

1im 0 ,(t) = O pe Do sur (o, B) .
M-cc M
Dés lors, soit m la racine carrée entidre de N, définie par m2 <N<(m+ 1)2,

et formons

-—2- GN(‘b) -0 z(t) = —-5 22 e(hf (1)) o

m+1

2
Le module de cette quantité est < il -2m < 2m-§ 1 qui tend vers O quand

m m
m - « jdonc,compte tenu du résultat précédent, on a aussi

l:un-é-o(t)..o pe po sur (o, p) B
N-ow m

Comme —I\% +1 quand N -+« , on obtient finalement, pour tout h e §+
m

lim ON(t,) =0 pe po sur (a, B) ’

N-oo

et le 2¢ critére de Weyl donne le résultat annoncés

le2¢ = IEVEQUE [7] montre que si, plus particuliérement, il existe y > 0 tel

que (t)| > clp~q|Y sur (a, ), alors,quel que soit & >0 et pour

| ot
Dyg
tout h € §+ , 0N & oN(t) - O(N-(1/2)+8) pour presque ‘tous les te (a, B}«

2. THEOREME 13. = Soit 3 un nombre réel > 0 ot soit F une application
biunivoque de ﬁ* dans R telle que, pour tout couple p , @ d'entiers naturels
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différents, on ait |F(p) = F(q)| = & ; alors la suite tF(n) est €3 re (mod 1)
pour presque tous les t e R (WEYL [17]).

On applique le théoréme 12 3 un intervalle (o, B) quelconque, avec
£,(t) = tF(n) 5 d'ob g (t) = t(F(p) = F(a)) et ¢ ()= F(p) = F(a) constante
non nulle pour p# q 3§ de plus l‘Pp (t)| = |F(p) = F(a)| =& pour p¥£ q,
de sorte qu'on peut prendre ici c¢ = 6 >0 .

En particulier, si F est une gpplication biunivoque de §+ dans 2, alors

la suite tF(n) est €e re (mod 1) pour presque tous les t eR 3 iei &= 1.

3+ THECREME 4o = Soit 6 un nombre réel >0 et soit F une application
biunivoque de }\f’ dans (1, «( telle que, pour tout couple p , q d'entiers
naturels différents, on ait |F(p) - F(q)| > & ; alors la suite At F(n) pou A
est un nombre réel non nul, est €« r« (mod 1) pour presque tous les t € (1 ,(
(KOKSMA [4]).

On applique le théoréme 12 3 un intervalle (S » B) quelconque, avec
) .

fn(t.) = AtF(n) , d'el 95,4 (t) = Mt F(p) tF( et

o o8 = ME(E) P L p(g) 7D

qui, pour p# q, asw (1, p) le signe de AMF(p).» F(q)) ; do plw

‘Pp q? Powr p#q, est monotone sur (1, B), car %°£§,q(’°) asuwr (1, B)
le signe de MF(p) - F(q)) ; enfin, pour p#£ q, onasuwr (1, B), en posant
M = max(F(p) ) F(q)) et m= min(F(g) ) F(q))

lob, (81 = I\l €771 (%2 wm) 5 2] (e m) ]2 b

de sorte qu'on peut prendre ici c= |A|] §>0.

En particulier, si F est une application biunivoque de §+ dans pf » alors
la suite M;F(n) s O 0f£ N e R ,est €o ro (mod 1) pour presque tous les
te(l, «(; ici &= 1. D'ailleurs, cette suite est aussi & r. (mod 1)

pour presaue tous les t € )= wy = 1)

4e Applicationse

4elo = La suite tX", ou A eR et |A| > 1, est o ro (wod 1) pour pres—
que tous les t € R « (WEYL [17]),
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On applique le théoréme 13 3 F(n) = )\n, ou |A| >13 pour p# q, on a,
en posant M= max(p , q) et m=min(p, g :

[F(p) = P(@) ] = M® R e |3 AR 3 A (A =D > | =1

de sorte qu'on peut prendre ici 8= |A| = 1>0.

442 = Lo suite A", ot O£ AeR, cst e re (mod 1) pour presque tous les .
teRo) 1, 1( (KOKSMA [4]).

On aspplique le théoréme 14 (cas particulier et remarque) 3 F(n) = n o Parmi
les t €R= )= 1, 1( pour lesquels la suite t? n'est pas e re (mod 1)
figurent, outre les t € Z -~ {0}, les nombres de Pisot [10] et les nombres de
Salen [12].

4e3e¢ = La suite ?x.nt s o0 O £ Ae R, est e re (mod 1) pour presque tous
les te (1, « (KOKSMA [4]).

On applique le thébréme 12 3 un mtervalle a, p) quelconque, avec
£.(t) = an® , a'ou ?p, (t) Mp® = %) et q>p (t) = A(p® log p - q° log q)
qui, pour p£ g, a sur (0, B) 1le signe de K((:lp « q) ; de plus (p s pour
p# q, est monotone sur (0, g) , car (p (t) asur (0, B) 1le signe de
Mp = a) 3 enfin, la formule des accro:Lssements finis donne, pour p ;é q s

t 1
P’ logp~q° logq= (p=q) x (1 +t logx)

o4 x est strictement compris entre p et q, ety pour p# q, on a sur

(1,f3):

o, a0 = 1Al 1P = al ™" (14 ¢ Log ) > A| |m=a| > |

de sorte qu'on peut prendre ici e = IM >0 a

On & vu d'ailleurs (cfe III-2) que la suite An®, ox O# A€R, est ée re
(mod 1) pour tous les t € )0, 1(.

5e¢ Théoremes métriques de LeVeques

5e¢le = f désignant une application périodique de R dans R , appelons
conditions L(f) les suivantes
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L,(f) ¢+ £ est deux fois continfment dériveble sur R o

L,(£)
Ly(£)

5.2 THECREME 150 - Soient a , p doux nombres réels tels que p > 13 soient
F, G deux spplications croissantes de N dans JO, o( telles gue
G(n + 1) > pG(n) pour tout n € Af" s et soit ® une application périodique de
R dans R remphissent les conditions L(®) et L(®") s alors la suite
G(n) ®(tF(n) + a) est €o ro {(mod 1) pour presque tous les t e R (IEVEQUE

[&l)e

f* n'a qu'un nombre fini de zéros sur une périodee

f' et f£" ne s'annulent pas simultanément sur R .

5¢3¢ = Le théoréme 15 s'applique en particulier & &(x) = cos x , et pour
&(x) = A", cb A réel >0, on obtient alors :

Si a, p, A sont trois nombres réels tels que p>1, A>0 et si F

est une applicgtion croissante de f dans )0, o , slors la suite
hpn cos(tF(n) + o) est €o re (mod 1) pour presque tous les t € R (LEVEQUE

[8D).

5¢4e = 51 a est un nombre réel et si F est une application strictement
croissante de H+ dans }\f . alors la suite F(n) cos(tF(n) + a) est e+ rs
(mod 1) pour presque tous les © € R (IEVEQUE [ 8],

by

¥ s . )
be = Si p dcsigne la mesure produit sur R~ construite & partir de la
mesure K sur R , on montre que p*mpresque toutes les suites sont €. ro
(m()d 1) .

Plus précisément, CASSEIS [1] établit que, pour ,u*wpresque toutes les suites
u s ona '

__lw, e, b( = N(b ~ a)|
uwnif Tim - = V2(b ~2a)(l =D+ a) .
Oga<bgl Howo VN log log N

I1 en résulte que, pour p*-presque toutes les suites et pour tout nombre réel
e>0, ona

= /e Dy(w) = 0 et o= v/? Dyfw) = w .

Noveo Nepoo



=28

Vo Extension multidimensionnelle et applicationse

le Notationse ee Soient g: (al 2 62 y ses ap) 9 = (b 2 s %0 bp)

deux vecteurs réels & p composantes, ou points de B_p , tels que 2 < B,
c'est-d~dire tels que a < b, pour k=1,2, cec, P} 1'ensemble des

‘(XI’XZP oooDX) de Rp tels que a<x <b,cestf-a-dlre tels que
& € xk<b pour k..l,Z,..o,p,estnote (;,b[ On construit de

mne (2, B), dont le sens est visible, & 1'aide des relations d*ordre partiel
entre vecteurs de ﬁp qui viennent d'8tre introduites. Pour Ep s On pose
8= (0,0, 000,0, T=(l, 1, cen, 1), = (0, ©, cony =) , od lo
nombre p des composantes sera sans inconvénicnt sous-entendu 3 on a

P. @ 1). R

Si X= (3, 5 %5 5 seey xp) est un vecteur de B°, x= (%, » '}22 s eos o }’Ep)

ﬁ L3 * (3
désigne sa partie entiére et x = (Xl 9 Xp g se0 5 X ) sa partie fractionnairs,
v ~ N \I/3

A - - - - -
de sorte que X + X=x et O\<§<1o
v

p g , - N
On envisage dans V des suites {u 4}_, . de vecteurs réels u » & P compom
n nex n
B . . N + ~ 4 . :
santes et & m indices, ci pe N et me N 5 une telle suite sera appelée,
- a (3 (3 rd L3 6
per abus de langage, la suite wu, 3 parfois aussi nous la désignerons par Uu e
I
L'indice marquant le rang des diverses composantes d'un vecteur sera placé en
bas ou en haut sans référence & une covariance ou une contravariance éventuelle

de ce vecteurs

2¢ Définition €~ = L'extension multidimentionnelle de la notion d'équirdpartition.
est due & WEYL [17] et & VAN DER CORPUT [ 16].

Soit une suite vectorielle mu_ltlple réelle & p composantes et & m indices
un.. (uﬁ,, uz, v0a o uﬁ) 2 o h= (nl, Ny y oee n) estunvecteurde _\If"m;
étant donnes un vecteuf N = (W, , I\I2 y vee 5 N) de N et un ensemble

{

-

€BE et 1<n <N est notd

=

’%

E c1IP s le nombre des termes u tels que
B

(N E) o Si a » b sont deux vecteurs de tels que [¢ < a <b < T p on

pose (0, G, b0 .= ¥, &, b[_).
u u
La suite ﬁ_) est dite équirdpartie (mod 1) [ee re (mod 1) ] si et seulement

n
si, pour tout couple a 9 B de vecteurs do _Ep tels que 3<a<bg? s ON &
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5> =
6 s 2y b[ﬁ) P
(27) 1im T, N=ﬂ(bk—a.k) .
ﬁ-m m 1
Lorsque de plus la suite u , est répartie sur TP s on dit qu'elle est équiré-
n
partie sur P o Pour quo la suite ?J. _, s0it ée r. (mod 1) s il faut et il
n
suffit que la suite W, soit €e r. sur IF .
N~

by

3- - So:Lt en particulier une suite vectorielle simple réelle & p composantes

(u 3 Uy sooy ui) s O n e}j o Si, étant donné un entier naturel N,
le nombre des termes En tels que =& Sﬁn <P et 1 £n <N est noté
~

w, a, ‘5’(_) s La suite ﬁn sera o ro (mod 1) si et seulement si, pour tous
u
les couples & » B envisagés plus haut, on a
(1 ’ 3- ’ %(
(28) 11m —_—— = ﬁ (b, -
qui traduit (R7) dans le cas m= 1

Le nombre

(29) DN(:&) = sug i ﬁ -II][.) (bk

s' appelle dlscregance de 1l'ensemble {u1 ’ u2 9 see uN} des N premiers termes
de la suite un o Ici encore (cfe I3, I-4), pour toute suite un s ON &

0<D (f{) s et une condition nécessaire et suffisante Q' équirépartition

(mod 1) de la suite ﬁ’n est que 1l'on ait

Noroo

On en conclut qu'il faut m8me, pour que la suite un so:Lt €e re (mod 1) ’

que la condition (28) soit satisfaite uniformdment en a et B e

by

4e = Un argument analogue 3 celui du théoréme 2 montre que la définition 6
peut 8tre formulde d'une manidre plus générale & pour tout ensemble E mesurable-R

ct inclus dens IP s on a
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-~
G, o
(1) Ln T S 5 .
B 1 m
5o Définition 7« = Soit (¥, N, &, B(, le nombre des termes #@ tels que

n
3$i<3’% V+Igadgvs N, o 3eﬁn.MSﬁm 4 est dite unifor=

n .
méméngéquirépartie (nod 1) [ue o re (mod 1) ] si ct seulement si, pour tout
couple 3 9 B de vecteurs de '?:p tels que 0ga<bgl sy On 2

5,0, 8, 8,

’ p
(32) wif lim L u:Ill(bk-ak) .
3éNm ﬁ#& 2 o

Toute suite vectorielle multiple Uo e ro (mod 1) eost évidemment cs re
(mod 1) 4 mais la réeiproque est fausses On verra plus loin (cfe théoréme 19)

qu'il existe des suites vectorielles multiples ue €o re (mod 1) «

6e = Si 2z est un nombre coiuplexe, Rz désigne sa partic réelle et dz sea

partie imaginaire, de sortc que z=Rz + Bz et Rme R, 3Jzec K.

La suite complexc z =~ est dite ds re (mod 1) [respe ¢ te e reo (mod 1) ]
si et seulement si la suite vectorielle simple réelle (Rz , 3z ) de R

est e ro (mod 1) [respe § Uo ée ro (mod 1) Je

7. Critéres dféquirépertitione

iy

Tele = Soit S(Ip) la classe des fonctions & valeurs complexes bornées et
intégrables-R sur IP ,

& N
THEOREME 16, = Pour que la suite 3;. a p composentes et & m indices soit

n
ée re (mod 1) , il faut et 31 suffit que, pour toute fomction f e 3(TF) , on

(33) 140 e
NI TR

=y M=

f(ﬁ’\ﬁ/) = /IP f(-}z) ax .

Le 2¢ mesbre désigne ici 1'intégrale multiple

1 1 1
/0 /O ceo /O f(xl 9 Xz s 0ee Xp) Xm 53(2 cee pr *
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Avec des notations dont la signification est évidente, on peut d'ailleurs
remplacer dans cct énoncé la classe 3(IP) soit par la classe P) s soit par
la classe C(TP) ; o T° désigne le tore unité & p dimensions (cfe II-1s2,
II~le3) 3 pour passer au dernier cas, on utilise la sous-classe des fonctions
£ de ¢(I®) pour lesquelles £(O s Xy 5 oev g xp) = £(1, Xy 9 eee s xp) ’

f(Xl, O’ n--,Xp>Ef(X1, l, occ,Xp),oao,

£(x) 5 %y 5 eoe 5 O) =£(x; 5 Xy 5 eeny 1) .

o A
Te2e THECOREME 17 =~ Pour que la suite ﬁ_* & p composantes et & m indices

n
30it €o re (mod 1) , il faut et il suffit que, pour tout vecteur B # T de

§p s On ait
N
1 il
(34) 1im Je(lm) = O .
ST T, wee T 50Uy
Nooo 1
P
> -
u eSlgne icl e proaul interieur des vecteurs u SOo1 u = U o
B désigne dci lo produit intérieur d t B, u,, soit Bi,=2h u
n n n 1 n

s P ’ . . . g
Bornons~nous & remarquer que la condition est nécessaire car, si la suite u,

a
est do re (mod 1) , (33) donne (34) en prenant £(X) = e(BX) , o 04he gp R
de sorte que £ € ¢(TF) »

7e3e = Le théoréme 17 admet 1'interprétation suivante : pour que la suite ﬁ'_’
n
soit s re (mod 1) , il faut et il suffit que, pour tout vecteur B # O de
Zp s la suite ba  le soite

i

, \
7ede = THECREME 18, = Pour que la suite € & p composentes et & m indices

soit €e re (mod 1) , il faut et il suffit que, pour tout vecteur h= (hyy by, ...,hb)

de NP, on ait

-

N h h
. 1
Foo ! nT 3 I N

1
CFTE DR, + D) e (h,+ 1) ¢
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Bornons=nous & remarquer que la condition est nécessaire car, si la suite ﬁ)_'
h h2 h n
est € re (mod 1) , (33) domne (35) en prenant £(%) = xll X, eee xpp y OU
Be NP, de sorte que £e cXI) .

8e Critére d!équirdpartition unifornes

8ole = Pour que la suite ﬁ’_’ 4 p composantes et & m indices soit ue €e Te
n
(mod 1) , il faut et il suffit que, pour tout vecteur H# T de 7P , on ait
) '3 S 1)

Vel
Vi
1
(36) unif J:)J_n_l) I P _’2._) e(Fd) = 0 .
vel\lm N-0 Byel n

8eRe = Le critére (36) admet 1'interprétation suivante : pour que la suite ff_>

n
soit ue &0 ro (mod 1) o il faut et il suffit que, pour tout vecteur 7 ;é [o} de
Zp

-
» la suite hu = le soito
n

9¢ = Les interprétations V=7.3 et V-8.2 conduisent & étendre les notions d'équi-

repartltlon et d'équiripartition uniforie aux suites vectorielles rultiples réelles

2
(u_’ s Ul ui s coo) & une infinité dénombrable de composantes et & m indiceso

n 10 n
On pose notamment
PP . 1 2 3
Définition 8c = La suite (u , U , uw , eee)
- - R O
[ee re (mod 1) ] si et seulement si, pour tout r e y'" » la suite

est dite équirépartie (mod 1)

N

(U, 5 uS 4 o0y ui) de RY est & ro (mod 1) « Lorsque, de plus, la suite
n n n
1 2 3
n R n

°.

est répartie sur I° s on dit qutelle est équirépartie sur

10s Applicationss

10.1. THEOREIE 19, - Soit Z= (n, , By s ees 5 n) un vecteur de N'® et

. 1 2
soit fff: (L_) » L_) 9 oo o L_*) un vecteur de Ep dont chaque composante est
n n n

une forme linéaire en n; , N, , see , n. 3 si le seul vecteur n de Ep tel

que BL  soit & coefficients entiers rationnels en Dy g Dy g eee y 1 estle
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vecteur O 9 alors la suite T..'_) est us €e re (mod 1)
n

: 5,
Posons BE = na , 00 Le R™ 5 par hypoth®se, pour tout vecteur h# 0 de
->
7P sona R#T (wd 1) s clest-a-dire que 1'une au moins des composantes de 4 ,
soit & , oi 1S s <n, n'est pas entidre rationnelles

Soient 0AheZ’, T el , et fornons

Dell ( Vit
o8, M= Nz...N 2 e(BL) = — e(nkl\k)

m 27 n 1<:1 \knkv+1

Dans ce dernier uembre, le produit des m = 1 facteurs pour lesquels k ;é S a

un nodule <1, de sorte que

v +N
lo(\—;, ﬁ)‘ < _1\71" f-:s: e(ns AS) .
s nszvs-o-l

lan 2e membre figure la somme d'une progression géométrique de raison e(AS) £ 1 ’
puisque 4 # 0 (mod 1) ;5 on a donc

gl e(AS(vS + N+ 1)) = e(ns(vs + 1))

n i = -
n=Vva+l e & “S) e(ns) -1
s S

B e(AS(vS + 1))
e(A ) -1

I1 en résulte que |0(\7, Kf)l < TETK-;———]'T\T%'= m| s ce qui montre que

6(\) ’ §) tend uniforméuent en e Nm vers O quand N -+ « 4 donc quand

(e(a, X)) = 1) .

N o Dés lors, le critére (36) donuc le résultat annonce.

C4SSELS [2] démontre, sans recourir au critére (34) s Que la suite L , est €e To
(nod 1) « n
En particulier :

> -
ae Pour p= 1, on obtient, en prenent L = M s soit n un vecteur de N
n
. 7 th} . .
et soit A un vecteur de R" ; si 1'unc au moins des composantes de A est ire

rationnelle, alors la suite An est Te &e Te (rnod 1) .

L*hypothése de 1'énoncé général devient ici s pour tout entier non nul he Z ’

~

on a hX ,é g (mod 1) s ce qui exprine que 1'une au moins des composantes de X
est irrationnellce.
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- -
be Pour m= 1, on obticnt, en prenant L = An ¢ soit A un vecteur de

-
‘ﬁp ; si le seul vecteur B de gp tel que hA soit entier rationnel est le
vecteur 8, elors 7o suite A1 est Ue e re (mod 1) &

co Pour p=m= 1, on retrouve, en prenant L = An , le théordue 6.

10.2¢ = La suite AL
les z e (C tels que |z
Posons z-.:pelt,cﬁ p>ly,et A=A, + A, , o6 A, A non tous les

deux nuls § on a

O£ AeC, est €« ro (mod 1) pour presque toug
1 (IEVEQUE [8]).

s Ou
| >
= Y ?»1 cos nt =~ >‘2 sin nt) + ipn(?\z cos nt + A sin nt) °

Posons h=h, ih, 5 o h; , h, sont des entiers rutiomiels non tous les

deux nuls, ¢t formons

hy R(Az") + hy 6{2a") = pM((A, ¥, = A, by) cos nt + (A, by = A, b)) sin nt)

|mA| p® cos(nt = )

MBt D : M By =My by
CcCoS O = 9 sinh o = Ih}\'l °
| hA|

Pour que la suite complexe Az" soit €o ro (nod 1) s il faut et il suffit que,
pour tout vecteur (h, , h2) £ (0, 0) , 1a suite |mA| p" cos(nt =a) 1le soit,
et pour cela il suffit que, pour tout nombre réel p > 0, la suite

pp™ cos(nt = &) lo soite Or, d'aprés IV-5+3, quel que soit p > 0, cette der
niére suite est €« re (mod 1) pour presque tous les t € R 3 la propriété
annoncée en résulte.
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