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Séminaire DELANGE-PISOT 1-01
(Théorie des nombres)
2e annde, 1960/61, n° 1 7 novembre 1960

FORMULES D'INVERSION DE MOBIUS

par Mme Frangoise BADIOU

1+ Préliminaires.

Soient FK 1l'ensemble des fonctions arithmétiques & valeurs dans un corps X ,

M¢ le sous-ensemble de Py formé des fonctions multiplicatives f , c'est-&-dire

telles que (m , n) = 1 » £f(m) = £(m).f(n) , et non identiquement nulles.

1° On supposera que f£(1) =1 pour tout f de MK , dans la suite. En effet,
8'il existe n >1 tel que f(n) #0 , f(1) =1 puisque f(n) est inversible
dans K ; sinon f(1) =a (a#£0 ) et f=a.0 ol

0 si n>1
U(n) =
1 81 n=1 .
2° Tout élément f de My est ddterminé par les éléments £f(p") ot p par-
court 1l'ensemble P des nombres premiers, o l1l'ensemble N . On a

f(p(;1 . pik) = f(pj1 cee f(pik) .

EXfMPILES ¢+ U
I définie par I(n) =1 pour tout n .

Si K=¢, fs(n) =1n° (s é4tant un nombre complexe donné)

e(n) =n T (1 -;%0 (indicateur de Gauss) .
psin Yi
i

P;€ P

2. Produit de convolution dans FK .
F et G étant deux éléments de Fy » on désigne par F * G 1'élément de Fye
défini par
Fx G(n) = 2 F(d).G(%) .
d|n

Ce produit est évidemment commutatif ; il est associatif, en effet
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Fx (GxH(Mm) = 22 F(dl).G(d2).H(d3) ;
dl ud2 .d3=n
U est un é1ément unité.

Enfin, si F(1) #0 , F est inversible. En effet, on peut définir F(n)

par un systéme d'équations lindaires qui est un systéme de Cramer

Fx Fr (1) = P(1) F*(1) = 1

1;'* F*(n) = F¥n) F(1) + % 7 (d) F(-Id}-) =0 .
d
&

PROPRIETE 1. - M, muni du produit de convolution est un groupe multiplicatif.

Vérifions la propriété de fermeture.Soient f et g deux éléments de Me et

(m,n) =1

£ % g(mn) = £(a) g = 2 £(d) £(d').g(@e(@ = £x glm).f x gln) .
Almn = dlm
d'|n

x + En eff‘vet, soit FT* 1'é1/ment de My qui cofncide avec

£* sur les puissances des nombres premiers

Si fely , ffeM

Fox £ =T
et
£ % THE) =Y .
Oor f % Te My , par suite f «TXn) =2U(m) (V n), donc FT*=f,

Prtniére formule d'inversion,

My peut &tre considéré corie un groupe d'homothéties inversibles de Fy o Par

suite, si F et G sont deux éléments de Fe et £ un élément de M, les

deux formules suivantes sont équivalentes :

%

(1) G=f % F ou F=1f %G .

APPLICATION,

Fonction de Mbius. - On désigne par p 1'élément I* de My e
n(1) =1
-1

pn(p)

ple" ) =0 (ax20).
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Donc p(n) ={ O si n est divisible par un carré 3
+1 81 n=13
k .
-1 S N =1D,epy ses P ( Py < Py ees <p, ¢étant des
(-1 P1F2 k 1 2 k éléments de p)
ip(n)l est donc la fonction caractéristique des nombres "quadratfrei'.

Puisque I *p =TU , on obtient

2 (d) =0 si n>1
=1 sl n=1.

D'aprés la formule (1), si
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et réciproquement.
Soit par exemple A 1'élément de Fp défini par
A(n) =0 si n n'est pas une puissance d'un hombre premier
A(p®) = log p s

on a visiblement :

(3) logn= 2 Ad)
d|n

et par suite

(4) Aw) = 2 u@) logd .
d|n

L'inverse d'une fonction complétement multiplicative ¢ est peop 3 en effet

1l

Yok pp(n) = 2 W(d)a\l)(-g) H(%) =y(n) 2 p(a@) = Y(n)U(n) 3
d|n d|n

i

f:(n) M(n).£ (n) .

Soit Gs(n) =1 % fS(n) . cs(n) est la somne despuissances (8) des diviaeurs
de n : c'est donc une fonction multiplicative. Or



o 1 - s(o+1)
ﬂ'c‘(p ) = -——-—-P S o
Done (
o »
- pi i) . U]
(5) Gs(n) = S si n=| Ps H

1

pilnP 1 - pi
i€

on obtient les deux formules (par inversion)

1, g 2

—-5 l dS

b ()
n dln d

i

n® dzln os(d). p(-g-) .

Indicateur de Gauss ¢ .

a a (3
Ix ¢ ostun élément de Mg , or I xo(@) =p = fl(p ) . Par suite
I%¢(n) =n pour tout n . Donc

(6) n= 2 o(d) ’
d|n

et par inversion,

d|n
d'olu
n 5 d
7) tP(n):Zpd) .
d|n
On a vu que |u(n)| = (p(n))2 est une fonction multiplicative. On obtient faci-

lement sa wvaleur

p(a)] = 2 @) 2k(d)
d|n

k(n) désignant le nombre de facteurs preniers de n .

3. Autres produits.
Nous allons dagns la suite considérer M, comme un groupe d'homothéties inver-—

sibles pour d'autres ensembles de fonctions.

A, Produit L .

Soit & l'ensemblc des fonctions définies sur la demi-droite réelle x 21, &

valeurs dans K : 3 un élément f de My et & un élément F de S , on associe



1-05

1'é1lément G de § défini par le produit

Ve

SR
frP(x) = Zl f(n).F(—ﬂ) (x >1) .
n=

PROPRIETE 2. - Si f et g sont deux 4liments de My s

(8) fr(gTF)=(f*xg)TPF .
En effet,
(x] [x/n]
Pl TR = T A ) P

]

[x]
le FGZ) 2 f(d).gl@) .

n= dd'=n

Donc en narticu’ier, la formule G = f T F s'inverse et 1'on obtdent 1l!équivalence

(9) G=fTFesF=f TG (deuxidme formule d'inversion) ,

(en effet, pour tout Fe$ , UTF=F ).

Considérons par exemple la fonction F(x) = [x] ( x 21 ), et soient

G= pTF
[x] x
o) = 3 WmE (x>1) .
n=1

Comme F=1ITG, on vérifie facilement que G(x) =1 ( x>1), donc

/ [ )

x
(10) 1= 3 p(n)[—i—] pour tout x >1
n=1

Be Produit L o

Soit 8 1'cnsemble des fonctions & valeurs complexes muni de 1'opération exter-

ne L dont le domaine d'opérateurs est Mo s définie de la fagon suivante s si
FeS8 et feM, .

C

f L F=G aun sens lorsque la série

G(x) = > F(ux).fln)
m=1

converge pour tout x .

En supposant que toutes les opérations qui suivent ont un sens, on obtient encore
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(11) (fxg)LF=rFfu1(g1LF) ;

en effet,
5 fm) § e(n).Flmx) = 5 Flux) £+ gln)
m=1 n=1 n=1

et ULF=F pour tout F de S .

Donc si chacune des séries qui y figurcnt est absolument ccuvergeante, les deux

formules qui suivent sont équivalentes 3

(12) G=1iLF ou F=f"1G (troisidme formule d'inversion).

4. Application aux séries de Dirichlet.

(o]
On sait que la série SF(S) = 2 Ei%l associde & une fonction arithmétique
1 n

F est unique au voisinage d'un point ol elle converge.

On en déduit que si SF(S) s SG(S) et S convergent

rx (%)
(13) SF:kG(S) = SF(s).SG(s) .

Série de Dirichlet associde & une fonction arithmétique multiplicative.

Si feM, , et si le produit infini de séries est convergent

z n
(14) Sp(s) = I (1 + f(g) + f(gs) + oeee *+ f(gs) + ees )
pepP p p p

en particulier

L -l
-, 0-% (R(s)>1)

C(s) =

s M8

1
P
et 3;%33 = Spx(s) , pulsque Sy(s) =1 ). En particulier

L= s (R(s)>1)
n

5. Distribution des valeurs de la fonction de M8bius,.

Soit li(x) = X u(n) .
n<gx

1° [7(x) | = 0(x) .
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On démontre que ce théoreme équivaut au théoréme des nombres premiers, cl'est-a-dire

a Yx) nx (od Y(x) = X A(n) ).

n £x

2° LITTLEWOOD a démontré que l'hypothése de Ricmann équivaut a

W) =0 (ves>o0) .
3° On obtient une horne inféricurc de Tx) avec 1'inégalité démontrée par
TITCHMASH :

e L AN

X =00 VX



