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Séminaire SHOQUET : C3-Ci
(Initiation & 1'Analyse)
17e ammée, 1977/78, Communication n° 3, 2 P.

SOLUTION D'UNE QUESTION DE H. WEIZSACHER
par Michel TALAGRAND

Désignons par X wun espace topologique compact, et par $(X) 1'ensemble des
fermés de X muni de la topologie de Haussdorf. Une application o d'une partie
Y de 5(X) dans X est dite une sélection si, pour Fe€Y, ona o(F) e F .
Lorsque X esthyperstonien, H. WELZSACHER demande s'il existe toujours une sélec
tion continue de &(X) dans X . Mais hélas, les miracles n'existent pas (tout au

moins en mathématiques {), et on a le résultat suivant.

PROPOSITION. - Désignons par X 1le spectre de L°((0 , 1), A) , ob A désigne

la mesure de Lebesgue, et par Y 1'ensemble des parties & deux éléments de X .

Alors, il n'existe pas de sélection continue de Y dans X .

Démonstration. - Si une telle sélection existe, on a alors unc apvplication conti-

nue ¢ de X x X dans X telle que olx , y) = oly , x) et que o(x,y) € {x,v}.

On va prouver que cette hypothése conduit & une absurdité.

Pour chaque partie mesurable A de (0 , 1), désignons par & 1'ouvert-fermé

associé de X .

On va construire, par induction, des suites An et Bn d'ensembles mesurables

de (0, 1) vérifiant les propriétés suivantes, pour tout n >1 :

(a) x(An)>o,x(Bn)>o,Anan=¢,
() An < An--l ’ Bn Sh g
(c) v (x, y)e A% ﬁn , olx , y)=x.

Le premier cas est analogue au cas général, en convenant que A0 = B0 =0, 1).

Supposons la construction effectude jusqu'au rang n .

Soit (a, b)e Zn x Kn avec a #b . Posons ¢ =ola, b) et d= {a, b}\{c]} .
On a donc (c , d) € A x Kn et ¢lc , d) = ¢ . Puisque ¢ est continue et que

¢ #4d , il existe alors A et Bn+

-~ vérifiant les conditions (a) a (c), ce qui

1
termine la construction.

Reste & obtenir la contradiction cherchée. Posons

—
B=N U B_.
n pzn
C'est un compact de X , dont on sait qu'il n'est pas réduit & un point. Pour

tout n, on a

—~~ .
B < U B CA o
pzn+l p n

Soit a et b deux points distincts de B . Prouvons que ¢la , b) = a . Sinon,
il existe des ensembles mesurables C et D de (0, 1) tels que a € ¢ s D E D



C€3-02
et que

(x,y)elxD=0x,y) =v.

Puisque ae€ B, ona ae€ Kn , pour tout n , donc ¢ n Kn % ¢ , pour tout n .
Puisque b e B, il existe n tel que A(D n Bn) >0, c'est-a-dire que ]3n§n#¢.
Pour wn tel n, ona (€ x D) n (Kn x ﬁn) #@ . Pour un couple (x , y) de cet
ensemble, on doit avoir ¢(x , y) = x d'aprds (c), et olx , y) =y , d'aprés le

choix de ¢ et D, donc x =y , ce qui est absurde puisque En n §n =¢ .0n a

donc bien @(a , b) =a .

Le méme raisonement appliqué au couple (b , a) montre que (b , a) = b . Mais

ceci est absurde puisque o(a , b) = (b , a) et que a#b .
c. q. f. d—.

Remarque. - Naturellemnt la méme démonstration s'applique au spectre de n'impor-

te quel espace probabilisé diffus.
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