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Séminsire CHOQUET 18=01
(Inltlatlon 3 1'Analyse)
17e année, 1977/78, n° 18, 3 p. 6 avril 1978

ELEMENTS ALTERNES DANS LES SOUS-ESPACES DE G(K)

par Gilles GODEFROY

(d'aprés J. VOIGT [2])

Je résume briévement ici le travail de J. VOIGT [2] qui a été exposé dans ce sémi-

naire.

Soit Ekz(—l,.+ 1% le cube unité de Rk,et
+ ' . . .
tels que x;. = (- D™ (r=1,2, «.,n)].

- + - +
On pose Fk,n = - Fk,n , et Fk,n = Fk,n U Fk,n .

J+ VOIGT commence par établir, & 1'aide d'une démonstration combinatoire, le ré-

sultat suivant, intuitivement clair si on fait une figure.

PROPOSITION 1. = Pour tout ke N, il existe un homéomorphisme

P~

8t B —F k+11

qui posséde les propriétés

(a) gk(- X) = - gk(x) » pour tout xe Fk, .

(b) Pour tout n e N, 1l'application g, induit des homéomorphismes

+ +
gk}Fi: ) F1«:,n"-'9Fk+1,n+1 *
)1

On en déduit alors, & 1'aide d'une récurrence, le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2. - Pour tout n, k € N, 1g¢ngk, il existe un homéomorphisme

fk,n : Fk-n+1,i -— Fk,n qui sa‘blsfalt f (- X) = = 1‘:,h(x) s pour tout
X € ypne,1

Ce dernier résultat permet d'établir, & 1'aide du théoréme de BORSUK, le trés

intéressant résultat suivant.

THEOREME 3. -~ Soit k € N, et L R' un sous-espace de dimension n . Alors, il

~

existe x-(xl,xz, ...,xk)eL telsgue ![x!l <l et 1<31<...<3 <k
tels que X = (~1)7, pourtout T =1, 2, ess , 0

A 1'aide d'un argument de compacité et d'un passage & la limite, on obtient alors

le théoréme suivant.

THEOREME 4. - Soit J compact totalement ordonné. Soit L < C(J) wun sous-espace

vectoriel, dim L 3 n « Alors, il existe f e L qui a les proPriétéS suivantes :
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o g, =1 .

r
20 3t by, eyt €T, b <ty << t, tels que f(tr) = (-1)" .

Remarque. - Le r8le de 1'hypothése " J totalement ordonné' est intéressant : En
effet, cette hypothése permet d'assurer que les (tr) 1rn sont tous distincts. La
propriété ci-dessus est d'ailleurs, dans certains cas, caractéristique des compacts
ordonnése J. SAINT-RAYMOND et moi-mfme svons démontré qu'un compact K métrisable,
connexe et localement connexe vérifie la propriété ci-dessus si, et seulement si, il

est homéomorphe 3 (0, 1) .

On va maintenant donner quelques applications du résultat ci-dessus. On s'intéres—
se & la situation suivante : Soit Y wun Banach, X un sous-espace de Y non fer-
mé tel qu'il existe une norme || Eix sur X qui fasse de X un Banach. J. VOIGT

définit les propriétés :
(P3) Si L ¢ X est un sous-espace fermé de X , alors dim L < + «
(P1) L'injection canonique de (X, || ') damns (Y, || Iy) est compacte.
’ ] IX ’ i nY

(P2) Dans (P3), la dimension de L peut &tre estimée & 1l'aide de la norme de
1'spplication Id : (L, I HY) — (L, | HX) .
L'implication (P1) == (P3) se déduit aisément du théoreme de Riesz. On définit
la fonction ¢ : (0, + o =3 Nu {=} par -
o(K) = sup{din L ; Lc X, fixly < KHXHY vy xe L},
o(K) = sup{dim L ; Lc X, %gK},
oi N est la norme de 1'spplication identité de (L, || ||y) danms @, |y «On
définit aussi §: N —3 (0, + ») par
\l,(n) = inf{l 3 LcX, dmL>n} .
On voit aisément que
(P2) (3 (k) <+ =, 71 Ke (0, + (== y(n) —3+ » quand D —3 + = »
Les résultats précédents permettent alors & J. VOIGT d'estimer les fonctions ¢

et y dans quelques cas concrets.

1° Soit h un modéle de contimuité, et soit Lip, (0, 1) 1'espace des fonctions
lipchitziennes relativement au module de continuité h « L'injection canonique
L:i.ph (0, 1) «5 ¢((0, 1)) est compacte, et on a (P2) ; en effet, nous avons le

théoréme suivant.

THEOREME 5. - Soit h un module de contimiité. Soit X = Lip, (0, 1),
v=¢(0, 1) .0na 4@ 51+ 2ht/a-1)]", nx2.

En utilisant le fait que tout Banach séparable est isométrique & un sous-espace
de C((0, 1)) , on déduit du cas particulier ci-dessus le théoréme suivant.
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THEORRME 6. - (P1) impligue (P2).

Remarque. - Ce résultat peut s'établir directement par un raisommement d'équicon-
tinuité élémentaire, ce qui, bien sQr, n'enléve rien & 1'intéret de ce travail, et
en particulier du théoréeme 4.

2° Soit J un compact totalement ordonné, soit X = CVB(J) 1'espace des foncw
tions contimues & variation bornée sur J , et soit Y = ¢(J) . Alors (X, Y) sa-
tisfait (P2) et non (P1). Plus précisément, on a y(n) > 20 = 1 + On retrouve un
résultat de ROGALSKI et MOKOBODZKI [1].

30 Soit X = W ((0 ,» 1)) (L <p < =) 1l'espace des fonctions sbsolument continues
sur (0, 1) & dérivée dams L°, soit Y= C((0, 1)) . (P1) est satisfaite si,
et seulement si, p >1 ; on a (PR), et plus précisément o(K ; p) = [(K + 1)/2] .

40 Soit X=4 (1), Y=4(1), 1 <P<® e (P1) n'est pas satisfaite ; mais
> 3 L(/p)=(1/a)

(P2) est satisfaite ; plus précisément y(n) =

50 Soit |, une mesure de probabilité, X =1"(y) , Y=1IP() (1 gp<w) «58i
u n'est pas atomique, (X, Y) ne posséde pas (P1). La propriété (P2) est satis-
faite ; plus précisément, y(n) 3 nt/P pour p >2, et y(n) > nt/ 2 pour

l<pg?.

~

Remarque. - Dans tous les exemples ci-dessus, la propriété (P3) implique la pro-
priété (P2), que (P1) soit vérifiée ou non. Ceci améne la question suivante : Les
propriétés (P2) et (P3) sont-elles équivalentes ?
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