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SOUS-ESPACES COMPLEMENTES DE LP(0 , 1)
par Michéle CAPON

Résumé. - Nous allons étudier les principales propriétés des sous-espaces complé-
mentés de LP(0, 1) . Pour 1 < p < », cette notion est intimement 1ide & celle
des £ -espaceg que nous étudierons d'abord.

1. Les espaces Eb » Définition et propriétés.

Ces espaces ont &té introduits par LINDENSTRAUSS et PELCZYNSKI dans [12].

Définition. - Soient X un Banach, et 1 <p<g+ . X est un ﬁp—espace stil

existe un réel A > 1 tel que, pour tout sous-espace de dimension finie F de X,
il existe un sous-espace de dimension finie E de X , contenant F , et tel que

a(E , z‘;mE)s A .

Rappelons que la distance de deux espaces de Banach U et V est

a(u , v) = ine{||rY

; T isomorphisme entre U et V} .

Comme exemple, nous citerons les espaces Lp(u) qui sont des f% 14 ? PoUr tout
’

e >0, et les espaces K) qui sont £

, 1+€
Nous allons maintenant énoncer les principales propriétés des £ —espaces, et

voir ainsi le lien avec les sous-espaces complémentés de Lp(b s 1)

PROPOSITION. - Si X est un £ -espace, alors X" est isomorphe 3 un sous-espa-

ce complémenté d'un Lp(p) .

Cette proposition est démontrée dans [12]. Nous allons en donner une démonstra-
tion par la méthode des ultraproduits qui sont trés utiles lorsqu'il s'agit d'étu-

dier des propriétés locales.

On considére la famille & des sous-espaces de dimension finie B de X qui
sont isomorphes & un 4 et d(B ’ Ag)us A

p
Pour chacun d'eux, on peut trouver un isomorphisme P de B sur LglmB tel que

llell < llog =l Ml
La famille § est filtrante croissante, et la réunion de ses éléments est X . On
prend alors un ultrafiltre U sur &, plus fin que le filtre des sections, et
1'ultraproduit est défini comme le quotient de «ibeﬁ B)zw par la relation d'équi-
valence
(xg) ~ (r3) &= imyylbey =yl = 0 -

On le note «}%eﬁ B)g /U et la nome sur cet espace de Banach est définie par
[o+]

1G] = timp g [yl
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fos o . dimB . . ,

On définit de méme 1l'ultraproduit (E% £p : )2 /u y et on voit facilement que
o«
1'on peut définir sur ce dernier une relation d‘'ordre en posant

X 2 0&= il existe un représentant (xB) avec Xy =20 , pour tout B,

Cette relation vérifie la propriété suivante
xhy =0 =+ ylP = |l + [P .

Cette dernieére propriété caractérise les esnaces isométriques 2 Lp(p) (p<® .

D'autre part, la famille des isomorphismes (qh) introduit un isomorphisme entre
~ dimB
@) /u et @4 /U= 1) .
Comme X se plonge de maniére évidente dans «3;3);/u par l'isométrie
' =x, 81 x€B
j(x) = classe de (xB) avec {:XB .
xp =0, si x ¢ B
On obtient donc un plongement de X dans un espace Lp(u) « Ceci nous montre dé-
Jaque, si 1 <p<eo, X est réflexif. _
. - ,dimB P . . . .
Soit X, le sous-espace de @ibzp ) /U=1L"(p) qui est isomorphe & X : On dé-
finit une application Q de LP(u) dans X!' en posant
Qf classe de (xB)] = h'mBeu Xg

la limite étant au sens faible (G(Xg , Xi)) . I1 est clair que Q o j = id,
€E3) /1 -5 1°(u) = @428 /u
oc/ B)o= sz
it
X1

lercass 1 <p<owo, - Alors X; = Xl , et 1'application j o Q est une projec-

tion de LP(u) sur j(Xl) qui est isomorphe & X .

'j%_“.’l_zs_\

rd

2e cas ¢ p=1. - En prenant les transposées de j et Q , on obtient le dia-

gramme 3
X, N L' () »—9->x;
X} Xy o L) n—lfa X! .
I1 est facile de voir que ¥, eri = idXi , et par suite QTXi o J¥ est une

projection de Lw(p) sur un espace isomorphe & Xi « C'est donc que Xg est iso-

morphe & un sous-espace complémenté du dual de Lm(p) qui est lui-méme un espace
1
L(\)).

I1 nous reste 3 &tudier le cas ou p =+ « , La proposition 1 sers vérifide si.
on démontre que X" est un espace injectif. D'aprés LINDENSTRAUSS [10], i1 suffit
pour cela de montrer que, pour tout Banach Z contenant X » on peut plonger 1l'in-
Jection canonique de X dans X" en un opérateur de norme bornée (indépendemment
de Z ). ‘
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b
X 3 X"
Soit P un sous-espace de dimension finie de Z . F n X est contenue dans un
Sous-espace E de X avec
a(s , 42 <.

On peut donc trouver un opérateur iF avec -

. A . - i
“1]_3‘” < ’ lFI X id

F

o \d
F dimE

FNXcE ) 4

{?F(X)

Soit U un ultrafiltre sur la famille filtrante croissante des sous-espaces de

©

Posons, alors,

It

iF(x) , 81 x€F

0 , sinon.

I

dimension finie de Z . On posera

T(x) = lim (x) , limite pour o(X" , X') .

xell TF
I1 est clair que T 1répond & la question,
Co Qo Fo D'

Une conséquence facile de cette proposition est la proposition suivante.

PROPOSITION 2. - Les espaces 32 sont exactement ceux qui sont isomorphes a des

espaces de Hilbert.

Remarquons aussi que, dans la propesition 1, si X est séparsble et 1 <p <,

alors on peut prendre pour Lp(u) 1'espace Plo . 1)  lui-méme.

LINDENSTRAUSS et ROSENTHAL ont montré dans [11] une réciproque & la proposition 1.

PROPOSITION 3. - Tout sous-espace complémenté d'un espace Lp(p) , l&Lp &L=,

est soit un espace Ep , 80it un espace 32 .

Pour 1 < p < ® , on peut maintenant caractériser les £ -espaces. X est un
£ -espace (resp. Ep-espace séparable) ou un Ez-espace (resp. ﬁ2-espace sépara-
ble) si, et seulement si, X est isomorphe & un sous-espace complémenté d'un Lpﬁﬁ
(resp. de LP(0, 1) ).

On pourra trouver dans 1l'étude de LINDENSTRAUSS et ROSENTHAL des propriétés sup-
plémentaires trés interessantes des Ep-espaces. Citons, par exemple, les proprié-

tés suivantes.

PROPOSITION 4. - Tout sous—espace complémenté d'un Ep—espace est, soit Ep ’

soit 22 .
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1
PROPOSITION 5. - Le dual d'un espace Ep est un espace Bq (%-+ E-: 1) .

Nous allons maintenant &tudier de manidre plus précise les sous-espaces complé-
mentés de LP(O , 1) y, 1l <p<o,

2. Sous—espaces complémentés de LPEO , 1) , 1<p<w=™,

L'étude précédente montre que ces espaces sont, soit is?morphes a 52 , soit des
Ep-espaces séparables., L'étude de LINDENSTRAUSS et PELCZYNSKI [12] ne permettait
d'exhiber qu'un nombre fini de tels espaces (3 un isomorphisme prds), & savoir Lp,
ip ) Ay C)Lp et @}}32)£ . ROSENTHAL a montré dans [15] que 1l'espace Xp engen-
dré dans LP(O , 1) par Ene suite de variables aléatoires symétriques, indépendan-
tes, ne prenant que trois valeurs, n'est isomorphe & aucun des espaces cités plus
haut et est un ﬁp-espace. A partir de cet espace Xp , SCHECHTMAN a montré dans
[16] que 1'on peut construire une suite de £ -espaces séparables, deux & deux non
isomorphes entre eux., En effet, il a montré que l'espace ﬁ%%n < P00 ’ 1" ne
peut contenir aucun isomorphe & £p1¢8 Apz vee ® Epn si p<p <p, e <P <2
Par contre, 1l'espace ﬁ%?zn contient toujours un tel espace. On voit alors que la
suite %§>ék est donc une suite de ﬁp—eSPaces séparables et deux a deux non iso-

morphes entre eux.

Tous les Eb-eSPaces séparables que nous connaissons possédent des bases incondi-
tionnelles. On ne sait pas si cette propriété est générale. ZIPPIN, JOHNSON et
ROSENTHAL ont étudié dans [5], les structures des Ep—espaces séparables, et ont ob-

tenu les deux résultats suivants.

THﬂbREME l. - Les gp—eSPaces séparables, 1 < p < @, possédent une base.

THREOREME 2 = Soit X un Ep—es ace, 1<pg», tel que X' soit séparable,

alors X posséde une "shrinking f. d. d.". C'est-a-dire qu'il existe une suite Xn

de sous-espaces de dimension finie de X telle que tout élément x s'écrive de ma-—

niére unique x = Zn P x, P XE€ E et P étant une projection de X sur

X, les espaces PX(X*) engendrent X* .

Le théoreme 2 s'applique en particulier aux £ -espaces séparables, 1 <p< =,
et il a permis & JOHNSON et ZIPPIN dans [ 6] de caractériser les ﬁp—espaces qui se
plongent dans zp .

THEOREME 3. - Tout fb-espace qui se plonge dans ZP est isomorphe 2 LP .

L!'étude des sous-espaces de LP(0 ’ 1) qui se plongent dans 4_ a été faite par

JOHNSON et ODELL, pour p > 2 . Ils ont démontré dans [4] que tout sous-espace de

IP[@ ’ 1) s, D >2, qui ne contient aucun isomorphe a 22 est plongeable dans
ZP . Ce résultat, joint au théordme 3, montre que, pour p >2 , un £ -espace sé-
parable qui ne contient aucun isomorphe a LZ est isomorphe a LP « Pour 2>p,

on utilise alors un résultat suppémentaire démontré par PELCZYNISKI et ROSENTHAL
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dans [ 14 ],

PROPOSITION 6. - Si un sous-espace de LY(0 , 1) contient un isomorphe 3 4

2 ’
alors il contient un sous-espace complémenté isomorphe & £2 .

En appliquant ce résultat au dual X' de X , on voit que, si X he contient
aucun isomorphe & Le , alors X' n'en contient pas non plus (car X est ré-
flexif). De plus, si X est un ﬁp-espace, alors X' est un ﬁq—espace, et q > 2,
Donc, d'aprés ce qui précéde, X' est ismorphe & zq , et par conséquent X est

isomorphe & zp . On peut donc énoncer le résultat suivant,

THEOREME 4. - Tout sous-espace complémenté de LP(O ’ 1) y, 1 <p<=, quine

contient aucun isomorphe 2 22 est isomorphe 2 Zp .

Signalons encore une dernidre propriété des sous-espaces complémentés de LP(O, 1)
démontrée par KADEC et PELCZYNSKI dans [7].

THEOREME 5. - Soit X wun sous-espace complémenté de 2o , 1)

19 ou bien X est isomorphe & 42

2° ou bien X contient un sous-espace isomorphe & £p et complémenté dans X .

Ayant ¢tudié les sous-espaces complémentés de Lp[O , 1), il est naturel de se
demander quels sont les espaces X qui sont plongeables dans Lp[O , 1) et ¥y
sont toujours complémentés. La réponse & ce probléme est maintenant totale et don-

née par le résultat suivant.

THEOREME 6. - La classe est vide, si p < 2 .

La classe est réduite aux espaces de Hilbert pour p > 2 .

I1 est clair en effet que, si tout plongement de X dans Lp[O , 1) est complé-
menté dans LP(0 , 1), alors X est, soit isomorphe & '32 , 80oit un £ _-espace
/
séparable. On sait, d'aprés le travail de KADEC et PELCZYNSKI [7], que pour p =2,
tout isomorphe a £2 est complémenté dans LP(O , 1) . Par contre, le résultat ré-

cent de BENNET, DOR, COODMAN, JOHNSON et NEWMAN [ 2] montre que ceci est faux pour
l<p<20

I1 est facile de voir que si X est dans la classe étudide, alors tout sous~espa-
ce complémenté de X y est aussi, Par conséquent, la classe ne peut contenir un
Ep—espace que si elle contient déja zp o Or, on sait qu'il existe dans 1P des
sSous-espaces isomorphes 3 Zp et non complémentés. Ce résultat est dft & ROSENTHAL
[15] pour p > 2 , et & BENNET, DOR, GOODMAN, JOHNSON et NEWMAN [2] pour p <2 .

On peut toutefois se demander si, dans P , un sous-—espace suffisamment proche

de LP n'est pas complémenté dans LP .

Probléme. - Existe-t-il une constante hp telle que, si X est un sous-espace

de LP qui vérifie a(X , LP) < Xp , alors X est complémenté dans LY ?

Signalons pour conclure que LY est un espace primaire pour 1< p<o® [1].
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Nous allons maintenanr étudier les sous—espaces complémentés de Ll[O , 1), mais

cette étude ne se raméne pas aux ﬁl—espaces séparables.

3. Sous-espaces complémentés de Ll[O , 1) .

Nous avons déja vu que tout sous-espace complémenté de Ll(O , 1) . est wn El—es-
pace, mais la réciproque est fausse, LINDENSTRAUSS a construit un contre-exemple
dans [9]0

Jusqu'2 présent on ne connait que deux types d'isomorphismes pour les sous-espa-

ces complémentés de Ll , & savoir Ll et zl .

Signalons deux propriédtés tres intéressantes de ces sous-espaces.

PROPOSITION 7. - Tout sous-espace complémenté de L1 contient un sous-espace

complémenté isomorphe & zl o

En effet, un tel espace ne peut &tre reflexif puisque son dual est un espace in-
jectif. La proposition résulte alors du travail de KADEC et PELC ZYNSKT [(71.

PROPOSITION 8, - Tout sous-espace complémenté de L1 qui posséde la propriété de

Radon-Nybodim est isomorphe a 41 .
Ce résultat est d0 3 LEWIS et STEGALL [8].

Comme au paragréphe précédent, on peut se demander quelle est la classe des Ba-
nach X telle que tout plongement de X dans Ll soit complémenté dans L1 . En
utilisant la proposition 7 et la méme remarque que pour P , on voit que si la
classe n'est pas vide elle contient nécessairement 41 . Le probléme pour £1 se

raméne facilement 3 la question suivante : "Est-ce-que tout plongement de zl dans

lui-méme est complémenté dans £l o,
En liaison avec ce problime, signalons le résultat de DOR [ 3] qui donne une ré-

ponse partielle,

PROPOSITION 9, - Il existe une constante A >4/3 telle que, si X est un sous-

1 Lot o 1, . ‘
espace de L~ vérifiant da(X , L ) S A, alors X est complémenté dans L1 .

De probleme est donc d'augmenter cette constante A , éventuellement jusqu'a 1l'in-

fini.
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