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ÉPLUCHABILITE ET UNICITÉ DU PRÉDUAL

par Gilles GODEFROY

Séminaire CHOQUET .

(Initiation à 1 ’ analyse )
17e année, 1977/78, Communication n° 11, 3 p.

dans cet article, quelques remarques sur 1 t étude de l’unicité des pré-
duaux développée dans Commençons par quelques rappels.

~ 
,

DEFINITION 1. - Soit E un espace de Banach. On dira que E est unique prédual
normique de E’ si, pour tout Banach F tel que F~ soit isométrique à et
toute isométrie 1 de E~ sur on a

= 

~ re spectivement désigne l’injection canonique de E ~ respectivement
F , dans son bidual.

Rappelons le lemme essentiel suivant.

Soit E un espace de Banach. Soit

Rg = if ~ E~~ ~ Ker f n est dans 

Si RE est un espace vectoriel, E est l’unique prédual normique de E’ .

Démonstration. - On a iE(E)| c RE . De plus, on a = @ et

n Rp = ~0) . Si Rp est un espace vectoriel, ceci implique que

i~(E)~- = donc que = (R~) (orthogonal de Rp dans B?’ ). Soit main-

tenant 1 une isométrie entre Et et un dual F’ . On voit aisément que



est dans Si

B (E) est épluchable, on en déduit que tout E’)-ouvert de B.(B’) contient

pour tout ~ , un E’)-ouvert non vide de diamètre inférieur à ~ ; la réu-

nion des E’)-ouverts de B. de diamètre inférieur à g est donc dense

dans (B. (E") ~ o-(E~ ~ E~)) ~ ceci pour tout e . On en déduite en employant le théo-
rème de Baire, que l’ensemble G des points de continuité de Inapplication
Id : (B~(E") , ~(E’ ~ Et)} ~ ~i }? est dense dans (B~(E~) , ~(E" ~ E’)).

On voit alors immédiatement que l’on a

et donc que RE est un espace vectoriel ; on applique alors le lemme 2.

F. D.

Exemples. - La boule unité Bi (E) est épluchable dans les cas suivants :

(a) E est localement uniformément convexe ;

(b) E a la propriété de Radon-Nikodym ou (plus généralement 

(c) E a la propriété (*) , i. e, tout convexe fermé borné contient un ouvert fai-

ble de diamètre inférieur à e, et ceci pour tout f . On ne sait pas si la pro-

priété (~~) est équivalente à la propriété de Radon-Nikodym ;

(d) La norme de E’ est Fréchet-différentiable sur un ensemble dense.

Remarques. 
° 

’

1° Si Bi (E) est épluchable, Bi (E) est un résiduel de tB 1 (E’~) s E’ > > .
En particulier, B. (E) est faiblement de Baire ; la réciproque est vraie lorsque
E est séparable.

2° La "traduction" du théorème 4 en termes de convexes compacts est la suivante :
Soit K un convexe compact, et l’espace des fonctions affines bornées sur K.

Supposons que tout ouvert, pour la convergence simple, de contienne un

ouvert, pour la convergence simple, de diamètre inférieur à ~ , ceci pour tout e ;

alors toute bijection affine entre K et un convexe compact K’ t sera continue,
donc un homéomorphisme. Ce sera vrai, en particulier, des compacts convexes "assez

ronds% ef. l’exemple (d) ci..dessus..

3° On peut démontrer très él.émentairement que, si E’ est un dual séparable, alors
tout convexe fermé borné de E’ est épluchable. ,Voilà le schéma de la preuve :

" C convexe fermé borné de E’ " implique " C E)-8 
ô 

dans E)-
qui implique " C E) de qui implique

" Id : (C , 03C3(E’ , E) ) ~ (C , ~ ~) a un G03B4-dense de points de continuité", qui
implique " Id : (C , E")) ~ (C , Il il) a des points de continuité", qui
implique f ~ C contient de diamètre inférieur à e, pour tout

e ", qui implique "tout ouvert de C en contient un par le raisonnement précédente



On en déduit alors, par exemple, le résultat suivant, qui est donc obtenu de

façon Il élémentaire" : Si E" est séparable, toute bijection isométrique de res-

. pecte l’espace 
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