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Séminajire CEOQUET ' C9-01
(Initiation & 1'Analyse)
17e année, 1977/78, Communication n® 9, 4 p.

SUR LES CONES RETICULES ANALYTIQUES

par Gilles GODEFROY

Soit E un Banach séparable. Un cdne convexe C de E sera dit réticulé si E ,
muni de 1l'ordre défini par C , est un espace vectoriel réticulé, ce qui implique,
en particulier, que C est saillant et engendre E . Un sous-ensemble de E sera
dit analytique s5'il est image continue d'un espace polonais. On ne fait aucune hypo-
thése sur la croissance de la norme de E , ou d'une norme équivalente, relative-

2

ment & l'ordrc défini par C .

Les résultats qui suivent sont énoncés dans le cadre des Banach séparables ; ils
peuvent aisément, modulo une formulation appropriée, 8tre étendus & la situation

plus générale des espaces de Fréchet.

THEOREME 1. - Soit E wun Banach séparéble, et soit C un cbne réticulé analyti-

que tel gue (- C) nC = {0} . Alors, C est fermd.

Démonstration. - Soit X, 1'intersection de la boule unité de E avec C , et

soit X = F(X1 u (= Xl)) . L'ensemble X est convexe, équilibré, absorbant et ana-

lytique, c'est donc un voisinage de 0 dans E . Il existe donc € tel que
BE(E) <X .Soit x € BE(E) .

0K ALl tel que x = ix, + (1 - k)x2 y OU X, € Xl y X, € = X

:=§|Xl SX

1 1

1" %2
Donc, ¥ x, |x||ge, 3x' telque |x| gx', lx'|| <2 . Considérons alors
1'ensemble

-

T={yeB; 31xeB; g1, |vl<lxl}.

T est convexe équilibré absorbani. De plus T ne contient aucune droite. En
effet, soit D= {Ay ; X € R} une droite contenue dans T . On a
DeT==3x 3 [zrl/l-—0, lvlslxl, 7a.
Donc d'aprés ce qui précede,
ix); Hxﬁ” —> 0 tel que ly] < x}, Yn.
Or, on a
Vn, xﬁ - |y| € C- _
=3 - |v] €T .
L I -
-yl =L - Iyl
Donc, (- |y|)e (-¢c)ncC. '
D'aprés 1'hypothése, ceci implique y =0 , donc D = {0} .

La jauge jn associdée &2 T est donc une norme sur E , Cette norme est moins
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fixe que la norme initiale, car, d'aprés ce qui précéde, T 2 Ba/2(E) . De plus,

cette norme j, est croissante sur C , ce qui montre (voir [1], p. 83) que C

knl

est fermé pour jT y donc pour la norme initiale sur E .
Ce Qo Fo Do

On déduit iumddiatement de ce théoréme le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2., - Soit E wun Banach séparable, C un cbne réticulé analytique.

On suppose vérifiée 1'une des hypoth®ses suivantes :

(a) C eost saillant.

(b) Il existe f e B' telle que Ker f nC = {0} .
Alor, C est fermé.
Démonstration. - Ona (-C) nCc («C) nC , d'ou le résultat si (a) est véri-

fiée. Si (b) est vérifide, la forme lindaire f est strictement positive, ou stric-
tement négative, sur C \ {0} , car C est un céne convexe saillant. Supposons,

par exemple, que f(x) >0 , pour tout xe C \ {0} . On a alors f(x) >0 , pour
tout xe C, et f(x) <0, pour tout x € (- C) \ {0} . On a donc

((-c)y\N{o}) nCT=¢,
d'od (-C) nC = {0} .
C. Q. F. D,

lemarques, - On ne peut se passer G2 l'hypotheése (- C) n €= {0} comme le mon-

tre 1l'exemple de 1l'ordre lexicographicve sur B? .

On ne peut se pésser de l'hypothése d'analyticité, comme le montre 1'exemple du

cBne associé A une base algébrique du Banach E (choisie de telle facon que C

soit saillant).

Soit E un espace de Banach séparable, et C un céne réticulé fermé et saillant.
I1 n'existe pas toujours sur E de .orme équivalente croissante. Un exemple est
donné par 1l'espace CVB((0 , 1)) des fonctions continues & variation bornde sur

(©, 1), muni de 1a norme |j]| = |£(0)] + V§ £, et du come

c={fecvB(lo, 1)) ; £20 sur (0, 1]} .

La démonstration du théordme 1 montre, par contre, 1l'existence d'une telle norme,

a savoir jT , 81 dim E < 4+ o,

Enongons & présent quelques conséquences du théordéme 1. Rappelons qu'un convexe
S d'une. l. c. F est dit "simplexe" si le c8ne engendré par S x {1} dans

Fx R est réticulé.

PROPOSITION 3. - Soit E un Banach séparable, S un simplexe analytique tel que

l'espace vectoriel engendré par S soit B tout entier. aAlors, S est fermé.

Démonstration. ~ On réalise E comme 1l'hyperplan affine E x {1} de 1'espace
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E xR . Le céne CS engendré par S est alors un cbne analytique réticulé. L'ap-

5 de projection sur R vérifie Ker m, N CS = {0} . Le corollaire 2
termine la démonstration.

plication =

C. Q. Fo D.

On peut obtenir de plus quelques renseignements sur l'aspect des simplexes géné-

rateurs.

PROPOSITION 4. - Soit E wun espace de Banach séparable.

10 T1 existe un simplexe analytique borné qui engendre E si, et seulement si,

E est un espace isomorphe & z?(p) .

20 TI1 existe un simplexe analytique borné d'intérieur non vide qui engendre E

si, et seulement si, dim E <+ =« .

30 Soit S un simplexe analytique qui engendre E . Alors, Card(&(3)) < Nb .

Démonstration.

1° BEn considérant, comme précédemment, l'espace E comme un hyperplan affine de
E x R, on fait apparaitre E x R comme un espace réticulé dont le céne positif a

4 . 1
une base bornée, donc comme un espace L (u) .

2° 3i de plus int(8) # ¢ , alors E apparait comme un espace de type i . Et un

espace, qui est & la fois de type M et de type L , est de dimension finie.

3° On munit E x R de la norme dp définie dans la démonstration du théoréme 1.
L'espace (T x R, jT) est alors un espace normé réticulé séparable. Tout point
extrémal x de S définit une ~& ratrice =xucensle G de CS . Soient

x!' € & sl ¢ sls @ j = jalx') =1. 817
X, x (s) , et X, € G, G, tols que JT(XO) JT(}O) 1 . Les é

v

ments XO et xé sont étrangers. Soitv f e (E x 2)'+ tel que

It s 1, £flzy) 21 -¢.

I1 ex'ste fl et f2 positives telles que f, + f2 =f , et telles que
) t
OSfl(xO)Se, Osfz(xo)SE.
)

Ona £ + f2(x >1-¢, donc fz(xo) >1-2¢.

0

Par conséquent, f.(x

2( 0
Puisque HfZHAS.HfH < 1, cec’ montre que jT(xo - XB) 21 - 3e, ceci, pour tout

-—xé)Zl-Be.

e , donc jT(xO - xé) 21 . L'esmace (E xR, jT) étant séparable, 1'ensemble

5(3) est au plus dénombrable.
Ce Qo F. 7

Remarque. - L'ensemble &(8) peut, Yien sir, &tre vide, comme le montre 1'exem-

ple suivant

' 1
E=L2((o,1);dx), S={feE; f 20, jof(t)dt=l}.
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