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SUR LES CÔNES RÉTICULES ANALYTIQUES

par Gilles GODEFROY

Séminaire CHOQUET
(initiation à l’Analyse)
17e année/ 1977/78, Communication n~ 9, 4 p.

Soit E un Banach séparable. Un cône convexe C de E sera dit réticulé si E y
muni de l’ordre défini par C , est un espace vectoriel réticulé, ce qui implique,
en particulier, que C est saillant et engendre E . Un sous-ensemble de E sera

dit analytique s’il est image continue d’un espace polonais. On ne fait aucune hypo-
thèse sur la croissance de la norme de E , ou d’une norme équivalente, relative-

ment à l’ordre défini par C .

Les résultats qui suivent sont énoncés dans le cadre des Banach séparables ; ils

peuvent aisément, modulo une formulation appropriée, être étendus à la situation

plus générale des espaces de Fréchet.

THEOREME 1. - Soit E un Banach séparable, 9 et soit C un cône réticulé analyti-

que tel que (- C) n C _ = ~0~ . Alors, C est fermé.

Démonstration. - Soit ~~ l’intersection de la boule unité de E avec C , et

soit X = r(x.. u (- X ) ~ . L’ensemble X est convexe, équilibré 9 absorbant et ana-

lytique, c’est donc un voisinage de 0 dans E . Il existe donc e tel que

B Soit x E B (E) .

T est convexe équilibré absorbant. De plus T ne contient aucune droite. En

effet, soit D = R) une droite contenue dans T . On a 
,

Donc d’après ce qui précède,

D’après l’hypothèse, ceci implique y = 0 , donc D = (0) .

La jauge jT associée à T est donc une norme sur E. Cette norme est moins



fixe que la norme initiale, car, d’ après ce qui précède, T ~ B /2(E) . De plus,
cette norme jT est croissante sur C , ce qui montre (voi r ~ 1 ~, p. 83) que C

est fermé pour jT , donc pour la norme initiale sur E .

C. Q. F. D.

On déduit immédiatement de ce théorème le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2. - Soit E un Banach séparable, C un cône réticulé analytique.
On suppose vérifiée l’une des hypothèses suivantes :

(a) C est saillant.

(b) Il existe f E Et telle que Ker f n C = (0) .

C e st fermé.

Démonstration. - On a (- C) n C ~ (.~ C) n C , d’où le résultat si (a) est véri-
fiée. Si (b) est vérifiée, y la forme linéaire f est strictement positive, ou stric-

tement négative, sur C B (0) , car C est un cône convexe saillant. Supposons,
par exemple, que f(x) > 0 , pour tout x e C B ~0 ~ . On a alors f ( x~ > C , pour

tout x E C , et f(x)  0 , pour tout x E (- C) B (0) . On a donc

d’où (-C) ~C= (0) .

C. Q. F.D.

Remarques. - On ne peut se passer de l’hYP0thèse (- C) n C - ~Q ~ comme le mon-

tre l’exemple de l’ordre lexicographique sur Il .
On ne peut se passer de l’hypothèse d’analyticité, comme le montre l’exemple du

. 

cône associé à une base algébrique du Banach E (choisie de telle façon que C
soit saillant).

Soit E un espace de Banach séparable, et C un cône réticulé fermé et saillant.

Il n’existe pas toujours sur E de ~~orme équivalente croissante. Un exemple est
donné par l’espace CvB( (0 , 1)) des fonctions continues à variation bornée sur

~t~ ~ l) ; s muni de la norme Î + V6 f , et du cône
C = ~ f ~ 1); f > 0 sur (0, 1 ~ ~ .

La démonstration du théorème 1 montre, par contre, l’existence d’une telle norme,
à savoir jT , si dim E  + 

Enonçons à présent quelques conséquences du théorème 1. Rappelons qu’un convexe
S d’un e. 1. c. F est dit "simplexe" si le cône engendré par S x ~~,~ dans

F x R est réticulé.

PROPOSITION 3. - Soit E un Banach séparable, S un simplexe analytique tel que
vectoriel engendré par S soit E tout entier. Alors, S est fermé.

Démons tration. - On réalise E comme l’ hyperplan affine E x {1} de l’ espace



E x R . Le cône C engendré par S est alors un cône analytique réticule. L’ap-

plication -n~ de projection sur R vérifie Ker C = (0) . Le corollaire 2
termine la démonstration.

C. Q. F. D.

. On peut obtenir de plus quelques renseignements sur l’aspect des simplexes géné-

rateurs .

PROPOSITION 4. - Soit E un espace de Banach séparable.

~ Il existe un simplexe analytique borné qui engendre E si, et seulement si,
E est un espace isomorphe à L (~) .

2~. Il existe un simplexe analytique borné d’intérieur non vide qui engendre E
si, et seulement si, dim E  + ce ,

3° Soit S un simplexe analytique qui engendre E. Alors, 

Démonstration.

1° En considérant, comme précédemment, 1~espace E comme un hyperplan affine de

E x R , on fait apparaître E x R comme un espace réticulé dont le cône positif a

une base bornée, donc comme un espace L (~) .
2° Si de plus alors E apparaît comme un espace de type II . Et un

espace, qui est à la fois de type M et de type L, est de dimension finie.

3° On munit E x R de la norme jm , définie dans la démonstration du théorème 1.

L’espace CE x R , j-) est alors un espace norme réticulé séparable. Tout point
extrémal x de S définit une G_ de Cs . Soient
x , x’ e ë(s) , et x~ e G~ , ~ ~ tels = = 1 . Les é~

ments x.. et x’ sont étrangers. Soit f e (E x P.)’+ tel que

Remarque. - L’ensemble sûr, être vide, comme le montre l’exem-

ple suivant ,

r~
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