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Séminaire CHOQUET
(Initiation & 1'analyse)
16e année, 1976/77, n° 11, 14 p.

T1-01

17 février 1977

ESPACES LOCALELENT CONVEXES SEPARES DIFFERENTIABLES

par Skender GJINUSHI

Cet exposé est un résumé des résultats principaux de la these de troisieme cycle
de 1'auteur présentée & 1'Université Pierre et Marie Curie (Université de Paris-VI).

Cette thése a été préparée sous la direction de G. CHOQUET.

Nous omettons les démonstrations. Le but de 1'exposé est 1'étude des e. 1. c. S.

fortement différentiables ou Gateaux-différentiables ; ces notions sont des exten-

sions des notions introduites par ASPLUND [1] pour les Banachs. Un résultat de
COLLIER [7] (obtenu aussi par NAMIOKA-PHELPS) montre que 1'espace de Banach E est
fortement différentiable si son dual BE' est faiblement compactement engendré

(f. c. e.). Pour cela, il utilise le fait que 1l'espace produit E' x R, comme espa-

ce f, c. e., vérifie la condition suivante :

S

3
(1) Chaque w —conpact convexe dquicontinu de

ot

w —fortement exposés (voir la suite pour les définitions).

B' x R est l'enveloppe convexe
*
w -fermée de ses points

ASPLUND [ 1] démontre que si E est fortement différentiable, alors E'!' satis-

fait & (1). Un petit lemme nous a permis d'établir la réciproque de ce théorime en
obtenant ainsi 1'équivalence entre la condition (1) sur E!
té forte de

et la différentiabili-
E . NAKMIOKA-PHELPS sont arrivés & ce résultat bien avant nous, en uti-
lisant les normes équivalentes sur E x R .

Cette équivalence nous a poussé a élargir la notion de différentiabilité, et a
essayer d'obtenir des résultats semblables pour une classe la plus large possible.

Cela nous permet d'obtenir des classes d'espaces de Fréchet et de Banach fortement
différentiables ou Gateaux-différentiables.

0., Définitions et notations.

Dans le but d'étendre la notion de différentiabilité forte au cas d'un espace
1. c. s

[3].

E ddsignera un espace localement convexe séparé (e. 1. c. s.) tandis que

nous allons rappeler quelques notions introduites par ASPLUND-ROCKAFELLAR

E!
sera son dual topologique muni de la topoliogie forte J(E' , B) .

On notera par x 1les éléments de E , et par x' ceux de BE! .

Une fonction f sur E , & valeurs dans R U (+ =) est dite convexe propre si

f(Axl + (l—k)x2)‘$ Kf(xl) + (l-A)f(xz) , ¥ Z, , %5 € E et 7V A€ QD,lj ’

et si f(x) n'est pas identiquement + = .
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Ls conjuguée de f est la fonction f£' , définie par

fr(x') = SUP_p (&Y, x) - £(x)) .

2 * 3 e . . ' ‘
Soulignons que si f  est une fonction convexe définie sur E' , et o(E' , E)

Se Co iey alors la conjuguée de la fonction f , définie par

f(x) = SUP gt ((X , X') = f‘fi-(xl))

* 3
est la fonction £ . Si f est une fonction convexe propre continue en un point

X, , alors f est continue en chaque point intérieur de 1'ensemble D= {x/f(x) < +=}
qui sera appelé domaine de continuité de f . '

Définition C.1,. (ASPLUND—ROCKAFELLAR). - Soient f wune fonction convexe propre

sur E, et B une famille de parties de

E; f est dite ® -différentiable en
X

o » st f(xo) <+ = et s'il existe x| dans E' tel que

f(xo + Au) - f(xo)
s - 1 —
11mx\o Sup, .p N (XO , Wl =0, ¥YB3eB.

Définition 0.2. = Sous les memes conditions, f est dite B -rotonde en X, bpar

rapport & xé si, pour tout € >0 et toute B de 6 , il existe § tel que

{v/f(xO + V) - f(xo) - {xy, V)< 8} € B .
Soit © 1la topologie de E 3 f est dite O&-rotonde en X, si f est (Vo)Af
rotonde en Xy s ou (Va)A est une base de voisinages de 1'origine pour la topolo-
gie G . Dans [ 3], ASPLUND-ROCKAFELIER démontrent que si E = UBe(B B, alors f
est @®-différentiable en Xy par rapport a xé si, et seulement si, sa conjuguée
£' est @ -rotonde en x} par rapport & x; , ol & = {BO CE'; Be @} .

Soit A une partie bornée de

E, et xé un point de E!

SUP_ oy (xé y X) .

L'ensemble {x € A ;

Notons Ii(4) =

x! , x) 2u(4) - o} sera dit une tranche de 4 . On la
0 ? Lranche
désigne par T(xé , o, A) .

Définition 0«3+ — Soit A wune partie bornée de

5. A est dite dentable si,

de 1'origine, il existe une tranche TO de A petite
1 B s m - (=
d'ordre Va (i. e. Ty TO Va ).

Si A est contenue dans E' , A est dite w —dentable si les tranches sont dé-

pour tout voisinage V

finies par les points de E .

Définition O.4. —= On dit que E
dentable.

est dentable si chaque partie bornée de F est

Définition 0.5. — On dit que E' est w —dentable si chaque partie équicontinue

o

e E' est ww-dentable.

Définition 0.6. — Un point Xy de A est dit extrémal fort si X posséde
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une base de voisinages pour la topologie de E , constituée de tranches. Il scra

dit fortement exposé s'il existe x! dans E!

0 tel que

(Xé , xo) = sup_, (Xé , X) et, ¥ (Xn)nGN <4, ((xé y xn)'—~§ (xé ’ xo>)

entraine ((xn —_— X pour la topologie de B ). Dans ce cas, on dira que xé ex—
pose fortement le point Xy e

Définition 0.,7. = Si la partie

A est incluse dans E' , le point 56 sera dit

* Ve . - 7 ’
w —extrémel fort (respectivement w —-fortement exposé) si les tranches considérées

ci-dessus sont définies par des points de E .

Notons un dernier résultat. Soit A une partie bornée convexe de

sur E définie par
0 x € A,
f(X) =

L+~a> ailleurs,

B, et f(x)

alors f est OG-rotonde en X, bpar rapport a Xé si, et seulement si, x}

0
se fortement X, dans A .

expo-

Nous pouvons maintenant donner les définitions suivantes.

Définition 0.8, — Soient E wun e.

l. co se, et B={B<E; B borné de E} .

E est dit fortement différentiable si, pour toute f

convexe propre sur E , l'en~
semble des points du domaine de continuité, ou f

est B-différentiable, est dense
dans ce domaine.

Définition 0.9. - Soient E' 1le dual de E , et d = {A < E A équicontinu}.

E' est dit faiblement fortement différentiable (f-f-différentiable) si,

f

pour ‘toute
convexe propre o(B! , E)-s. c. i., 1l'ensemble des points du domaine

de conti-
nuité de £

, ou f' est UO-différentiable, est dense dans ce domaine.

*
Dans la suite, on notera par w la topologie o(E? ; E) définie sur E!

Soulignons une derniére définition.

Définition 0.10. = Un espace de Fréchet E est dit faiblement compactement en-

gendré (f. c. e.) s'il contient un ensemble compact faible dont l'espace vectoriel
engendré soit partout dense dans E

Dans 1la suite, nous désignerons par y(O) , une base de voisinages de 1l'origine

pour la topologie de E , par B 1l'ensemble des parties bornées de

E, et par d
1'ensemble des parties égquicontinues de son dual.

W
I. Dentabilité et w —-dentabilité dans les e. 1. c. s. quasi métrisables.

1, Dentabilité dans les e. l. c. s. métrisables.

—~———.

Le lemme de PHELPS [20] peut &tre modifié de la fagon suivante.
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LEBME 1.1. - Soient E un espace normé, et A une partie bornée équilibrée con-
vexe fermée de E . Supposons que 3

soit un sous-—ensemble convexe fermé de A et
x! un point de E! tel que l'ensemble D= {x € E 3 xé(x) =0} nB soit non
vide. Si chaque partie de A est dentable, et si l'ensemble {x € B ; xé(x) >0}
est non vide, il existe pour tout € >0 wune tranche de B, Tl(x'

1,01’8)5_1_9_
coupant pas D et de diamétre inférieur & ¢

THEOREME 1.2. — Soit E un e. 1. c. métrisable. Soit A une partie égquilibrée

convexe, fermée, bornée de E , Si A est complet et si chaque partie de A est

dentable, alors chaque sous-ensemble convexe fermé de

A est 1l'enveloppe convexe

fermée de ses points extrémaux forts.

A 1z base de la démonstration du théoréme est le Tait qu'on peut se ramener au

cas des espaces normés, donc se servir du lemme 1.l. Il résulte de ce raisonnement
que le théortme 1.2 peut s'étendre aux e. l. c. s. quasi-métrisables (i. e. la to-

pologie induite sur chaque borné est métrisable), don6 chaque borné peut étre consi-

déré comme borné d'un espace de Banach.

Contre-exemple 1.3, — Le théoréme 1.2 ne reste pas vrai lorsque l'ensemble A

n'est pas complet. En effet, soit E wun espace de Banach dentable. Soit x

0
point de E de norme 1, et x} dans E' tel que xé(xo) =1= Hxé” . Considérons

x|l <1, xé(x) =0} v {XO}) . On peut vérifier aisément

que l'ensemble D\{xo} n'est pas 1l'enveloppe convexe fermée de ses points forte-
ment exposés.

un

1'ensemble D = con({x ;

D'autre part, on a le résultat suivant.

THEORIME 1.4. - Le complété d'un espace normé dentable 1l'est aussi.

2. Théoremes de type Phelps dans les espaces 1. c. s. quasi métrisables.

Rappelons qu'un espace 1. c. s. est quasi métrisable si la topologie induite par
la topologie forte sur chaque borné est métrisable.

Une. 1. c. s. E sera dit quasi de Fréchet si E
complet.

est quasi-métrisable et quasi

Du lemme 3.2 de SAAB [23] résulte le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.l1. — Soit E un e. 1. c. s. tonnelé, quasi de #réchet, dentable.

Chaque fermé borné convexe de E est 1'enveloppe convexe fermée de ses points

extrémaux forts.

Le lemme de MAYNARD [16] peut s'étendre facilement au cas des espaces quasi mé-

trisables en obtenant ainsi que chaquc compact faible d'un tel espace est dentable.

La méthode du lemme de [4 ] amd®ne au résultat suivant
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LEMME 2.2. = Soit B un e. 1. c. s. tel que chaque compact faible de E soit

dentable. Supposons que C sSoit un compact faible convexe de E
convexe fermé de

, B un borné,

E,et C # B . Soit D 1'enveloppe convexe fermée de B uC .
Pour tout voisinage de 1l'origine V , il existe une tranche T de

D petite,

d'ordre V , ne rencontrant pas B .

Donc, compte tenu de la remarque faite & propos du lemme de ilaynard, nous avons
le résultat suivant.

TEOREHE 2.3, - Chague compact faible convexe d'un e. 1. c. S. quasi métrisabdble

est 1'enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux forts.

Enoncons une modification du lemme 6 de PHELPS [20] :

LEMME 2.4, -~ Soit E un e. 1. c. s. dont chaque fermé borné convexe est 1l'enve-

loppe convexe fermée de ses points extrémaux forts. Soient C un fermé, borné,

convexe, et T(Xé ) C) wune tranche de C . Pour tout borné B de E et tout

€ >0 , il existe une tranche Tl(xi » Oy g C) , contenue dans TO y petite d'ordre
e , et telle que lxl -

1
Xlpye S € -

Ceci dit, le corollaire 2.1 et le théoréme 2.3 nous donnent les théoremes sui-
vants.

THEORELE 2.5. - Soit E un e. 1. c. s. tonneld, quasi de Fréchet, de dual de

Fréchet, et dentable. Chagque fermé convexe borné de E est l'enveloppe convexe

fermée de ses points fortement exposés.

THROREME 2.6. — Soit E un e. 1. c. s. quasi métrisable de dual de Fréchet. Cha-
que compact faible convexe de E

est 1l'enveloppe convexe fermée de ses points for-

tement exposés.

COROLIAIRE 2.7« = Dans une limite inductive stricte d'une suite d'espaces de

Banach, tout compact faible convexe est 1l'enveloppe convexe fermée de ses points
fortement exposés.

*
3. Sur les espaces duaux w -dentables.

*
(a) Théordmes de type Phelps dans les espaces duaux quasi métrisables, -7 —

dentables.

En combinant la méthode de PHELP3 [ 20 ] avec celle utilisée par NAMIOKA-ASPLUND
[47], nous démontrons le résultat suivant.

PROPOSITION 3.1+ - Soient E un e. 1. ¢. s., et E' son dual fort qui sera sup-

posé guasi métrisable. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

*
10 E' est w —dentable ;
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*
2° Chague X convexe équicontinu w —compact de E' est l'enveloppe convexe

#* ) . ¥* )
w -fermée de ses points w -extrémaux forts j

Ve . . *
30 Pour tout A équicontinu de E' , chague K convexe équicontinu w ~compact

* ’, - ’
est l'enveloppe convexe w —-fermée de ses points fortement exposés par une forme

¥
linéaire w ~continue dans AU K .

De plus, on a le théordme ci-aprés.

THEOREHE 3.2, = Soit E un espace de Fréchet de dual quasi métrisable. Les pro-—

priétés suivantes sont équivalentes :

*
1¢ E' est w -dentable ;

%!- ’ . 03
2° Chaque X w -compact, convexe, équicontinu de E' , est l'enveloppe convexe

3 , 2% ,
w -fermée de ses points w -fortement exposés.

PIES 3*
THEOREME 3.3. — Chaque produit fini d'espaces & duaux w -dentables, possédes un
dual ww—dentable.

P #*
T IEORELE 3.4. - Chaque sous-espace fermé d'un espace & dual w -dentable, posséde

*
un dual w -dentable.

#*
(b) Classes d'espaces duaux w -dentables.

Remarquons d'abord que les théoremes 2.3 [197], 4.3 [17] et 4.4 [17] restent
vrais méme dans le cas ou la condition de nétrisawilité est remplacée par celle de

quasi métrisabilité. Ceci dit, on peut démontrer le théoréme suivant.

THEORFME 3.5. = Soit E un e. 1. c. s. de dual E' quasi métrisable. E' est

%
w ~dentable dans chacun des cas suivants o

10 5i E' est quasi séparable (i. e. chague borné est séparable) ;

20

0
=

E' est f. c. e. ;

30

|m
'.J.
=

est semi-réflexif (i. e. E est égal & E" ).

II. Espaces de Fréchet fortement différentiables
ou bien Gateaux-différentiables.

4, Liens entre la dentabilité et la différentiabilité.

La proposition d'ASPLUND-ROCKAFELLAR mentiomnée dans le paragraphe O est & la

base des démonstrations des théordmes suivants.

. W . . Ry . 242
THEOREME 4.1. — Soit E un e. l. c. s. quasi conplet. Considérons les propriétés
Suivantes :

19 Chaque fermé, borné, convexe de E x R est 1'enveloppe convexe fermée de ses
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points fortement exposés ;

20 E' est faiblement fortement différentiable ;

30 La propriété 1° est vérifiée dans E ;

49 B est dentable.

Alers on a ¢ 1° = 2° =» 3° = 40°,,

THEOREME 4.2, - Soit E un e. l. ¢. s. Considérons les propriétés suivantes.

*
1° Chaque w -compact, éguicontinu, convexe de E' x R est l'enveloppe convexe
¥*

* ‘ . ;
w —-fermée de ses points w —fortement exposés ;

2° I est fortement différentiable ;

3° La propriété 1° est vérifiée dans E' ;

¥*
4° E!' est w -dentable.

Alors on a ¢ 1° => 2° =30 =349,

5. Espaces de Banach qui sont d’Asplqgg,

Les espaces de Banach fortement différentiables (dits aussi d'Asplund) ont été
introduits par ASPLUND dans [1]. Si on traduit la définition 0.8 pour un Banach, on

obtient la définition suivante.

DEFINITION 5.1 (ASPLUND). - Un espace de Banach E est dit d'Asplund si, pour

toute f convexe propre de E & [-» , +=] , 1'ensemble des points du domaine de

continuité de f , ou f est Fréchet-différentiable, est dense dans ce domaine.

Rappelons que f est dite Fréchet-différentiable en un point si f est B-
différentiable, ou B est la boule unité de E , ce qui est équivalent ici a ce

que f soit B-différentiable.

Des résultats de PHELPS, du théoréme 4.1 et du fait que si E est dentable alors

Ex R 1'est aussi, on peut tirer le résultat suivant, a0 & COLLIER [8]

Un espace de Banach E a la propriété de Radon-Nikodym (est dentable) si, et seu-

lement si, son dual E' est f-f-différentiable.

Tandis que les théorémes 3.3 et 4.2 et la remarque de PHELPS ([20], page 86, voir

aussi le théoréme 3.2) nous donuent le résultat suivant.

THRORELE 5.2. - Pour gqu'un espace de Banach E soit d'Asplund, il faut et il

¥*
suffit que E' soit w -dentable.

rL X

CCROLLAIRE 5.3. - 3i E' est wi—dentable, et X un w"—compact convexe de E' ,

alors l'ensemble Ey = {x € E ; x expose fortement un point de K } est un G§

partout dense dans &® .
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COROLLAIRE 5.4. — Dans un espace de Banach E , les propriétés suivantes sont

équivalentes :

*
1°© E' est w -dentable ;

2° Chaque norme Squivalente de E est Fréchet-différentiable en chaque point

d'un ensemble G§ partout dense dans E

3° Chague norme équivalente de E est Fréchet-différentiable en un point de E .

Grice aux théoremes 3.5 et 5.2, on obtient le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.5. — Un espace E est d'Asplund dans chacun des cas suivants :

10 3i E' est séparable ;

20 31 B!' est f. c. €.

—— ’

30 8i B est réflexif.

ASPLUND démontre 1° et 3° en affirmant d'abord que, sous ces conditions, E!' ad-

met une norme duale équivalente localement uniformément convexe (1. u. c.) & sa-

3 ° 1 1 ] 1
voir ¢ V (Xn)nﬁﬂ_ dans E et YV x dans E?,

0
e - =l —>0 si xtll = lxgll =1
et '

(Pour démontrer 3°, on fait appel aussi & un résultat de TROYANSKI.)

Puis il démontre que E est d'Asplund lorsque E!' est 1. u. c¢. Le théoréme sui-

vant améliore ce résultat :

TiBORELE 5.6. - On suppose que E' satisfait a la condition

\ (B BY) \
¥* ! Famil: "4 5 A ! Bt t a2 Iy ¢!
(*) [v (x y » famille filtrée de E' , et ¥ Xy € , Ona X X} des

e xt ZELE 1 ob et s ]

*
Alors E' est w -dentable.

Cela implique le résultat suivant.

COROLLAIRE 5.7. - Sous les conditions du théordéme 5.6, E est d'Asplund.

Bvidemment si E' est 1l. u. c., E' vérifie (*) .

#*
possede la propriété de R. H. si E' est w

dentable., Le théoréme de STEGALL implique que E' est sénarable si E est sépara-
ble, et E!

PHELPS [20] remarque que E!

a la propriété de R. N. A 1l'aide de ce méme théoréme, NAMIOKA établit

*
1'équivalence entre la w -dentabilité et la dentabilité de E', ce qui entraine

E est d'Asplund si, et seulement si, E' a la propriété de R. N.
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6. Classes d'espaces fortement différentiables.

(a) Quelques contre-exemples. — Dans le § 5 nous avons établi 1t'équivalence entre
les propriétés du théoréme 4.1 d'une part, et celles du théoréme 4.2 d'autre part

pour les espaces de Banach. Les 'contre-exemples suivants montrent qu'aucune de ces
équivalences ne subsiste en général.

Contre-exemple 6.1, = PECK [22] construit un sous-ensemble fermé borné convexe

dans un produit dénombrable d'espaces de Banach Bi non réflexifs, qui n'a pas de

point support. Supposons de plus gue chaque Bi ait la propriété de R. N., ce qui

implique que 1l'espace M Bi est un Fréchet dentable (voir [25]). Cependant son

dual n'est pas f. f, différentiable & cause de 1l'implication 2° =» 3° gJu théore-

me 4.1. L'existence de l'ensemble de Peck dans rIBi entraine également que le

probléme I de [24] a une réponse négative.

Contre—exemple 6.2. — De méme, si on suppose que chaque B

est de dual B} gé-~
*
parable, alors l'espace ﬂieN Bi est un espace de Fréchet w -dentable. Dans cet

2 *
espace existe un ensemble sans point w —fortement exposé (2 savoir 1'ensemble de

Peck). Cela implique que E n'est pas fortement différentiable 3 cause de 1'impli-

cation 2° = 3° du théortme 4.2.

Contre-exemple 6.3+ — Soit (Bi)

jey ume suite d'espaces de Banach réflexifs. On

vérifie aisément que 1l'ensemble U —-‘TUi , OU Us est la boule unité de B, , est

un compact faible convexe sans point fortement exposé. Donc, le probléme V de
[23] a une réponse négative.

(b) Classes d'espaces de Fréchet fortement différentiables. - Malgré ce qu'on

vient de remarquer, les équivalences vont &tre établies pour une classe plus large
que celle des espaces de Banach, bref les théorémes du § 5 vont &tre généralisés.

En effet, le théortme 3.3 en conjonction avec les théoreémes 3.2 et 4.2 entraine
le théorime suivant,

THEORE.E 6.4. — Soit E un espace de Fréchet de dual quasi métrisable.

( E est fortement différentiable)<r—f>( B!

*
est w -dentable.)

Compte tenu du théoréme 3.5, on a le résultat suivant.

CORCLLAIRE 6.5. —= Un espace E de Fréchet de dual E!' gquasi métrisable est for-

tement différentiable dans chacurn des cas suivants

1° 81 B' est quasi-séparable ;

20 Si B! est f. c. 2.

——— ————— e s

30 Si E est réflexif.

Le corollaire 6,10 zffirme gue E x R est dentable si l'espace E est tonnelé,

quasi de Tréchet, dentable de dual de Fréchet. Il en rdésulte, grfice aux théoremes
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4.1 et 4.2, le théoréme suivant.

THEORKIE 6.6. — Un espace 1. c. s. tonnelé, quasi de Fréchet, de dual de Fréchet,

est dentable si, et seulement si, son dual est f, f.-différentiable.

COROLLAIRE 6.7« — Une limite inductive stricte d'une suite croissante d'espaces

de Banach dentables a un dual f. f.-différentiable.

Le théoréme 2. domme le corollaire suivant.

E so0it quasi métrisable, semi-réflexif, de dual

COROLLAIRE 6.8. — Supposons que
de Fréchet. Alors son dual est f. f.-différentiable.

(¢) Produit d'espaces d'Asplund. — Nous allons trouver d'autres classes d'espaces

1. ¢. 8. qui sont fortement différentiables,

d'espaces de Banach est fortement différen-

THEOREUE 6.9. - Un produit Il _ B,
tiable si, et seulement si, chaque Ba est d'Asplund.

D!'ou le corollaire suivant.

des espaces des types suivants est fortement différen—

COROLLAIRE 5.10, = Chacun
tiable :

1° Tout produit d'espaces de Banach de duaux séparables

20 Tout produit d'espaces de Banach de duaux f. c. e.

30 Tout produit d'espaces de Banach réflexifs.

Mentionnons qu'un espace dual de Banach f. f.-différentiable est dit aussi

d!Asplund faible.

Ceci dit, on a le théoreme suivant.

famille d'espaces de Banach. L'espace dual
B& est d'Asplund

THEOREME 6.11. - Soit (Ba)aeA une
' Yy . .

- Ba est f. f.~différentiadble si,
faible .

et seulement si, chaque

d'une famille d'espaces de Banach, possédant

COROLLAIRE 6,12, - La somme directe
la propriété de R. N. est dentable et & un dual f. f.-différentiable.

Indiquons une derniere classe d'espaces 1, c. fortement différertiables.

THEOREI'E 6.13. — Soit E un e. 1. c. s. quasi complet de dual de Benach. 3i B!

*
€st w -dentable, alors E est fortement différentiable.

T+ Sur les espaces de Fréchet Gateaux-différentiables.

Dans [ 1], ASPLUND donne la définition suivante.
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Définition 7.1. - Un espace

toute f

E de Banach est dit Gateaux-différentiable si, pour
convexe propre, 1'ensemble des points du domaine de continuité de f , ou
f est simplement différentiable ou différentiable selon chaque direction (2 savoir:

f est simplement-différentiable en X, s'il existe xé € E' +tel que
fx. + aw) - f(x )
lim 0 o _ &', uw)l =0
N0 A 0’ ’

yu€ B ), est dense dans ce domaine.

Nous donnons la méme définition pour les espaces 1. c. s.

Soit E un e. 1, c. s. Son dual E' , muni de la topologie a(E' , B) , & pour

dual 1l'espace E lui-méme.

En appliquant la méthode des théordmes 4.1 et 4.2 & 1l'espace (E' , o(E' , E)) ,
on obtient le théoréme suivant.

THREORFLIE Te2e - S0oit E un e. 1. c. s. Considérons les propriétés suivantes :
*
1° Chaque ¥ convexe w -compact équicontinu de (B' x R , o(E'xR , ExR))

1l'enveloppe convexe w —fermée de ses points fortement exposés ;

est

20 E est Gateaux-différentiable ;

3% La propriété 1° est vérifide dans 1'espace (B! , o(E' , B)) .

Alors 10 =320 = 30 ,
Précisons qu'un point xé est fortement exposé dans K considéré comme partie
de (B! , o(E' , E)) s'il existe X, dans E tel qu'une suite (xﬁ) dans K

converge vers X, pour la topologie o(E! , E) si xé(xo)-——é xé(xo) .

Afin de trouver des classes d'espaces de Fréchet Gateaux-différentiables, nous
avons besoin des théordmes suivants :

DIHOREME 7.3. - Si E est un espace de Iréchet séparable, alors E' vérifie la
propriété 3° du théordme T.2.

Ce théoréme résulte immédiatement du corollaire 6.

THEOREE 7.4, - Si E est un espace de Fréchet f. c. e., alors B! vérifie la
propriété 3° du théoréme 7.2.

Si on applique ces deux derniers théore&mes & l'espace produit E' x R , cela im-

plique la vérification de la propriété 1° du théoréme 7.2, donc on a le résultat
suivant.

COROLLAIRE 7.5. - Tout
différentiable.

espace de Fréchet séparable ou f. c. e. est Gateaux-

D'autre part, toujours & 1l'aide du théordme 7.2, nous pouvons démontrer le théo—
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réme suivant.

THEOREME 7.6, — Tout produit d'espaces de Banach séparables ou f. c. e., est

Gateaux—-différentiable.

8. Classes d'espaces de Fréchet ayant la propriété de Radon-Nikodym.

Les résultats du paragraphe 3 nous permettront de trouver des espaces de Fréchet
ayant la propriété de Radon-Nikodymu.

Définition 8.1. — On dit qu'un espace de Fréchet posséde la propriété de R. N. si,

pour tout espace mesuré (T , £, r) , et toute mesure m sur ¥ & valeurs dans
E absolument continue par rapport & r

et de variation finie, il existe f: T —= ¢
tel que f € Lé(r) et

m(4) = I fdr, VAEYZ

(voir SAAB [24] pour les détails).

Dans ce travail, SAAB montre que E a la propriété de R. N. si, et seulement si,
E est dentable.

PROPOSITION 8.2. - Si E est quasi-tonnelé et si son dual E' de Fréchet est

*
w -dentable, alors B! est dentable. Donc E' a la propriété de R. N.

COROLLAIRE 8,3. - Soit E' un espace dual de Fréchet quasi séparable. Si E est

quasi tonnelé, alors E' possede la propriété de R. N.

COROLLAIRE 8.4. ~ On a les mémes résultats si, & la place de la quasi séparabili-
té de B!

, on suppose que B! est f. c. e.

THEOREIE 8.5. — Un espace E de Fréchet a la propriété de R. N, dans chacun des

cas suivants :

1° 3i son bidual est f. c. e.

2° Si son dual est semi-réflexif.

Le théortme et les corollaires précédents découlent du théoréme 3.5 et de la pro-
position 8.2.
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