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11-01

ESPACES LOCALEMENT CONVEXES SÉPARÉS DIFFERÉNTIABLES

par Skender GJINUSHI

Séminaire CROQUET
(Initi ati on à 1 ’ analyse )
16e année, 1976/77, n° 11, 14 p. 17 février 1977

Cet exposé est un résumé des résultats principaux de la thèse de troisième cycle

de l’auteur présentée à l’Université Pierre et Marie Curie (Université de Paris-VI).
Cette thèse a été préparée sous la direction de G. CHOQUET.

Nous omettons les démonstrations. Le but de l’exposé est l’étude des e. 1. c. s.

fortement différentiables ou Gateaux-différentiables ; ces notions sont des exten-

sions des notions introduites par ASPLUND [1] pour les Banachs. Un résultat de
COLLIER [7] ( obtenu aussi par NAMIOKA-PHELPS) montre que l’espace de Banach E est

fortement différentiable si son dual E’ est faiblement compactement engendré

(f. c. e.). Pour cela, il utilise le fait que l’espace produit E’ x PL y comme espa-

ce f. c. (5. y vérifie la condition suivante :

( ~.~ Chaque w -compact convexe équicontinu de E’ x R est l’enveloppe convexe

w~~-fermée de ses points w -fortement exposés (voir la suite pour les définitions .

ASPLUND [1] démontre que si E est fortement différentiabley 9 alors E’ satis-

fait à ( 1 ~ . Un petit lemme nous a permis d’établir la réciproque de ce théorème en
obtenant ainsi l’équivalence entre la condition (1) sur E’ et la différentiabili-

té forte de E. NAMIOKA-PHELPS sont arrivés à ce résultat bien avant nous, en uti-

lisant les normes équivalentes sur E x R . .

Cette équivalence nous a poussé à élargir la notion de différentiabilité, et à

essayer d’obtenir des résultats semblables pour une classe la plus large possible.

Cela nous permet d’obtenir des classes d’espaces de Fréchet et de Banach fortement

différentiables ou Gateaux-différentiables.

0. Définitions et notations.

Dans le but d’étendre la notion de différentiabilité forte au cas d’un espace

1. c. s,, nous allons rappeler quelques notions introduites par ASPLUND-ROCKAFELLAR

[3].
E désignera un espace localement convexe séparé (e. 1. c. 23. ) tandis que E’

sera son dual topologique muni de la topologie forte 03B2(E’ , y E) .

On notera par x les éléments de E y et par x’ ceux de E’ .

~~ Une fonction f~ sur E , à valeurs dans! u (-~ ce) est dite convexe propre si
!h ..

~’ + ( 1-~i~~x j  + ( L-n.~f (x ~ ~ E E (o, l ) ,
~~ j r 

1, 2 1 2 ’ 1 ’ 2

et si f(x) n’est pas identiquement + co .



La conjuguée de f est la fonction f’ , définie par

f’(x’) = supx~E «x’ , x) - f(x)) .

Soulignons que si f* est une fonction convexe définie sur E’ , et J (E’ / y E)

s. c. i., alors la conjuguée de la fonction f , définie par

est la fonction f . Si f est une fonction convexe propre continue en un point

x y alors f est continue en chaque point intérieur de l’ensemble D= (x/f(x)  +~)

qui sera appelé domaine de continuité de f.

Définition 0.1~ (ASPLUND-ROCKAFELLAR). - Soient f une fonction convexe propre

sur E , et (8 une famille de parties de E ; f est dite (B -différentiable en

 + ce et s’il existe x’ dans E ’ tel que

. 

Au) - 
, )supu~B 

Définition 0.2. - Sous les mêmes conditions, f est dite 03B2 -rotonde en x. par

rapport à xi si, pour tout s > 0 et toute B de (B y il existe 6 tel que

+ v) - f(x~) - (x~ , B.

Soit S la topologie de E : f est dite -rotonde en x0 si f est 

rotonde en Xo ,où (v ). est une base de voisinages de l’origine pour la topolo-

gie S . Dans [3], ASPLUND-ROCKAFELLER démontrent que si E = ~B~B B , alors f

est B-différentiable en x0 par rapport à x’0 si, y et seulement si, y sa conjuguée
f’ est (130 -rotonde en 3e’. par rapport à où B0 = i B e 

Soit A une partie bornée de E y et x’ un point de E’ .

Notons M(A) = supx~A (x’ y x~ .

L’ensemble (x = A ; (x~ ~ x) 5~ ~l(A) - (~~ sera dit une tranche de A. On la

désigne par y A) .

Définition 0.3’ - Soit A une partie bornée de E . A est dite dentable si,

pour tout voisinage Va de l’origine y il existe une tranche T~ de A petite

d’ordre Va (i. e. 

,

Si A est contenue dans E’ , A est dite w -dentable si les tranches sont de-

finies par les points de E.

Définition 0.4. - On dit que E est dentable si chaque partie bornée de E est

dentable.

~

Définition 0.5. - On dit que E’ est w -dentable si chaque partie équicontinue
* 

°°°°°~~

de E’ est w -dentable.

Définition 0.6. - Un point x~ de A est dit extrémal fort si x.. possède



une base de voisinages pour la topologie de E , constituée de tranches. Il sera

dit fortement exposé s’il existe x’0 dans E’ tel que

(x’0 , x ) _ supx~A (x’0 , x) et, ~ (xn)n~ ~ A ((x’0 , xn) ~ (x’0 , x0))
entraine ~ x G pour la topologie de E ). Dans ce cas, on dira que xà ex-

pose fortement le point Xo .

Définition 0.7. - Si la partie A est incluse dans E’ , le point ~ sera dit

/-extrémal fort (respectivement w -fortement exposé) si les tranches considérées

ci-dessus sont définies par des points de E .

Notons un dernier résultat. Soit A une partie bornée convexe de E, et f(x)
sur E définie par

alors f est 0-rotonde en xo par rapport à x6 si, et seulement si, y x~ expo-

se fortement x~ dans A.

Nous pouvons maintenant donner les définitions suivantes.

Définition 0.8. - Soient E un e. 1. c, s., et 03B2 = B borné de E) .
E est dit fortement différentiable si, pour toute f convexe propre sur E, l’en-

semble des points du domaine de continuité, y où f est @-différentiable, est dense

dans ce domaine.

Définition 0.9. - Soient E’ le dual de E , et (A C E’ p A équicontinu).
E’ est dit faiblement fortement différentiable (f-f-différentiable) si, pour toute

f’ convexe propre E)-s. c. i., l’ensemble des points du domaine de conti-

nuité de f’ , y où f’ est différentiable, est dense dans ce domaine.

Dans la suite, on notera par ~rz la topologie y E) définie sur E’ .

Soulignons une dernière définition.

Définition 0.10. - Un espace de Fréchet E est dit faiblement compactement en-

gendré ( f , c, e.) s’il contient un ensemble compact faible dont l’espace vectoriel

engendré soit partout dense dans E .

Dans la suite, y nous désignerons par ~(0 ~ , une base de voisinages de l’origine
pour la topologie de E , par 03B2 l’ ensemble des parties bornées de E, et par CL

l’ensemble des parties équicontinues de son dual. 
’

I. Dentabilité et w* -dentabilité dans les e. 1. c. s. auasi métrisables.

l. Dentabilité dans les e. 1. c. s. métrisables.

Le lemme de PHELPS [20J peut être modifié de la façon suivante.



LEMME 1.1. - Soient E un espace normé, et A une partie bornée équilibrée con-

vexe fermée de E. Supposons que B soit un sous-.ensemble convexe fermé de A et

x’ un point de E~ tel que l’ensemble D = ~x E E ; 0 ~ n B soit non

vide. Si chaque partie de A est dentable, et si l’ensemble {x ~ B ; x’ (x) > 0}
est non vide, il existe pour tout e > 0 une tranche de B, y T1 (x’1 , 03B1 , 03B2) ne

coupant pas D et de diamètre inférieur à E.

THÉORÈME 1.2. - Soit E un e. 1. c. métrisable. Soit A une partie équilibrée
convexe, fermée, bornée de E . Si A est complet et si chaque partie de A est

dentable, alors chaque sous-ensemble convexe fermé de A est l’ enveloppe convexe

fermée de se s points extrémaux forts.

A la base de la démonstration du théorème est le fait qu’on peut se ramener au

cas des espaces normés, y donc se servir du lemme 1.1. Il résulte de ce raisonnement

que le théorème 1.2 peut s’étendre aux e. 1. c. s. quasi-métrisables (i 8 e. la to-

pologie induite sur chaque borné est métrisable) , donc chaque borné peut être consi-
déré comme borné d’un espace de Banach.

Contre-exemple 1.3. - Le théorème 1.2 ne reste pas vrai lorsque l’ensemble A

n’est pas complet. En effet , soit E un espace de Banach dentable. Soit x~ un

point de E de norme et xi dans E’ tel que = 1 = Considérons

l’ensemble D = con( (x ; 9 ~’x ~~  1 , 0 ~ u ~x ~ ~ . On peut vérifier aisément
que l’ensemble n’est pas l’enveloppe convexe fermée de ses points forte-

ment exposés.

D’autre part y on a le résultat suivant.

1.4. - Le complété d’un espace normé dentable l’ est aussi.

2. Théorèmes de type Phelp s dans les es aces l, c. s. uasi métrisables.

Rappelons qu’un espace 1. c. s, est quasi métrisable si la topologie induite par

la topologie forte sur chaque borné est métrisable.

Un e. 1. c. s. E sera dit quasi de Fréchet si E est quasi-métrisablc et quasi

complet.

Du lemme 3.2 de SAAB [23] résulte le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.1. - Soit E un e. 1. c. s. tonnelé, quasi de Préchet, dentable.

Chaque fermé borné convexe de E est l’enveloppe convexe fermée de ses points

extrémaux forts.

Le lemme de peut s’étendre facilement au cas des espaces quasi mé-

trisables en obtenant ainsi que chaque compact faible d’un tel espace est dentable.

La méthode du lemme de [41 amène au résultat suivant :



2.2. - Soit E un e. 1. c. s. tel que chaque compact faible de E soit

dentable. Supposons que C soit un compact faible convexe de E, y B un borné,
convexe ferme de E ~ et C ~ B . Soit D l’ enveloppe convexe fermée de B u C .

Pour tout voisinage de l’origine V, il existe une tranche T de D petite,
d’ ordre V y ne rencontrant pas B ,

Donc, compte tenu de la remarque faite à propos du lemme de Maynard, nous avons

le résultat suivant.

THÉORÈME 2.3. - Chaque compact f aible convexe d’un e. IL. c, s. quasi métrisable

est l’enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux forts.

Énonçons une modification du lemme 6 de PHELPS j_ 20 ~ :

2.4. - Soit E un e. 1. c. s, dont cha ue fermé borné convexe est l’ enve-

loppe convexe fermée de ses points extrémaux forts. Soient C un fermé, borné,

convexe, et T (x’0 , 03B10 , C) une tranche de C . Pour tout borné B de E et tout

E > 0 , il existe une tranche y 03B11 , C) , contenue dans petite d’ordre

~ , x’ - 
Ceci dit, le corollaire 2,1 et le théorème 2.3 nous donnent les théorèmes sui-

vants. ..

THÉORÈME 2.5. - Soit E un e. 1. c. s, tonnelé, quasi (le Fréchet, de dual de

Fréchet et dentable. Chaque fermé convexe borné de E est l’enveloppe convexe

fermée de ses points fortement exposés.

THÉORÈME 2.6. - Soit E un e. IL. c, s. quasi métrisable de dual de Fréchet. Cha-

que compact faible c onvexe de E es t l’enveloppe c onvexe fermée de s e s point s for-

tement exposés.

COROLLAIRE 2.7. - Dans une limite inductive stricte d’ une suite d’ espaces de

Banach, tout compact faible convexe est l’enveloppe convexe fermée de ses points
fortement exposés.

3. Sur les es aces duaux w -dentables.

(a) Théorèmes de type Phelps dans les espaces duaux quasi métrisables, 
dentables.

En combinant la méthode de avec celle utilisée par NAMIOKA-ASPLUND

~ 4 j , nous démontrons le résultat suivant.

PROPOSITION 3.1. - So~, ient, E un e . 1, c . s . p et E’ son dual fort qui sera sup-
posé quasi métrisable. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
*

1° E’ est w -dentable ; p



2° Chaque K convexe équicontinu w * -compact de E’ est l’ enveloppe convexe
* , 

" 

. * , 
" ° 

w -fermee de ses points w -extrémaux forts ;

3° Pour tout A équicontinu de chaque K convexe équicontinu w* -compact

est l’ enveloppe convexe w*-fermée de ses points f ortement exposes par une forme
linéaire w* -continue dans A u K . 

De plus y on a le théorème ci-après.

THÉORÈME 3.2. - Soit E un espace de Fréchet de dual quasi métrisable. Les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :
*

1° E’ est w -dentable ; 9

2o Chaque K w -compact 9 convexe, équicontinu de Et , est l’ enveloppe convexe
; 

. 
~ 

.

w -fermée de ses points w -fortement exposes.
’ 

r v 
, 

* 
,

THÉORÈME 3.3. - Chaque produit fini d’ espaces à duaux w -dentables, possède un

dual w -dentable.

3.4. - Cha ue sous-espace fermé d’un es ace à dual w -dentable, possède
-~ 

’ 
’ "’ 

’ ’

un dual w -dentable.

(b) Classes d’espaces duaux w 
# 

-dentables.

Remarquons d’abord que les théorèmes 2.3 ~ 19 ~, 4.3 [17J et 4.4 ~ :L7 ~ restent

vrais même dans le cas ou la condition de métrisabilité est remplacée par celle de

quasi métrisabilité. Ceci dit, y on peut démontrer le théorème suivant.

THÉORÈME 3.5. - Soit E un e. 1. c. s. de dual Et quasi métrisable. E’ est
.....,......, 

’° 

w -dentable dans chacun des cas suivants : ô

1° Si E’ est quasi séparable ( i. e. chaque borné est séparable) ;
2° Si E’ est f. c. e. ; 9

3° Si E est semi-réflexif Ci. e. E est égal à 

II. Es aces de Fréchet fortement différentiables

ou bien Gateaux-différentiables.

4. Liens entre la dentabilité et la différentiabilité.

La proposition d’ASPLUND-ROCKAFELLAR mentionnée dans le paragraphe 0 est à la

base des démonstrations des théorèmes suivants.

4.1. - So it E un e. 1. c. s. quasi complet. Considérons le s propriétés
suivantes :

lo Chaque fermée borné, y convexe de E x R est l’ enveloppe convexe fermée de ses



points fortement exposés ;

2° Ei est faiblement fortement différentiable ;

3° La propriété 1° est vérifiée dans E ;

4° E est dentable.

Alors on a : 1° ===~ 2° ===~ 3° ==~ 4°..

THÉORÈME 4.2. - Soit E un e. 1, c, s. Considérons les propriétés suivantes.

2° Chaque w -compact, équicontinu, convexe de E’ x R est l’enveloppe convexe
y~ --fermée de ses points w -fortement exposés ; 

.---  
-

2° E est fortement différentiable ;

3° La propriété I° est vérifiée dans E’

4° E’ est w -dentable.

Alors on a ~ 1.° ===> 2° ===~> 3° ~ 4° ,

5 . d’ As lund .

Les espaces de Banach fortement différentiables (dits aussi d’Asplund) ont été
introduits par ASPLUND dans [1]. Si on traduit la définition 0.8 pour un Banach, on
obtient la définition suivante.

5.~. Un espace de Banach E est dit d’Asplund si, pour

toute f convexe propre de E à [-~ , +~], y l’ensemble des points du domaine de

continuité de f , y où f est Fréchet-différentiable, est dense dans ce domaine.

Rappelons que f est dite Fréchet-différentiable en un point si f est B-

différentiable, où B est la boule unité de E , ce qui est équivalent ici à ce

que f soit 03B2-différentiable.

Des résultats de PHELPS, du théorème 4.1 et du fait que si E est dentable alors

E x R l’ est aussi9 on peut tirer le résultat suivante dû à COLLIER [8] :

Un espace de Banach E a la propriété de Radon-Nikodym (est dentable) si, et seu-

lement si , son dual E’ est f-f-di fférent i ab l e .

Tandis que les théorèmes 3.3 et 4.2 et la remarque de PHELPS ([20], page 86, voir
aussi le théorème 3.2) nous donnent le résultat suivant.

5.2. - Pour qu’un espace de Banach E soit d’Asplund, il faut et il
20142014~- ’

suffit que E’ soit w -dentable.

COROLLAIRE 5.3. - Si E’ est w*-dentable, et K un w*-compact convexe de E’ ,
alors l’ensemble EK = {x E E ; x expose fortement un point de est un Gd

partout dense dans E .



COROLLAIRE 5.4. - Dans un espace de Banach E , les propriétés sui vant e s sont

équivalentes : .

1° Et , e st w -dentable ;

2° Chaque norme équivalente de E est Fréchet-différentiable en chaque point

d’un ensemble G-6 partout dense dans E ; p

3° Chaque nonne équivalente de E est Fréchet-différentiable en un point de E.

Grâce aux théorèmes 3.5 et 5.2, on obtient le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.5. - Un espace E est d’Asplund dans chacun des cas suivants :

1° Si E’ est séparable ;

2° Si E’ est f, c, e. ;

3° Si E est réflexif.

ASPLUND démontre 1° et 3° en affirmant d’abord que, sous ces conditions, E’ ad-

met une norme duale équivalente localement uniformément convexe (l. u. c.) à sa-

dans E’ et V x’ dans E’ ,

~x’n - x’0~ ~ 0 Si = ~x’n~ - ~x’0~ = 1

et

lim 
n~~ 

~x’n + x’0~ 2 = 1 .
(Pour démontrer 3°, on fait appel aussi à un résultat de TROYANSKI. )
Puis il démontre que E est d’Asplund lorsque Et est 1. u. c. Le théorème sui-

vant améliore ce résultat :

THÉORÈME 5.6. - On suppose que E’ satisfait à la condition

(*) [~ (x’03B1)03B1~A , famille filtrée de 9 et ~ x’0 E El, on a x. x’ des

que x’03B1 03C3(E’,E) x’0 et ~x’03B1~ ~ ~x’0~].
Alors E , est w -dentable.

Cela implique le résultat suivant.

COROLLAIRE 5.7. - Sous les conditions du théorème 5.6, E est d’Asplund.

Evidemment si E’ est 1. u, c., E’ vérifie (*) .

PRELPS [20J remarque que E’ possède la propriété de R. N. si E’ 

dentable. Le théorème de S’TEGALL implique que E’ est séparable si E est sépara-
ble, 9 et E’ a la propriété de R. N. A l’aide de ce même théorème, NAMIOKA établit
1 équivalence entre la w -dentabilité et la dentabilité de E’ , ce qui entraîne :

E est d’Asplund si, y et seulement si, E’ a la propriété de R. N.



6. Classes d’es aces fortement différentiables.

( a) Quelques contre-exemples. - Dans le § 5 nous avons établi l’ équivalence entre
les propriétés du théorème 4.1 d’une part, et celles du théorème 4.2 dtautre part

pour les espaces de Banach. Les contre-exemples suivants montrent qu’aucune de ces

équivalences ne subsiste en général.

Contre-exemple ~.1. - PECK ~22~ construit un sous-ensemble fermé borné convexe
dans un produit dénombrable d’espaces de Banach Bi non réflexifs, qui n’a pas de

point support. Supposons de plus que chaque Bi ait la propriété de R. ~., ce qui

implique que l’espace ÎÏ B. 1 est un Fréchet dentable (voir [25]). Cependant son
dual n’est pas f , î. différentiable à cause de l’implication 2° ~ 3° du théorè-

me 4.1.. L ’ exi stence de l ’ e nsemble de Peck dans 03A0 B. i entraîne également que le

problème T de C 24~ a une réponse négative.

Contre-exemple â.2. - De même, 9 si on suppose que chaque est de dual Bi sé-

parable, alors l’ espace 03A0i~N B’. 1 est un espace de Fréchet w*-dentable. Dans cet
espace existe an ensemble sans point ~T -fortement exposé ( à savoir l’ ensemble de
Peck). Cela implique que E n’est pas fortement différentiable à cause de l’impli-
cation 2~ ~ 3° du théorème 4.2.

Contre-exemple 6.3. - Soit une suite d’espaces de Banach réflexifs. On

vérifie aisément aue 1’ensemble U , est la boule unité de B. 9 est
un compact faible convexe sans point f ortement exposé. Donc, 9 le problème V de

~ 23 ~ a une réponse négative.

(b) Classes d’espaces de Fréchet fortement différentiables. - Malgré ce qu’on ,

vient de remarquer, les équivalences vont être établies pour une classe plus large

que celle des espaces de Banach, bref les théorèmes 5 vont être généralisés.
En effet? le théorème 3.3 en conjonction avec les théorèmes 3.2 et 4.2 entraîne

le 

THÉORÈME 6.4. - Soit E un espace de Fréchet de dual quasi métrisable.

( E est fortement différentiable) ~ (E’ est w*-dentable.)

Compte tenu du théorème 3.5, on a le résultat suivant.

COROLLAIRE 6.5. - Un espace E de Fréchet de dual E’ quasi métrisable est for-

tement différentiable dans chacun des cas suivants ;

1’J Si E’ est quasi-séparable ;
2° Si E’ est f. c. ~. ;

3° Si E est réflexif.

Le corollaire 6.10 affirme que E x R est dentable si l’espace E est tonnelé,

quasi de Fréchet, dentable de dual de Fréchet. Il en résulte, grâce aux théorèmes



4 .1 et 4.2, le théorème suivant.

T~OR~’~~E 6.6. - Un espace 1. c. s. tonnelé, quasi de Fréchet, de dual de Fréchet,
est dentable si, et seulement si, son dual est f. f.-différentiable.

COROLLAIRE 6.7. - Une limite inductive stricte d’une suite croissante £’espaces

de Banach dentables a un dual f. f .-différentiable.

Le théorème 2. donne le corollaire suivant.

COROLLAIRE 6.8. - Supposons que E soit quasi métrisable, semi-réflexif, de dual

de Fréchet. Alors son dual est f, f.-différentiable.

(c) Produit d’ espaces d’Asplund. - Nous allons trouver d’autres classes d’espaces
1. c. s. qui sont fortement différentiables.

THÉORÈME 6 p9. - Un produit B d’espaces de Banach est fortement différen-

tiable si, et seulement si, y chaque B est dlAsplund.

D’où le corollaire suivant.

COROLLAIRE 6.10. - Chacun des espaces des types suivants est fortement différen-

tiable :

1° Tout produit d; espaces de Banach de duaux séparables ;

2° Tout produit d’ espaces de Banach de duaux f . c . e. ;

3° Tout produit d’ espaces de Banach réflexifs.

Mentionnons qu’un espace dual de Banach f. f.-différentiable est dit aussi

d’Asplund faible.

Ceci dit, on a le théorème suivant.

THÉORÈME 6.11. - Soit (B ) , une famille d’ espaces de Banach. L’ espace dual
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est f. f.-différentiable si, et seulement si, chaque est d’Asplund

faible.

COROLLAIRE 6.12. - La somme directe d’une famille d’espaces de Banach, possédant

la propriété de R. N. est dentable et a un dual i . f.-différentiable.

Indiquons une dernière classe d’espaces 1. c, fortement différentiables.

THÉORÈME 6.13. - Soit E un e. 1. c, s. quasi complet de dual de Banach. Si E’
- 2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 -

est w -dentable, alors E est fortement différentiable.

7. Sur les es aces de Fréchet Gateaux-différentiables.

Dans ~1.~? ASPLUND donne la définition suivante.



Définition 7.1. - Un espace E de Banach est dit Gateaux-différentiable si, pour

toute f convexe propre, l’ensemble des points du domaine de continuité de f, y où

f est simplement différentiable ou différentiable selon chaque direction (à savoir:

f est simplement-différentiable en x0 s’il existe E’ tel que

(~ 

f(xO + ?~u~ - f(xO) !g’ , u ) -2014201420142014201420142014X201420142014201420142014 - ~o ~ = ~
E ) y est dense dans ce domaine.

Nous donnons la même définition pour les espaces 1. c. s.

Soit E un e. IL. c, s. Son dual E’ , y muni de la topologie a pour

dual l’espace E lui-même. 
°

En appliquant la méthode des théorèmes 4.1 et 4.2 à l’espace (E’ , 9 E)) ,
on obtient le théorème suivant.

, ,

m~OR~:~E 7.2. - Soit E un e. 1. c. s, Considérons les propriétés suivantes :

1° Chaque K convexe w -compact équicontinu de (E’ x R 9 ExR)) est

l’enveloppe convexe w* -fermée de ses points fortement exposés ; 9

2° E est Gateaux-différentiable ;

3° La propriété 1° est vérifiée dans l’espace E)) .

Alors ~.° ==~>2o ~. 3° .

Précisons qu’un point x(~ est fortement exposé dans K considéré comme partie
de (E’ , E) ) s’il existe x dans E tel qu’une suite (x’ ~ dans K

converge vers x.. pour la topologie ~(E’ , E~ si x’ (x ~ --~-~ x’ (x,.) .

Afin de trouver des classes d’espaces de Fréchet Gateaux-différentiables, nous
avons besoin des théorèmes suivants : t

THÉORÈME 7.3. - Si E est un espace de Fréchet séparable, 9 alors E’ vérifie la

propriété 3° du théorème 7.2.

Ce théorème résulte immédiatement du corollaire 6.

7.4. - Si E est un espace de Fréchet f. c. e., alors E’ vérifie la

propriété 3° du théorème 7.2.

Si on applique ces deux derniers théorèmes à l’espace produit E’ x R , cela im-

plique la vérification de la propriété 1° du théorème 7.2~ s donc on a le résultat

suivant.

COROLLAIRE 7.5. - Tout espace de Fréchet séparable ou f. c, e. est Gâte aux-

diff érent iable .

D’autre part, toujours à l’aide du théorème 7.2, nous pouvons démontrer le théo-



rème suivant.

THÉORÈME 7.6. - Tout produit d’ espaces de Banach séparables ou f. c, e., est

Gateaux-différentiable.

8. Classes d’espaces de Fréchet ayant la ropriété de Radon-Nikodym.

Les résultats du paragraphe 3 nous permettront de trouver des espaces de Fréchet

ayant la propriété de Radon-Nikodym.

Définition 8.1. - On dit qu’un espace de Fréchet possède la propriété de R. N. si,

pour tout espace mesuré ~T 9 ~ 9 r) , 9 et toute mesure m sur S à valeurs dans

E absolument continue par rapport à. r et de variation finie, il existe f ; T 2014~ E

tel L1E(r) et 

lll(A) = y ( f dt , Y A e £

. 

m(A) =~ f dr, V A E E

(voir SAAB [24] pour les détails).

Dans ce travail, SAAB.montre que E a la propriété de R, N. si g et seulement si,
E est dentable.

PROPOSITION 8.2. - Si E est quasi-tonnelé et si son dual E’ ’ de Fréchet est

w -dentable, alors Et est dentable. Donc Et a la propriété de R. N.

COROLLAIRE 8.3. - Soit E’ un espace dual de Fréchet quasi séparable. Si E est

quasi tonnelé, alors E’ possède la propriété de R. N.

COROLLAIRE 8.4. - On a les mêmes résultats si9 à la place de la quasi séparabili-
té de E’ , y on suppose que Et est f, c. e.

8.5. - Un espace E de Fréchet a la propriété de R. N. dans chacun des

c as suivants :

1° Si son bidual est f. c, e . ;

2° Si son dual est semi-réflexif..

Le théorème et les corollaires précédents découlent du théorème 3.5 et de la pro-
pos ition 8 . 2.
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