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5-01

QUELQUES PROPRIÉTÉS DES MESURES CONIQUES

par Richard BECKER

Séminaire CHOQUET
(Initiation à l’ analyse)
16e année, 1976/77, n° 5, 16 p. 2 décembre 1976

I* Préliminaires.

1’ Notations et rappels. - Un ~espace faible" E est un espace vectoriel muni

d’une topologie faible séparée ; E’ désigne le dual dG E , et E 
~ 

le dual algé-
brique de E. Si V est un espace vectoriel ordonné, V+ désigne le cône des élé-
ments positifs de V , et on pose V~ = (v~)~ - (V~)~ .

Soit E un espace faible ; on note h(E) v. r. (espace vectoriel réticulé)
de fonctions définies sur E engendré par On pose M(E) = h(E)t ; les élé-
ments de M(E) sont appelés mesures coniques sur E. On dit que  e M+(E) est

portée par un cône X ~ E lorsque

(f = h(E) et f ~ 0 sur X) ===~ (~(f) ~O) .

Lorsque ~ ~ 0 est portée par un cône X complet, on note r( ~) la résultante
de ~L . appartient à X, et est caractérisé ~ E’ , ~(~) = 
([4], 30.7.).

On pose K 
P 
= (r (B) ; B e avec X ~ ~) ( [4], 38.2. ) .

Etant donné un espace faible E, b(E) désigne v. r. formé des fonctions
sur E, bornées, et de la forme sup (a~ , a~ ...~ a~) - sup P~ ,..., ~),
où les et p. sont des fonctions affines continues sur E.

Les éléments de (b(E)~) sont appelés mesures affines sur E .

Etant donné un e. v. r. A de fonctions définies sur un ensemble X, on dit que
T ~E (A ) est une intégrale de Daniell lorsque T (f ) 2014~ 0 pour toute suite

(f ) de A qui décroît vers 0 sur X. 
n

2. Introduction. - Nous poursuivons l’étude des mesures coniques entreprise dans

L2] ; rappelons que cette étude est rendue nécessaire par le fait suivant : étant
donnés un espace faiblement complet E , ~ e M~(E) , et un cône fermé, soit r ,
de E qui porte  ,  n’est pas nécessairement une intégrale de Daniell sur
l’espace ([2], 8) ; G. CROQUET a démontré cependant que  est de Daniell

sur h(E) ([4], 38.13).

Nous indiquons des propriétés que possèdent l’espace et la mesure p ,

qui seraient évidentes si  était de Daniell sur 

~
Nous donnons un théorème de représentation des formes linéaires :~ 0 sur un

e. v. r. de fonctions définies sur un ensemble, qui généralise abstraitement celui
de A. D. ALEXANDROFF ([1], p. 562-584) ; et  vérifient les conclusion:

~



de ce théorème sans en vérifier les hypothèses.

Bien que l’on ait ni b~ E~ ~ h(E) , ni h(E) C b(E) (sauf si E = 0 ), on peut
se poser la question de G. CROQUET : savoir quel lien existe entre mesure affine et

mesure conique, car V f E h(E~+ et V n entier, on a f A n E b(E).

3. Plan. - Après les notations et rappels de la partie I, nous répondrons, dans

la partie II, à la question de G. CROQUET rappelée à la fin de l’introduction

(Cf. n° 10).

Partie III : Soit E un espace faiblement complet, et  E M+(E ~ ; soit G()
l’ensemble dont les éléments sont les génératrices privées de 0 du cône R o K ;
soit B( ) l’algèbre de Boole de parties de G( ) engendrée par les demi-espaces
associés aux éléments de E’ , Nous montrons (Cf. n° 20) qu’il existe un homomor-

phisme canonique H de B(~) dans l’espace des bandes du complété séparé 
de h(E) pour la norme f 2014~ ~,~ ~ f ~ ~ : H sera caractérisé par,

V f E h(E)~ , OE G( ~~ , 0 ~ f(ô)))
= (bande engendrée par f dans L1( 4~~ ~ .

Grâce à H nous donnons une représentation de  à l’aide de mesures simplement
additives sur qui ont une certaine propriété de régularité (Cf, n° 34 et

Enfin, la partie IV est la généralisation du théorème de A. D. ALEXANDROFF annon-

cée au milieu de l’introduction (Cf. n° 42) .

II. Mesures affines et mesures coniques.

4. PROPOSITION. - Soient E un es p ace faiblement complet, et T E (b(E).)+ avec

= 1 ; ~ on a l’équivalence :

1° Il existe une mesure conique ~~ > 0 , caractérisée par

E’ , on a sup n) )  ~ .

Lors ue T vérifie les conditions précédentes, on dit que T admet des moments

finis d’ ordre 1.

Pour une preuve, on peut voir [4](Problème 39.2).

En utilisant la méthode de démonstration de [4 H(39.4)~ et grâce à [9](proposition
II.7.1), on a le résultat suivant.

5. Lors ue T admet des moments finis d’ ordre 1, T est une in-

tégrale de Daniell ; il existe alors une unique probabilité P, définie sur la tri-

bu de E engendrée par les; éléments de E’ , telle que



6. Notations. - Soit L1( T) (en abrégé L1 ) l’ espace de fonctions sur E dé-

duit de h(E) et à l’aide de la théorie de Deaniell [3] ; soit L21( T) (en

abrégé L2) l’e. v, r, de fonctions sur E engendré par les éléments 1’ lorsque

f décrit (f~)~ [3].

L2 est Un espace Complet pour la norne associée au produit scalaire

(~ ’ ~) * " P(fg) *

L1 et L2 désignent les espaces séparés associés à L1 et L2 .

7. PROPOSITION. - Il existe un élément : &#x26; 0 de (L2)* , défini par
V f e f~ , = P(f) ;

ii existe Un éiément fo OE (L2)+ t.e.i Y g e L2 , 03C6(g) =  g , f0) = 

?reUV,e. - o eXiste bien, car, Y f G on a, si f &#x26;o , f# , f + i . 
pfÎ>  

03C6 est définie, par abus de langage, sur L2 : i soit f e L2 avec

(f , f) = P(f~) = 0 J
f est nulle P-presque-partout ; d’où P(f) = 0 .

Comme W i ° , on a , d’après 1 1° 1 (V . 5 . 5 ) , O G (L2)’ , d’où la proposition,
puisque (L2)’ t = L2 , par abus de langage.

8. COROLLAIRE. - Soit eo = i«fo > o» ; Y 1 e on a e ei et

T (f) " T(1(e0)f) ; soit P(f) " 

PreUve. - On a OE £~ grâce à [3] 1 Y f OE On a, grâce à §7, si

f ao

on a donc (f > 0 ) n (e~) P-négligeable; d’où P(f) = 

Rappelons le résultat suivant L3~ qui va nous aider à caractériser les mesures

coniques du type ~ .

9. PROPOSITION (Représentation concrète des mesures coniques). - Soit E = R
1 étant bien ordonné ; ~ i ~ 1 y soit

e. = (x ; x e R avec, x.=0 et )x. } = l) .
i 201420142014 3 2014 3-

V B e M(E) y il existe une famille unique (X. ) , i e 1 , de fonctions (j--

additives, définies sur la tribu de e. engendrée par (la restriction de) h(E),
telle que, ? f e h(E) , À.(f) = (f|ej) . Lorsque 0 , on 0 ,



Il existe une famille libre dénombrable de E’ , soit l1 , l2 , ... , ln , *..

telle que ec0 ~ ~ k~N l-1k (0) ; représentons E sous la forme R1 , 1 étant bien

ordonnée de sorte que, V il EN, £ 
n 

soit égale à Inapplication x ~ x n ( n2014
ième coordonnée de x ). On a alors la proposition suivante.

10. PROPOSITION (Caractérisation des mesures coniques du type ~ ). - La repré-
sentation de du §9 fera intervenir une famille ( i) , i e 1 , telle que,

V i = I ,
(card (u ; u ~ i ) $. b~) ====> ( ~ == 0) .

Réciproquement, pour toute mesure conique 03BB  0 sur un espace RJ , avec J

bien ordonnée telle dans la représentation du §9 ~ on ait

card (i ; 0) ~ ~ ,
il existe une probabilité -n sur R muni de la tribu produit, telle que

Preuve. - ? f E on a, d’après le §8 :

Or on a~ V i e 1 ~ lorsque card (u $ u ~ i) ~ K. ~ ~-~n ~ ~ ~ ~ d’où le ré-

sultat. 

Réciproquement, soit i1 , i2 , ... , i. , «. la suite des éléments i ~ J

tels que 03BBi ~ 0 (on suppose ici cette suite infinie) ; W p e N , soit

e 
p 

= (s: ; x e R T avec, ~ j  i . x. 
== 0 et x. t Î = 2’- fB À.. (l) ) .

Etant donnée une partie mesurable A (le 

e. , pour la tribu engendrée par (la

restriction à ei de) h(R ) , ’ on note A P la partie de e P formée des x e e P
tels que x/2" 03BBip (1) soit élément de A. ; soit B la fonction a-additive, défi-

T) 
/ J 

"

nie sur la tribu de e 
p 

engendrée par h(R ) 
e , telle que, V A mesurable, on

ait 
~ ~P

n sera définie par, V B C RJ mesurable,

Nous allons voir dans quelle mesure, dans la décomposition de ~ = 

card ((i ; i ~ 0) ) est un invariant, c’est-à-dire ne dépend pas de l’isomorphis-
me choisi entre E et R ; peur cela la proposition suivante va être utile.

Il. PROPOSITION. - L1( ) s’identifie canoniquement au sous-espace vectoriel de

ti. ) , formé des éléments f = (f.) , i e 1 , tels que  ~ ~
JL 1 1 -- ". 1 ~~

Preuve. - Diaprés le §9~ il est évident que L (~) s’identifie à un s. e. v. fer.



mé A de

muni de la norme f ~2014~ ~. ( j f. ) ) ; pour prouver que A == B , on va utiliser le

théorème de Hahn-Banach en raisonnant par l’ absurde.

Soit 03C8 e B’ avec = 0 ; V i e I , B 03C8i ~ L~(ei , p,.) , avec sup ( |03C8i|)1 ,
de sorte que, ~ f e B , on ait 

~ h E h(E) , on a donc

d’après la propriété d’unicité du §9, on a donc, ~ i ~ I , 03C8i = 0 i-presque-
partout, soit 03C8 = 0 , d’où A = B .

12. Notations. - Soit E un espace faiblement complet, ~~f+~E~ ; soient

~P~ et ~Q~ deux isomorphismes de E sur avec I bien ordonné ; les mesures

coniques 03C61( ) et 03C62( ) admettent des décompositions (du type du §9) à l’aide

d’éléments (p. ) et ( 2i) , 1 E I ; soient ci et c2 le cardinal des 1i ~ 0
e t de s 2i ~ 0 .

13. PROPOSITION (invariant attaché à une mesure conique).

’ de plus, c1 = c2 est alors la borne inférieure des cardinaux des parties P ~ E’

telle que L1 ( ) _ (bande engendrée par ~ ) .

Preuve. - Grâce au §~.1~ lorsque c~ > ~ , c1 est le cardinal d’une famille ma-

ximale d’éléments de L1 ( ~ 9 deux-à-deux étrangers et non nuls.
Montrons que la famille P. des éléments ( (p. == transposée de q). ) ~

pour i E I tel que ~, . 1 ~ 0 , est telle que 1. L 11 ( ~,) - (bande engendrée 
cela revient à prouver que L i ((p. (~i) ) == (bande engendrée par les tels que

0 ), ce qui résulte du §9 $ on a donc c ~ ci = c~ .

Réciproquement, soit @ une partie libre de E’ , y de cardinal c , telle que

Ll ( ~) - (bande engendrée par ? ) ; munissons ~’ d’un bon ordre ; soit ; un iso-

morphisme de E sur un espace avec J bien ordonnée de la forme J _ ~’ u K ,

où K est également bien ordonné, on suppose, V p et V k E K, p  k , de

sorte que, V p e Q , on ait p .

V f E on a, si f > o ,

le sup étant pris sur N et sur les familles finies ... , pm)
or ce calcul de (f) ne fait intervenir, dans la décomposition du §9,



que les éléments i e J correspondants aux indices p e P , dans J = @ u K , on a

donc (3 == c ~ c ~ c. = c? .

14. Exemple (dû à G. CROQUET, de mesure conique  qui n’ est pas du 

Soit E = ~ i ~ 1 , e. désignera la masse de Dirac placée au point x e E

tel que xi = 1 et x. 
= 0 , ? j ~ i ; e. détermine un élément de M (E) , en-

core noté e, ; soit  = ~i ;  répond à la question d’après le §13 y si, et

seulement si, card (i) > !~ .
Dans le §13, on voit que le cas où est laissé en suspens $ la proposi-

tion 15 et l’exemple 16 vont traiter ce cas.

15. PROPOSITION (Notations du §12). - Lorsque 1 = N , les trois propriétés sui-

vantes sont équivalentes :

1° Ci est fini,
2° 

ci 
est fini,

3° L (~) = (bande engendrée par une partie finie, non fixée, de E’ ) .

Preuve. -

1° ~ 3° résulte du §11 et du fait, que, V n EN, on a x ) Î  
= 1 .

n e 
nn

3° 2° ; lorsque 3° est vérifié, il n e N , tel que ’L ( ~) soit égal à la ban-

de engendrée par les pour 1  i  n ; on a alors

L1(03C62( )) = (bande engendrée par x2 , ... , 

l’ argument qui permet de conclure est le même que celui de la fin de la preuve de

la proposition 13 : on a, V f ~ h(R ) , si f ~.0 ,

On a donc 2i = 0 pour tout i > n .

16. Remarque. - Lorsque c ard I > 0 , ou lorsque card 1 avec N , il

existe un espace faiblement complet E , ~, E ~~1+(E) , et 2 isoporphismes c~ et
I

c~2 de E sur R tels que cI _ 1 et c2 = ~ .

III. L’espace des restrictions à K de h(E) .

17. Notations. - Soient E un espace faiblement complet, et ~ E 9 G(~)
et B( ~,) ont été définis dans le plan ( ~ ) .

~ h ~ h(E) , soit p _ (03B4 ; b E G(  ) avec, ~ x E 6 , h(x) > 0) .

Etant donnée une suite finie A2 , ... , An de parties d’un ensemble, la no-

talion ~- A. , où A + k + ... + A ne sera employée que si (i~j) ===~ (A. nLA_==~) ;
JL 1 -L 2 n 

- 

1 ~J



elle désigne alors la réunion des A..

Avec les conventions précédentes, on peut énoncer grâce à 1.2.2) la pro-
position suivante.

18. PROPOSITION. - Pour tout élément e de B( ) , il existe h. , kj ,

tels que e == Z n p. ri -p. + 03A3m1 p. ( " l’un des deux 03A3 pouvant être absent).
19. Notations. - étant un espace vectoriel complètement réticulé, b()

désignera l’algèbre de Boole formée des bandes de 

q désignant l’homomorphisme canonique dIe. v. r. de h(E) dans L (~) ~
? h ~ nous noterons b. la bande engendrée par q(h) dans L (~) y et b~
la bande complémentaire de b..
Notre objectif est maintenant de démontrer le résultat suivant.

20. PROPOSITION (Homomorphisme de dans b( ) . - Il existe un homomorphis-
me canonique H de B(~) dans b(~) tel que, ? e ~ B(~) y de la forme

(Si, dans e , l’un des deux 03A3 est absent, H(e) est à modifier en conséquence).

Preuve. - Elle va résulter immédiatement des §26 et 28. Après les deux proposi-
tions suivantes, nous serons en mesure d’introduire les notations et définitions

(§23 et 24) qui vont fixer le langage utilisé au cours de la preuve de la proposi-
tion 20.

L (~i) étant un L-espace (e. v. r. muni d’une norme p ~ qui en fait un Banach,
telle que p(x) , b’ x , et p(x + y) = p(x) + p(y~ , ~ x , Y > ~ ~, rap-
pelons qu’on a (L 7~ Th. l) le résultat suivant.

21. PROPOSITION. - L~’( ) est isomorphe à l’ ensemble des (classes de) fonctions

intégrables, pour une mesure de Radon dm p définie sur un espace localement com-

pac t Z .

22. PROPOSITION. - Le dual de l’espace L1 ( ~,) s’identifie canoniquement au

s, e. v. héréditaire I engendré par  dans La boule unité fermée de ce

dual n’est autre que l’ intervalle d’ ordre (-~, , 

Preuve. - q étant l’application canonique de h(E) dans L (~) , pour toute
forme linéaire T > o sur L (~) ~ et B k avec Inversement,
tout élément tel que ~,,~. induit une forne linéaire p ositivc et’continue sur
q(h(E) ) qui se prolonge univoquement en un élément ~ > 0 de (L1 ( ~,) )’ , on a



23. Notations. - D’après le théorème de représentation rappelé au ~21, l’applica-

tion, qui, à toute bande b de L1 ( ~ ) fait correspondre = (cp ; (? ~ 0) dans

(L1(~,) )t tel c~ avec 0  ~ ~ 0 , ~ f e b avec ~(f) > 0) , est injec-
tive et on a

(bl n b2)* = b*1 n b*2 , (b1 + b2)* = b*1 + b*2

et (bc)# _ (p > 0 dans (L~(~) ) ~ avec ‘~ f e b , cp(f) = 0) .

Grâce à la proposition 22, nous pouvons identifier canoniquement (L1( ))’ et

I  ; 9 par abus de langage, 9 nous considérerons dorénavant b comme une partie de

I  .

24. Définitions (des C-recouvrements) . - Rappelons que C désigne la classe des

cônes convexes faiblement complets, pas nécessairements saillants.

Nous appellerons C-R ( ~-recouvrement) de K 
> 

un recouvrement de K 
> 

par une

suite finie d’éléments de C .

Un G-R (F.) de K est dit adapté à une suite finie (f.) de h(E) si,

~ i , j , B Q1 . , E E’ avec fj = li,j , sur r..
Etant donné À 0 , une décomposition finie À = est dite subor-

donnée à un e-R de K 
 
lorsque, ~ i , on a 0 ~ 03BBi  0 et R j tel que

f. porte À..

25. PROPOSITION. - Soient h E (T. ) un C-R de K adapté à h , et
,- - -.m-- -

À E Z ’ 0 ~ À >r0 p on a l’équivalence :

1° À E (bh)*,
2° Pour toute décomposition finie À == subordonnée à (0393i) ,

r(03BBj) E (h > 0) 9 fi j .

Preuve. - Il est clair que 1° entraîne 2°. Inversement, si 03BB vérifie 2°,

V 0 ~ avec 0 ~ B~ ~ B ~ on a À = v + (A. - B;) et, d’après [4](preuve de 30.9),
on peut écrire v = Lv. et (03BB - v) = ces deux décompositions étant finies

et subordonnées au (r. ) 9 03BB = + Ze. est donc finie et subordonnée à

(r. ) ; comme, V j , on a h(r(v.)) > 0 par hypothèse y on a aussi
1 u

v(h) > v . (h) - h(r(v . ) ) > 0
J J

et la proposition est prouvée.

26. COROLLAIRE. - Soient hl’ h , k2 ~ h(E)+ tels que 
1 I

i = 1 , 2 , vérifient e. n e2 = ø ; b et be sont alors deux bandes disjoin-

tes dans Z 1 (~,) . 
1 2 eI 

De même, si (p, n c ) n p.. == (9 y alors 1b. n bc et bc sont disjointes,

h , k , t E h(E)+ ; si pc n p~ == ~ , b, et b. sont disjointes, h , k E h(E)+ .



~ ~

Preuve. - Examinons le cas de e. et e~ : on va voir que b n b == 0 ;
2014201420142014 

-~ ~ 
1 2 e 

. 

e~
soit 03BB ~ be1 n b e2 avec 03BB ~ 0 ; prenons un C-R de K 

 
adapté à h. , k. y

le ; soit À = ZÀ.. une décomposition finie de X subordonnée au C-R considéré;

diaprés la proposition précédente, on doit avoir, y

? i , r(03BBi) e (h1 >0) n (h2 >0)
car X = b" n b. ,et r(B. ) e (le, == 0 ) n (k2 = 0) car 03BB = n (bck2)* ,
d’où impossibilité car e n e~ = ~ .

Le cas où (p. n p.) n p. = ø se traite (le la même façon.

Voyons le cas pch n pck = ø ; prenons un C-R de K adapté à h et le ; soit

03BB = (b. ) n (bck)* , B ?- 0 ; pour toute décomposition finie X = ZX. subordonnée

au 0-R considérée on a, ~ i , r(B. ) e (h == 0) n (le = 0) , d’où, comme

Pck = ø , r(B. ) == 0 ; or, on peut trouver -un filtre de décompositions B == 03A303BBi
du type précédent tel que 03A3~r(03BBi) converge vers B au sens o(M(E) , h(E)) ;

X = 0 . 
~*

27. PROPOSITION. - Soient h ~ k e h(E)~ ~ (F. ) -un C-R de K adapté à h
’ 3- 20142014 20142014 ~ 

20142014~~20142014~-

et k ; V B e I  , avec 0  X ~ 0 ; on a l’équivalence :

10 03BB ~

2° Pour toute 03BD ~ 0 , 0  03BD  03BB , il existe une 0 y portée par un des F. y
telle que 0  03BD’  03BD et (r(03BD’) ~ (h = 0 )) ou (~ 03B8 ~ 0 avec 

alors r(e) e (le > 0) ) .

Preuve. - Notons d’abord que

((bb ~ bck)c)*
10 ~ 20 . Soit B vérifiant lo ; on a À. ~ ((bch)* + (b ) ) ; soit 03BD ~ 0 avec

0 ~ B~ ~: À ; R B)’ ~- 0 avec 0 ~ B~’ ~ B~ ~ B)’ étant portée par un des I". ~ avec

c 
T~ ~- 2014

B~’ ~ ou B~ e (b~) .
Si B;’ e (b.) ~ 

’M’ 

on a bien (h == ()) .

Si B;’ e e 3: 0 avec 0 ~ 9 ~ B;~ , on a bien r(e) e (k: > 0) puisque
6 e et 9 sera, comme porté par un des F..

2o ~ 10 . On raisonne par l’absurde; soit 03BD ~ 0 avec 0  03BD  À telle que
/ B~ / cB*~

B) e (b,) n (b.) y B; étant portée par un des F. ; 03BD’ étant l’élément dont 2o
~* 

~

stipule l’existence, on a r(B)’ ) e (h > 0) car v’ e (b, ) et r(B~’ ) 6= (k == 0) y
c ~

car v’ e (b.) ~ ce qui contredit le 2o.

28. COROLLAIRE. - Soit



une décomposition G( ~,~ ; on a

(bh1 ~ bck1 + ... + ( bc t 1 + ... + = 

(Si, dans e, l’un des deux ¿ est absent, le résultat est à modifier en consé-

quence).

Preuve. - Elle consiste à raisonner par l’ absurde en utilisant les propositions

25 et 27.

Soit un de K 
p 

adapté aux éléments de h(E)+ intervenant dans

l’énoncé ; il existerait une mesure conique 03BB ~ 0 avec 0  03BB   , portée par
un des telle que :

(1 , n~ , on a E (h. 1 = 0) ou E (k. 1 > 0) (cf. §27) ; 9
? j e (1 , m) , on a r(À) E (t . J > 0) (cf §25).

Si on a r( h~ ~ 0 , alors on aboutit à une contradiction car ec - ~ ,
Si on a r(À) = 0 , alors, dans e y le deuxième ¿ est absent.

Soit ?~ = IÀ 
u 

une décomposition finie de À avec ~, 
u ’ 

>, 0 ; comme est

adapté aux h. et k. et est porté par un des 9 on a, (1 , n~ ,

0 = hi (r(03BB)) = 03A3hi(r(03BBu)) ,
d’où (h. = ()) ; donc on a r(Â. ) = 0 , puisque ec = ø . Comme on peut
trouver un filtre de décompositions B avec 03A3~r(03BB) ~ 03BB pour

h~E~ i ~ on a ~ = 0 . 
~~

29. PROPOSITION (à rapprocher de G. CROQUET [ 6 ] §6). - Soient f, g E h(E)+
avec p C on a .

~,(g~ - lim (~,(g n nf) ) .
Preuve. - Grâce au § 20 9 q( g~ appartient à la bande b~ engendrée dans 

par d’où le résultat, grâce au §21.

30. DÉFINITION DE f . - Avec les notations du §21, soit f l’élément de

correspondant à f ~ h(E) .

Soit f E h(E) ; on peut considérer la fonction additive définie

sur B ( ~,~ , par
A

? A E B(~,~ , ~ ~, (A~ - intégrale par rapport à dm de la composante de f sur 

Notons que, ~ g ~ h(E)+ , on a

lim ( (f 039B ng)) .

31. PROPOSITION (Régularité de f) . - Etant donné f E h(E)+ , f est réguliè-

re en ce sens que, ? g E h(E)+ > 0, :il h E h(E) tel que



Preuve. - Plaçons-nous dans L (Z , dm) ; 9 V n entier, soit e = (g - f/n  0) ;
on a

e n n (f > 0) t (g > 0 ) n ( f > 0) quand n --- 

il suffit donc de prendre h E = (f/n - g)+ , pour n assez grand.

32. DEFINITION (concernant les pré-probabilités). - Etant donnés un ensemble
une algèbre de Boole 03B1 de parties une pré-probabilité m sur 03B1 est une

fonctionnelle  0 et additive sur 03B1 : E(03B1) désigne la fermeture de l’espace
E(t~) , des fonctions étagées associées à ~, 9 pour la topologie de la convergence

uniforme ; par abus de langage, 9 on note encore m le prolongement canonique de m

à on pose m) = (f ; f > 0 définie n , f A n E 

et lim (m(f A n))  ~ ; C(03A9 , 03B1 , m) est un cône convexe y stable par sup et

inf finis.

~ f E C ( ~ 9 ~. , m) , on pose m(f) = lim 9 m est additive sur le

cône C (c4 , ~ , m) et se prolonge en une forme linéaire >~ 0 9 notée encore m ,

sur le s. e. v. engendré.

Soit f ~ C (~, ~ , m) ; on a 1 (A)f E C (~ , ~ , m) ~ 9 on peut alors dé-

finir une pré-probabilité m’ sur 03B1 par la formule m’ = fm , de sorte que,

V A m’ (A) = 

33 . PROPOSITION. - Soient f E C (~ , m) et m’ = g >~ 0 dans 
telle que fg e C(~ 9 m) , on a m’ (g) = m(fg) .
Lorsque g E C ( ~~ ~ m) est non bornée et que fg E C ( ~~ ~ ~ 9 m) , on a seule-

ment m’ ( g) ~ m( f g) .

Preuve. - Soit e > 0, ~ g E E(a) , 9 telle que 0  g~  g  g e + E ; on a

alors
m’ (g~)  m(fg) m’ (g + ~) ;

d’où le résultat en faisant e ~ 0 .

Lorsque g est non bornée, on a par définition m’(g) = lim 
n 

(m’(g A n)) ; or,

n étant fixé, on a

m~ (~g ~ n) ) - lim (m(f A p) 0 (g A n)) ~ m(fg) ,

d’où m(fg) .

34. PROPOSITION (Représentation de  à l’aide des f). - Soient f g E h (E)+;
on a (g) = f(g/f) .

Preuve. - D’après le §29, on a



et, diaprés le §32,

il suffit donc de prouver le résultat avec g ~ f : il suffit pour cela de se pla-

cer dans dm) et d’utiliser les §20 et 30 .

35. PROPOSITION (Système projectif des f). - Soient f, g E h(E)+ ; lorsque

Pg C 
Preuve. - On pourrait faire une démonstration directe ; mais on peut aussi utili-

ser les §34 et 39 en remarquant f est régulière au sens du §31.

36. DEFINITION (Mesures coniques élémentaires). - Soit un couple (m , f) avec

f E h~E~~ et où m est une pré-probabilité sur telle que :

10 0 ,

2° V g ~ h(E)~ ,
ona m(g/f)  ~ .

Au couple (m , f) on peut alors faire correspondre une mesure conique >~ 0 9
notée encore (m, en posant, V g E h~E~~ ,

(m , f)(g) = 

Une telle mesure conique sera dite mesure conique élémentaire de base K .

Cette définition est un cas particulier des sous-mesures sur un espace sous-

stonien, au sens de G. CHOQUET ([5], 16).

37. PROPOSITION (résultant du §34 et du lemme de Zorn). - Toute mesure conique ~ ,

OJ est somme de mesures coniques élémentaires de base K .

38. Remarque. - La proposition 37 peut se prouver sans faire appel au §34 ; en

effet, y étant donnés E ~’i+(E~ et f E h~E~+ , considérons la restriction de
au sous-espace ~g 9 g E avec k , f) ; en introduisant une

compactification convenable de G~~,~ ; il est classique ~[8~, IV.9. 11) qu’il
existe une pré-probabilité m sur 8~~,~ g non nécessairement unique, telle que

0 g E h~E~+ avec g  f ~ I~~g~ - 

Hais cela ne fournit aucune propriété de régularité du type du §31.

39. PROPOSITION (à rapprocher du §31). - Soient  E et (m , f) une me-

sure conique élémentaire de base K telle que (m , f) = ( f , f? .

Supposons m régulière9 en ce sens que ~~ u E h~E~+ > 0 , il u e E h~E~+
avec pen pf ~ pu n pf et m(pcu)  m(pu) - E .

On a 



Preuve. - On a vu (§30) que, VUE on a

soit ~f(p~) ~ on ~~ de plus, ~(l) = ~(f) et ~(f) == m( l) .

Raisonnons par l’absurde : soit u ~ h(E) avec f(Pu)  m(pu) - et, avec a > 0;

V e > 0 , R 11 
£ 
e h(E) + avec, par hypothèse et grâce au §31 y 

u

quand ~ ----a 0 p on f(1)  m(1) - 03B1 ; d’où contradiction, m( l) .

On a donc, ~ u ~ h(E)+ , f(pu) = m(pu) ; d’où ni = f , m étant régulière

par hypothèse, et ~,f diaprés le §3l.

IV. Généralisation dtun théorème de A. D. ALEXANDROFF.

La proposition 42 est due à A. D. ALEXANDROFF ([1], p. 562-584) dans le cas où
X est un espace topologique et E est l’ e. v, r. des fonctions continues et bor-

nées sur X.

Nous allons exposer successivement les différents éléments techniques de la preu-

ve.

4C. Définition ("mesure" associée à une forme  0 ). - Soit E un e. v. r. de

fonctions bornées définies sur un ensemble X ; on suppose 1 E E . Soit T E (E*)+ ;
pour toute partie de X de la forme (f > 0 ~ _ p f y avec f E E+ , on pose

Pour toute partie A de X , on pose

41. PROPOSITION.

lo  est réguli ère on ce sens f E E+ et ~ E > 0 , il existe f E E
tel que p" et ~, (]?~ ) >~ ~~p ~ - ~ .

..~- f f

2° ~ f E E+ , on a + *(pcf)  (x) .
3 °  représente T 9 en ce sens f E E+ ,

Preuve.

l° Soit f E E+ . ~ E > ~ , soit g E E"~ g  1
C, c~ f ~



et P~..
6

Soit e = (g_ 5. e) ; on a e~ ~ p., et

*(e~)  T((g~ - .)+)  T(g~) - eT(l) ,

d’où *(e~)  (pf) - ~(1 + T(1)) .

2° Soit f 6 E+ . ~ e > 0 , soit f, (E E+ avec T(f,) (pf) - e , f .$ 1 et

P.. 
~ 

pf . Soient e == (f  e) et g e E tel que pg ~ e~ , g $ 1 et

~(e ~) - e . On a

+ ~(p~) ~T(f~) + e + /(e~) ~T(f~ - e)~) + e(2 + T(l)) + 

~T((f~ - e)~ + g) + e(2 + T(l)) ~ p(x) + e(2 + T(l)) ;

car on a (f - e) + g ~ 1 .
3° ~ n y k entiers, posons = (f - A (l/n) ; on a, ? n fixé, y

~~-~=l~,n~~
on a, (le plus,

(f > k/n) ~ (f > 0) et (f > (k + l)/n) ~ (~ ~ = l/n) ,
On a donc

p.((f > k/n)) 
? ) et ((f > (k + 1)/n))  n.T(fk,n).

D’où le résultat.

42. PROPOSIT-ION (Théorème de A. D. ALEXANDROFF abstrait). - On suppose de plus

que E vérifie la condition suivante :

~ f y g e ET’ avec f  g y ? h e E+ avec ph ~ pg , on a (fh)/g e E ; par con-
vention, (fh)/g = 0 sur p .

" ’ ê

On a alors :

lo V A , B ~ X , ~(A u B) + ~(A n B) ~ ~ (A) + ~ (B) .
2o La famille des parties A ~ X telles que *(A) + *(Ac) = forme une

algèbre de Boole contenant l’ algèbre de Boole B(E) engendrée par les 
f e E~.

La restriction à B(E) est une pré-probabilité.

30 Soit À pré-probabilité sur B(E) , y représentant T au sens du §41 y 3° ;

011 a, ï f e (pf) 03BB(pf) ; si, de plus, 03BB est régulière au sens du
§41 y lo y on a X == ~ .

Preuve.

lo Soient A , B ~ X . ? e > 0 , soient a _ ~ b _ e E~ avec A. ~ (a > 0) ,
B ~ (b > 0) et 3~ p.(p ) - ~ , ~ -? (B) ~(p~ ) - " e .

s a~ o~



&#x26;n a A u 33 ~ (a 
e 
> 0) u (b 

~ 
> 0) et A ri B ~ (.a 

e 
> 0) ri (b > 0) ;

soient u , v ~ E avec u  1 , v  1 ;

(a~ > 0) u (b~ > 0) , p~ ~ > 0) n > 0)

et u p~ ) - e , T(v) >. ~(p~ n p~ ) - e .

6 e ~6

Diaprés l’hy.pothèse faite sur E ~ on a

a == (u’a~ + v’b~)/(a~ + b~) e E~

et P = (u.b~ + v.a~)/(a~ + b~) ~ E~ 3

on a de plus of ~> 1 ~ 1 ;

P~ ~ (a~ > 0) , (b~ > 0) et a + p = u + v .

On a donc

u B) -!- ~’’(A n B) ~ T (11) + s + T (v) + 6 == T(u + v) + 2e = T(a + P) + 2e

== T(a) + T(p) + 2s ~ p,’ ~ (p~ ) + ~ ~~ (p~ ) + 2e ~ ~’ *~ (A) + ~ T~ (B) + 4e .
6 8

20 Soient A. , B = X + ~ ~r (A~) = + LL ~ (B° ) = )J,(x) ;
montrons que C == A u B vérifie aussi ~ 

~ 

(c) + ~ 
~ 
(c ) == on a

~(A u B) + ~ (A~ n B~) + ~ (A~ u B~) + ~ (A. n B) = le + k 4- k~ + k. ;
d’après 1°, on a le + le $: *(A) 4- *(B) et k2 + Te $: *(Ac) + *(Bc) ; d’où

1~ + ~(A~)) + (~’(B) + /(B~)) = 
Or, d’ après 1°, y on a le -h k2 5. et k3 + k., (x) ;
d’où le. + k~ == k~ -h k. = ~(x) ~ ce fallait prouver.

Diaprés 1° et le §41, 2°, V f = E+ , on a (pf) + *(pcf) = (x) ; la restric-

tion (le * à B(E) est donc une pré-probabilité.

3~ Si B représente T au sens de §41 ~ 3~ y on aura~ ~ f ~ E~ et V g ~ E~
avec g ~ 1 et p~ ~ p., ~ ~(pr.) y d’où ~(p,.) ~ ~(p~) ; si de plus À. est

régulière au sens de §4-1 y on a ~(p~) == ~-(p~) ; la preuve est analogue à celle

du §39.
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