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(Initiation & 1'analyse)
15¢ année, 1975/76, Communication n°® 7, 3 p. Janvier 1976

LES FONCTIONS AFFINES SUR (0 , 1)§
AYANT LA PROPRIETE DE BAIRE FAIBLE SONT CONTINUES

par Michel TALAGRAND

Dans [ 1], Michdle CAPON a prouvé que toute fonction affine et borélienmne (donc
bornée) sur (0 , 1)H » est continue. Hous allons prouver le résultat plus précis

suivant @

THEORE/E, - Toute fonction affine sur (o, 1}§ » possédant la propriété de Baire

faible est continue,

Notons bien que 1l'on ne suppose pas a priori la fonction bornée.

Démonstration. — Soit @ une telle fonction, que 1l'on peut supposer nulle en

0 . Prouvons tout d'abord que ¢ est hornée sur un résiduel. Puisque
N -
(0, 12 =U ¢ (~n,mn),

il existe un entier n tel que A = ¢~!((-n , n)) ne soit pas maigre. Puisque A
posséde la propriété de Baire, il existe un ouvert V non vide tel que ANV
soit un résiduel de V , Par définition de la topologie de (0 , 1}H sy 11 existe un

entier p , un nombre € >0 et des 0K a; 1 pour 1< igp tels que

-

W= {(Xn) 1 1 = Ixi -a | <e}lev,

o

Puisque (o, 1]P est compact, il existe des éléments b1 2 ees 3 -

de
(o, 1]E » avec b; =0 pour k > p , et tels que

o, 1= Ull(bi +W)n (o, R,
I1 en résulte que
5=U_ (" +a)n(o, 8
est un résiduel, sur lequel ¢ est bornée. Soit le <M sur B.

Précisons quelques notations. Pour toute partie I de N, soit 61 1'homéomor—

T
phisme de (0 , IJE sur lui-m8me, défini par GI(X) = (yh)n avec

Iy, = 1= x, 81 ne€ I
Y, = X, si ngI.

- Pour toute partie J de N , notons Ty la projection canonique de (0 , I)H
J ’ k3 . s 7 N
sur (O ’ 1] ( (O ’ 1]J étant identifié a4 un sous~ensemble de [O s 1)§ ) . Pour

tout x de (0, 1)E s ON a
(1) X + GI(X) =e_ + 2 c(x)

I I
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ou ey = (XI(n))n . Enfin, pour alleger 1l'écriture, posons e; = e{i} .
Montrons maintenant que l'on peut se ramener au cas @(en) =0, ¥nelXN,

Fixons un ensemble I fini., Prouv.ns d'abord que Iw] est < M+1 sur un rési-
duel C de 0 51 I « 31 § >0 est assez petit, on a ]@(ZZGI X, e, )l des

que }xil < 8§ pour tout i dans I . L'ensemble
I ©
=Bn (0,8 x(0, 1)

c .
est un résiduel de (0 , 6)1 x (0 , l]I s sur lequel |¢] <M. Il suffit alors de

choisir C = nIc(D) .

L'application m_, est continue et ouverte, donc A n 6 1(A) nT 1(0) est un
résiduel de (0 , 1N . En particulier, il n'est pas vide. Sl 1'on appllque © &
1'égalité (1). ou x est choisi dans ce résiduel, il vient |¢(eI)| <4M + 2,
Puisque @(e ) = 2. €T m(e ) » il en résulte que la série z:;lim(ei)l converge,

i
Ainsi, la fonction h , deflnle sur (O ’ 1}~ sy par

h s (Xi)ieg ZieN 3 oley)

est affine continue, En remplagant ¢ par ¢ - h , on peut donc supposer @(ei)=0,
VieN,

Prouvons maintenant que @(e ) = 0 , pour toute partie I de N . Pour tous
entiers n et k , l'ensemble 1(((k/2 ) ((k + 1)/2n)() a la propriété de
Baire, Puisque @(ei) = 0 pour tout i , 1'appartenance de x & cet ensemble ne
dépend pas des premidres coordonnées de x . On en déduit, d'aprds la propriété
dite Moi O = 1 " que cet ensemble est soit résiduel. soit maigre. Donc pour
chaque n existe un seul entier soit kn » tel que 1([(k /2n) ’ ((k + 1)/2n)()
soit résiduel, Et si 1l'on pose o = ﬂ [(k /2n+1 ’ ((kn + 1)/2n)( s alors (a)

est un résiduel. Hontrons que o = 0 . Ceci va résulter du lemme suivant.

IEMME (CHRISTENSEN, [2]s p. 97). - Pour tout résiduel A de O , 1 X0

existe x 5 y 9 2 dans A tels que x =y + 1z .

Démonstration., = Les deux fonctions g et h , définies par

gla , b) = a.(eN - b)

~

h(a 5, D) = a.b

sont continues, surjectives et ouvertes de (0 , 1jﬁ x (0 1)E sur (0 , 1}H e On

en déduit que g (A) nh™1(A) n (& x (0, 1N) est un résiduel donc non vide. Si

(a b) est un point de cet ensemble, il suffit de prendre x=a , y = g(a ’ b),
= h(a 9 b) .

Ce Q¢ F. D

En appliquant ce lemme avec A = qu(a) s on voit que w=ao + o » d'0l o =0 .
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Fixons la partie I de N . Pour tout x de B =An BEI(A) s ON a

X + SI(X) = eI + 2UIC(X) ’

c
atol @(nIc(x)) = - w(eI)/Z « Ainsi ﬂIc(B) est un résiduel de (0 , 1]I sur
lequel ¢ est constante. Si I° est infini, le lemme rmontre que cette constante

est nulle, donc que @(eI) =0 .81 I° est fini, on a encore @(eI) = 0 » puisque

o=

Prouvons enfin que © est nulle. Fixons a € (o, 1)E « Soit § 1'application

de (O ’ 1}E dans lui~-mé&me, donné par ¢(x) = (yn)n sy OU

= + X si a + x <
yn 8, n n n™ 1

=&, +x - 1 si a, +x, > 1.
R , N
La restriction de § au G6 dense {x € (o, 1)* s Vn X, ¢ {O,l-anyl}} est
un homéomorphisme de cet ensemble sur le G6 dense

{xe (0, 1)@ 3 Yno ox ¢ {0, a, s 11} .

I1 en résulte que l'image réciproque par ¢ de tout résiduel est encore un rési-
duel,

Soit x un point de l'ensemble A n ¢_1(A) qui est non vide, étant un résiduel.
Soit I 1'ensemble des n tels que an + Xn >1, 0n & ¢(x) =a+ X - eI par

définition de ¢ . Et puisque ¢fa) = (y(a)) = ¢(eI) =0, o0ona ola)=0.

C. QO FO D.
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