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Vi
REPRESENTATION DES FONCTIONS AFFINES
SEMI-CONTINUES INFERIEUREMENT

par Gabriel MOV.OBODZKI

Introduction.

Dans de nombreux problémes d'analyse on rencontre la situation suivante : on a un
espace compact X métrisable, un ensemble convexe K de mesures >0 sur X,
héréditaire pour 1'ordre défini par M (X) , une fonction affine f (numérique)
sur K 4, nulle en 0O , et le probléme se pose de savoir s'il existe une fonction v
borélienne, ou mesurable, sur X telle que, pour toute p, €K , v soit p-

intégrable et que 1'on ait [ v du = £(y) .
Si T est une mesure de probabilité sur K de barycentre yj, €K , on a

[ ([ vaa) ar(a) = [ vau .
I1 est donc nécessaire de supposer que f est mesurable, et que I f 4T = f(u) .

Dans un travail antérieur, réalisé en collaboration avec M. AJLANI [1], nous

avons résolu le probldme pour K convexe compact, et f continue.
La solution v est alors borélienne.

Dans [4]y j'ai montré que si K est analytique, fortement convexe (ctest=a~dire
fermé pour 1l'opération de barycentre), et si f est borélienne et vérifie le
calcul barycentrique, il existe une solution v qui est universellement mesurable.

On emploie pour cela la technique des limites médiales.

Dans [5]s on considdre des convexes compacts particuliers associés A des capacités
alternées d'ordre infini et des fonctions affines de 1re classe de Baire., On peut

alors construire des solutions v qui sont boréliennes.

Dans ce travail, nous résoudrons en particulier le probléme posé pour K convexe
compact héréditaire quelconque, et f semi-continue inférieurement (s. c. i.) de

1re classe de Baire,

La solution construite $era alors borélienne, La méthode employée s'inspire lar—
gement de [ 1].

1. Prél iminaires .
Le mot fonction désigne habituellement une fonction numérique.

Soient E un espace vectoriel localement convexe séparé, E!' son dual, C un

c8ne convexe fermé saillant de E dont le dual CO ={feBt; f >0 sur c}

engendre B! , c'est-a~-dire E! = CO - CO . On suppose de plus que C est faible-

ment complet,
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On note £ 1la relation d'ordre définie par C ; une partie A de C est héré-
ditaire si (x € A) et (O <v¥Vg x) entratnent que y appartient aussi a A .
Pour x€C , onmote [0 ,x]={yeC; 0gy<gC}.

On se donne une partie convexe compacte héréditaire X = C ,

La condition E' = ¢° - ¢° entratne en particulier que [0 , x| est compact

dans E ., Il en résulte facilement le lemme suivant.,

LEMME 1, - Soit f wune fonction semi-continue supérieurement sur C . La fonctim

T: x—>sup {f(y) ;3 yel[0 , x]} est semi-continue supérieurement sur C .,

Si, de plus, f est affine, alors T est concave.

THéORﬁME 2. - Soit f € E' telle que sulkf <M . Pour tout & > 0 , il existe
geCO tel que g>f sur C et sung$M+€ .

Démonstration. — Pour g € CC , les conditions (g >f) et (g>7f) sont équi-

valentes. Il revient au méme de dire que f est s. c. S., Ou que son sous-graphe

est fermé dans E x R.

F={(x, L) €R xRs Mg T(x)} est un o8ne convexe fermé.

w

Considérons dans B x R 1'enveloppe convexe B de 0 et de K x {M} . Clest un
convexe compact qui ne rencontre pas le sous—graphe strict de f sur C , ou en~

core, les ensembles F et Ee =% + {0, ¢} sont disjoints pour tout € >0 .

D'aprds le théordme de Hahn-Banach, il existe alors

Il

h=(g»a) €B xR=(BxRq)"

m/

tel que h soit positif sur F et inférieur - 1 sur Ke .

On obtient successivement :

~1>h(0,€) ==ac , ce qui donne cv>%, =<e€.

Pour tout xe P,

h(x , T(x)) = g(x) - of(x) 20,
et pour tout x €K ,
h(x s M+ ¢) =g(x) —a(M+6e)<~-1.
1

Pagons g!' = o ~ g ; on aura alors

g>f sur C et gsM+e—-§7$M+e sur K ,

PROPOSITION 3. = Soit f une fonction affine semi~continue inférieurement sur

K y nulle en O , qui soit de 1re classe de Baire. Il existe alors une suite

(kn) c CO telle que, pour w = 2 kn » Sup, W< 1 » et une fonction affine semi~

continue inférieurement bornée h , définie sur l'ensemble

K(w) = {w < 1} telle que hlK =f .
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Démonstration. - Soit A(K) 1l'ensemble des fonctions affines continues sur X .

On sait que f est l'enveloppe supérieure de l'ensemble filtrant croissant B(f)
des éléments de A(K) strictement majorés par f sur K [3]. Comme de plus f
est de 1lre classe de Baire, il existe une suite (fn) C B! et une suite (En)§g+ ’
telle que la suite (fn - en) soit croissante sur K et d'enveloppe supérieure

f sur K . Il en résulte, en particulier, que f est bornée sur K .

< 4-(n+1)

On peut supposer par exemple que € s pour tout n ., On aura alors

-n
fn - fn+1 < 4 sur K .

D'aprés le théordme précédent, il existe une suite (gn) c CO telle que

0 -n .
fn - fn+1 < g, partout sur C° et & <4 sur K .

Posons alors

5 R )3
= y =
¢ n=0 2 €n et ¥ n=0 &n *

La fonction ¢ est alors continue sur {opg 1} .
Posons aussi, pour n > 0,

,et u=z u

Ll -l L n>0 n °

n n 1

Sur 1l'ensemble {¢@ < 1} 5 on a les relations

fo-w+ Z;:0 Uy = Tnpr T Z:p>n+1 €p

de sorte que la fonction h = fO - ¢y +u est s, co i. sur cet ensemble, et
hIK = f , ce qui entraine que u est bormée sur K par une constante M . On

avait déja sup, o< 1.

Posons alors, pour n >0 ,

-1 _y1l 1
Komey =2 8pyp 0 Koy =My
la fonction w = §£>O kﬁ est alors bornée par 1 sur K . Sur {w< 1} » les

fonctions u et § sont bornées, u est s. c. i., { continue, et h = foy=itu

prolonge f .

Application. - Soient X wun espace compact métrisable, K une partie convexe
compacte héréditaire de ﬂf(X) » muni de la topologie vague ; on peut énoncer la

proposition suivante,

PROPOSITION 4, — Soit f une fonction affine s. ¢. i, sur K , nulleen O . }}

existe alors trois fonctions u , ¢ y w semi-continues inférieurement et ;,0

sur X telles que

(a) supK wg<l et u, y<Mw pour un M elgf

(b) ¢ est continue sur K(w) = {y € mhx) p s w) < 1}

(¢) pour toute , €KX , f(u - )dp = £(u) .
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