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Séminaire CHOQUET 24-0%
(Initiation 3 1l'analyse)
15e année, ,1975/76, n® 24, 14 p. 20 mai 1976

MESURES CONIQUES ET INTEGRALE DE DANIELL

par Richard BECKER

Partie I : Préliminaires.
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1. Notations et rappels. — L'expression " E espace faible" signifie que E est

un espace vectoriel muni d'une topologie faible séparée 3 E'!' désigne le dual de
E pour cette topologie ; quelquefois, il pourra arriver qu'un méme espace vecto-
riel E soit mis en dualité avec plus d'un s. e. v. de E* (dual algébrique de

E ) : cela sera alors explicitement précisé,

On dit qu'un cdne convexe, contenu dans un espsce faible E , est dans la classe
C lorsque ce cdne est une partie compléte de E 5 S désigne la classe des élé-

ments saillants de C .

. . . + .. A
Rappelons que, si V est un expace vectoriel ordonné, V' désigne le cdne des

€léments >0 de V , et Vg le s« es ve de V* engendré par (V*)+ R

Soit E espace faible ; on note h(E) 1l'espace vectoriel réticulé (ees Ve To)
de fonctions définies sur E engendré par E' , et S(E). la famille des éléments

convexes de h(E) .

On pose M(E) = h(E)g 3 les éléments de M(E) sont appelés mesures conigues_sur
E . On dit que y e MY(E) est portée par un cdne X € 3 lorsque (f € h(E) et
f!x > 0) entraine (p(f) >0) ; L(f) ne dépend alors que de f‘x . On dit que

TS M(E) est portée par X si, et seulement si, M+. et H- sont portées par X.

Soient E espace faible, et X €C avec X<CEj; vy, e M+(E) ys,lorsque |, est
portée par X , il existe un élément =r(y) € X tel que, vz eE' , ,(g) = a(r(w))
([4], 30.7 proposition) 3 on dit que r(y) est la résultante te |, » On pese

Ko = (t(A). 5 A e M(E) avec Agyp) s
c'est une partie convexe et compacte de X ([4], 38.2 proposition)e

Il existe un plus petit élément de C qui pcrte by & savoir (UnKy) ([4],
3845 corollaire),

Soient E espaee faible, X € C avec X c E,et A,puce€ M+(E) s A et
étant portées par X . On dit que A est plus concentrée que yu , et on note
A < lorsque, V f e S(E) , A(f) g pu(f) (ordre de Choquet)([4} 3D.%1). On ap~

pelle mesure maximale sur X toute mesure maximale pour cet ordre ([4] 30.13). Il

est évident que s'il existe une mesure maximale sur X , alors X € S

2« Introduction. - G. CHOQUET ([4] 38.13) a démontré qu'un mesure conique n=0

sur un espace E faiblement complet (i. e« E € C ) était une intégrale de Daniell
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(ie €s (fn) € h(E), , avec fn L0 sur E, ona “(fn) =0 )e

Mais u‘ n'est pas nécessairement une intégrale de Daniell pour la convergence
sur un cdna X € € qui porte g (cfe n° 8). Le probléme se pose alors de tenter
drédifier une théorie dé l'intégratioh pour dne mesure conique > O portee par un
céne donné de la classe C , et de comparer cette théorie avec la théorie classique
de Daniell,

3. Plane - Aprés ces quelques préliminaires (partie I), et étant donné un espace
faible E , et X € C avec X © E , nous montrerons, dans la partie II, que, pour
ainsi dire, la notion de mesure conique portée par X ne change pas lorsque l'oh
renforce la topologie de E en rajoutant a E' des éléments de E* dont la res-

triction 2 X est continue.
Soient E espace feible, X € C avec X c E sy et p € M*(E) portée par X .

Nous définirons alors (partie III) l'analogue de l'intégrale supérieure de la
théorie classique, pour des fonctions sous-linéaires et s. Co 1., définies sur X
(n°® 12) ; nous prouverons une propriété de continuité pour l'intégrale supérieure

(n® 17), grice & un “lemme de Fatou conique" (n°® 9).

Nous introduirens un espace vectoriel réticulé Am(u)- (n® 18) de fonctions sur
K  contenant h(E). , sur lequel un prolongement de uw estdéfini grdce a 1l'inté-
ggale supérieure, et nous comparerons Am(u) avec l'espace Lt(u) déduit de
et de h(E) & l'aide de la théorie classique de Daniell (n°® 21 et 23). Le cas ou

Xed etol  estmaximale est particuliérement intéressant (n° 19).

Enfin dans la partie IV, nous prolecngerons pw aux fonctions sous-linéaires défi-
nies sur X (n° 25) ; onprouvemune propriété de continuité séquentielle de ce pro-
longement (n°® 29), et on introduira un certain espace de fonctions affines sur X
(n° 31)e

Partie II : Une remarque concernant la définition des mesures coniques.
WWMWWWWMW

Soit X wun cOne convexe contenu dans un esSpace vectoriel ; on pose E =X - X ,
et on suppose que X € C lorsque E est mis en dualité avec un certain espace
vectoriel F < E* . Il est bien connu ([2] chap. II, §3, p. 7) que X e C lorsque
E est mis en dualité avec l'espace vectoriel F des éléments de E* dont la res—

triction & X est continue, X étant muni de la trace de g(E , E) .

A priori, les notions de mesure conique sur E portée par X lorsque E est
muni de (E , F) , et lorsque E est muni de o(E , F) , sont différentes ; nous

allons voir qu'en fait il n'en est rien grdce aux pregositions 4 et 5.

Nous noterons (E , F) ou (E , F) pour indiquer que E est muni de g(E , F)
oude o(E , F) ; remarquons que tout élément de M(E , F) induit par restriction
un élément de M(E , F) .
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4, PROPOSITION. — Tout élément de M(E , F) porté par X est bien déterminé par

sa restriction & h(E , F) .

5. PROPOSITION. - Tout élément € M(E , f) porté par X se prolonge univogue-
~
ment en un élément |, € &i(E , F) porté par X . L'application  —> u est bijec-

tive linéaire, et positive.,

Ces deux propos:tions resultent du lemie suivant.

ée LEdidE. - Soit p € MT(E , F) portée par X ; pour toute f € h(E , F) 5 Ve>O0,
il existe u, ven(E , £) tels que ugfgv sur X et plv—-u)ge.

Preuve. - Il suffit de prouver le lemme avec f convexe.

Si f = sup(fi) ’ fi E’Fi., T<ign, prenons ¢ i, Us g vi € F  tels que
i, u < fi <v; sur X, et vi(r(u)) - ui(r(u)) < e/n (de tels TP
existent, a cause du théoréme de séparation de Hahn-Banach, appliqué dans l'espace

E x R au convexe fermé ((x , k) 3 x € X, k\;,fi(x)) et au point

(II.(‘_L), ') fi_(r.(p,))- E/2n‘, )

puis aw convexe fermé ((x , k) ; xe X, kg fi(xL) et au point

(x(u) fi(\r(u)) + ¢/2n) 3

u = supﬁui) et v = sup(vi) » Agign,
répondent a la question puisque l'on a, sur X ,
v - u,g_z%(vi - ui) .

7+« Remarquese

1 Il résulte alors des deux propositions précédentes que les e, V. r. constitués
par les éléments de M(E , F) (resp. M(E , F) ) portés par X sont canonique—
ment isomorphes, oe qui justifie la notation M(X) . Pour e xprimer ce fait nous

dirons que, si X € C, M(X) ne dépend que du cdne X et de sa topologiee

2° Notons également que la notion d'ordre de Choquet sur M+(X) ,, associée a
S(E 4 F) 5 est la méme que celle associée & S(E.,’;) : étant donnés f e S(E ,’E)
et A ,p € M+(X) avec A(g) < ulg) 4 v geS(E , F) , il existe grice & 6 une
suite Gﬁn) de S(E , F) avec xﬁfn) > A(f) et “Qin) = u(f), « La notion d'or-
dre de Choquet, et donc aussi de mesure maximale, sur M+(X) ne dépend donc que du
cdne X € C et de sa topologie ; on notera max(X) l'ensemble des éléments maxi-

maux de  MT(X). pour cet ordree

Partie III s L'intégrale supérieure des fonctions sous-linéaires et s. Ce¢ ie
ONS NI NI IIIIINS OIS I I I TP I\ D NSNS PGS I PP PGNP NGNS PSPPI

8+ Exemples.

1® Soit E = L° (classes de fonctions mesurables bornées sur (Q , 1) muni de

dx ), muni de la topologie faible telle que E' = Lj y X = et sy ety la mesure
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maximale sur X qui représente la constante 1 € X+  n'est pas de Daniell sur
B(E) |y ¢

¥ k et n entiers avec 1< kg 2" | soit e(k , n) le segment
Gk —1)/2" , k/2™) de ©, 1)
soit hm € h(E) , définie par

vfeL“,h(f),=sup (j(knfdx),

] /ﬁ

on n|X - Q en déeroissant, et p,(h ) ey 7 Do

2® Le disque unité D , considéré comme partie de R2 et le cercle unité W
. . 3
muni de la mesure de Haar, permettent de construire une mesure conique A sur R,

portée par un élément X € &, telle que A ne soit pas de Daniell sur h(R3)| H

Soit X < R> le cdne de 8 admettant D x 1 pour base ; on a R*.K)\\O =X
(intérieur de X ) ; noter qu'il existe une suite (f‘n) de fonctions continues

définies sur. D telle que fn =1 sur U, et (fn). décroit vers O sur

©
=D\U «
Soit y € MF(X) avec X e C3 nous allons chercher & prolenger |, & des fonc—
tions définies sur X et positivement homogénes, mais non nécessairement continuese

Pour cela, le lemme suivant, du genre Fatow, est fondamental :

9. LEMME. - Soient E un espace faible, X e C avec X<E, p € MF(x) , et
f € h(E) o Pour tout filtre % sur S(E) tel que, en tout point de Ku. .

f < lim inf (3) ,
on a

w(f) < lim inf(u(9)) .

Preuve. —Soit X, , 1< ign, une famille de cdnes polyédraux ([4], 30.1

~~

définition) recouvrant X , telle que, V¥ i , & £, €E* avec le (‘fi)lx :
i

une telle famille existe ([4], 3Qs.2 proposition)e
vi, Ba, &M (Xi) s 1<ignr, avec ”‘.az““i § soit xi=1(“i) s ona

x. € X, NK
1 1 e
Fe>0, 1 F.e € & tel que g(.\xi), >,f.(,xi) - ¢/m pour tout i, et ¥y ge F€ .
B'aprés le théoréme de Hahn-Banach, ¥ h.€ S(E) , on a :
t F
et ¥ geF_

w(g) 2 28(x,) —e = u(f) - ¢

d'olu le lemme.
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10. Notatione — Soient E un espace feible, X € C avec X < E ; on note Ci(x)
la famille des fonctions sous-linéaires et se Ce 1., définies sur X et a valeurs

dans R y (+ @) «

Cette famille est stable par sup quelconque et par multiplication par A > Q

Remarquons que CiQX) ne dépend que du cSne X et de sa topologie.

Nous aurons également besoin de la remarque suivantes
1% PROPOSITION. - Soit E un espace faible, X € C avec X < E ; toute
fe Ci(X)

est limite filtrante croissante sur. X -d'éléments de S(E) .

Preuve. - Remarquons que, dans l'espace produit E x R , le sur-graphe G de f

(G=((x4A); xeX et A= f(x)) ) estun clne convexe fermé.

Si x € X est tal que f(x) < +» 4 il suffit de séparer strictement G et
(x 4 £(x) = g). pour tout ¢ > O , par un hyperplan: fermé, a l'aide du théoreme de
Hahn-Banache

'S8i f(x) =+ ®» , on séparera strictement G et le segment ayant pour extrémités
(0, -1) et (x4, k) pour tout k eR «

12, Définitione — Soient E un espace faible, X € C avec X <E , et p € MKX);
pour toute f € Ci(X) , on pose

u*(£f) = sup(u(g) 3 g eS(E) et ggf sur X) .

Ona p*(Af) = \*(f) 5 ¥ A >0 . Notons que p*(f) €R U (+ =) «

Grice 3 la proposition suivante, qui résulte du lemme 9, l'application p¥* ne de-
pend que du céne X et de sa topologie

18, PROPOSITION, - Soient E wun eSpace faible, X € C avec XCE , et

b€ M(X)

Pour toute f € Ci(X) et tout filtre & gsur S(E) , admettant une partie formée
d'gléments < f sur Kp y et tel que §->f sur K@ sy On a

p*(£) = lim(p@)) «
14+ COROLLAIRE, - ¢ f 4 g € Ci(X) s ON 3
(f<9 swr Ku) === (p*(£) < p*(g)) »

v £f,9¢e€C(X),ona

u*(f + g) = p*(£) + u¥(g) «
Ywseve M*(X) s ON 3

(o +9)E) =@ v, v EeC ().
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Pour_toute famille f, d'éléments > O de Ci(x) , ON a *A*(Zfi) = 2;*(@1) .

15.. Notgtions. - Soient E un espace faible, et p € M*@i) ; on note Gi(u) la
famille des fonctions sous-linéaires et s. ce 1., définies sur RT.K y & va—
leurs dans R u (+ ») , minorées par un élément (non fixé) de E' , égmmé 7 X eC,
tel que X <E et p € M+(X) , tout élément de Ci(u) est la restriction a
R*.K  d'un élément de Ci(K) . on peut donc parler, § f € Ciﬁu) s par abus de

W
langage, de p*(f)

. 1.
Soit Ci(p,) = (\f s f e Ci(p,) et p,*(f) < oo) .
16 PROPOSITION. - Sgit £ € Cl(u) bt eek yona £(x) <ur(e) .
Preuves - C'est une conséquence immédiate de la proposition 13,

17, PROPOSITION. -~ Soient E un espace faible, X € C avec X< E et

+
woe M (X) ;
soient f e Ci(ﬂ) et f, € CI(M) $ pour tout filtre § sur Ci(“) tel que, en
tout pointide KH y f = f1;5 lim inf(%) , on a
w*(£) = p*(£,) g lim inf(u*(9)) .

Preuvee — En raisonnant sur f et sur le filtre (& + f1) =(F; 3Fef avec
F=F+ f1) s on voit, grice au corollaire 14, qu'il suffit de démontrer le résul-
tat d& 1l'énoncé avec f,]i = 0 3 de plus, a'aprés la définition 12, il suffit d'en~—

visager le cas ou f € h(E) .

Cela étant, la démonstration s'effectue exactement comme au lemme 9, en tenant

compte du corollaire 14 et de la proposition 16 3

Soit (ui) , ligi , une famille finie d'éléments de M'(E) telle que, en

<n
1<ign, onait

posant x; = r(“i) .
b= Z“i et ui(f) = f(xi) y Tgign (cf. n®9) ;
¥V ge Ci(u) y on a (efe n® 14) u*(g) = Zuz(g) y dlou
u*(g) Z,Zg(xi) (cfe n° 16) &
¥ ¢ >0 donné, 1 Ee €% telque YV ge Fe ’ ngi) > i(xi) ~—e/n,y, 1gign,
arel u*(g) 2 p(f) —¢
18. Définitions — Soient E un espace faible, et uw € M+(B) s on pose
A gt 1
TN (Lh) = Ci(}.b) - Ci(p) H

c'est un es ve To de fonctions sur RY.K ; ltapplication * se prelonge canoni-—
quement, gréce au corollaire 14, en un ¢élément > O de Am(p)* sy NOté encore p¥* .
On munit A1Qp) de la semi-nerme p(f) = p*(lf') « Notons que p(|f]) = p(f) et
que, ¥ £, g>Q dans Am(p) sona p(f+g) =p(f) +plg) «
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19« PROPOSITION. —-Soient X €Cet | € max(X) ; alors A“(u) muni de p(f) est

un espace complet.

(La réciproque est fausse : prendre une somme finie de megures coniques ponctuel-
les.)

Preuve. - Comme h(E) est partout dense dans Am(u) s 1l suffit de prouver que,
pour toute suite (h_ ) de h(E) avec p(h ) € 12" s ¥ n, la série Zh con—

verge ¢ soit h_ = hn - h 3 prouvons la convergence de Zh p  étant max1male,

en a p(h - X+) =0 (Sl. £ e h(E) , f désigne le plus grand élément de Ci(X)
tel que f < fIX ) ; or Zh e C, (X) de plus (cfe n° 14)

4 - Y - + />N
pw*(h ) = 2u*(h) = Ju*(h ) < T2
. Y 4 % .
d'olu Zhn € Ci(p) s V k entier, on a

nt - E pt Y4 k
p(&n ""21 h::) = “*(‘Ziaq; hn) < 1/2 .

. + M
il y a donc convergenee de Zhn vers Zhh au sens de D e

20 Remarque. ~ Munissons A1(u) de la semi-norme N , définie par

: . . 1

N(f) = 1anu*(f1) +u¥* () 3 £, 0 %, € Ci(“) v £, 6,20 et £=£ ~1) ) 3
on démontrerait que Am(u) , muni de N , est un Banache

Soient E un espace faiblement complet, X < E avec XeC , et € M+QX) ;
p  étant de Daniell sur h(E) ([4] 38.13), on peut développer la théorie de l'in-
tégrale de Daniell ([1] et [5] § 61), et chercher a comparer cette théorie avec ce
qﬁi précédes

Notons que la fonction Py définie sur E , valant O sur X et + o ail--

leurs, est dans C,(E) , et que u*(wxlx) =0 .

21. PROPOSITION. - Lorsque Py &st p—intégrable pour la théorie de Daniell,

alors |, est de Daniell sur h(E)lX « De plus, lorsque X € § ; E est isomorphe
ERE
Preuves, — Lorsque Dy osi ;p—intégrable pour la théorie de Daniclly alors. l'ensemble
(E\X). , ol gy =@ 4 est p-négligeable au sens de ([1] &, et [3] § 61) ; on a donc
([1] 7, et [5] § 61) pour toute suite (fn) de h(E), qui -> 0 en décroissant,

sauf peut-8tre sur (E\X) , u(fn) =0 , ce qui est le résultat cherché.

Toute fonction p-intégrable pour la théorie de Daniell est nulle sur un s. ee Ve
de E de codimension #dénombrable, et donc au moins sur une droite de E lorsque
E n'est pas isomorphe 3a RN 3 dans ce cas, @y he peut pas étre p-intégrable si

X. €8 4 car alors X contiendrzit une droite sur laquelle Py serait nulle,

Nous allons voir que At(u) peut &tre regardé comme un sous—espace vectoriel-

réticulé de Lﬂ(u) (espace classique déduit de h(E) et de & 1l'aide de la
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théorie de Daniell, ol deux éléments f et g tels que p(lf -g|) =0 sont i-
dentifiés)e Nous dirons que f , g € Am(p) sont p—€équivalents lorsque

u*(i@ - gl) =

22, PROPOSITION, - ¢ f € CI(“) la famille des fonctions de Cl(u) s p—équiva-

lentes & f , admet un plus grand élément pour l'ordre usuel des fonctions.

Preuves. = D'aprés la proposition 17, il suffit de prouver que
(uyv € Cl(u)= avec Uu,v p~équivalentes a f) === (sup(u,v) p—équivalente & £) o

Or on a

u+v=suplu, v)+inf(u, v) > sup(u, v) +w,
oU w est l'élément de Cz(u). ainsi obtenu : on se place dans E x R § soit
ru = (R+.K#) xR et Ty le sur-graphe de f ;
Fe= (x5 xe R‘”.,K“b et A > £(x)) 3

ru s rv et Ff sont trois sous-cbnes convexes, fermés, relatifs de Fp s et on
a I +T STp3 w sera caractérisée par

= (T, + FV), A rp ;

1 . 1 .
coome f € Ci(u) sona fgw puisque T ST, ,etona f e Ci(u) § comme aussi

~

w<u et wgw, ona p*(w) =p*(f) .
On a donc p*(u) + u*(v) = p*(sup(u , v)) + p*(w) ; dfou
2u*(£) > p¥(sup(u , v)) + p*(f)
soit p¥(sup(u , w)) = p*(f) puisque sup(u 4, v) > £ «

La proposition suivante explicite la comparaison de Am(u) et de L1(p) .

23, PROPOSITIONQ Il existe une injedtion canonigue de A (u) , moduls la ~€qui-

valence, dans ! (u) « Plus précisément i

1° Soit £ =C —C' avec C, C! e C{(p) 3 soient (Cn) et (Cé) deux suites

croissantes de S(E) telles que G <G, Cl<G' sur K , et
' - [

w(C ) > u*(C) 4 w(G1) > u*(Cr)

A la classe de f dans A (M) correspond la classe de limQCn) —vlimQCﬁ) dans
(p.) .

2° Réchproquement, soient (Cn), et (CR) deux suites croissantes de S(E)
telles que lim(Cn) <o et lim@Cg) <® o S0it g une fonction sur E telle que
g = llm(C ) ——l;m(C') en tout point ol ces limites sont < o « La classe de g
(qui est dans ! (u) ) est 1l'image de la classe dahs Am(u) de la restriction
. de g a R KW

"
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Preuvees = On utilisera l'abréviation L pour "limite", dans les formules.
Pour le 1°, il faut vérifier que vy S , S!' € CI(“) et ¥ (Sn) ’ (SA) , suites

croissantes de S(E) telles que Sn <S , Sg < S' sur Kp , et

~

u(sn) > *(S). , u(sgl = u¥(SY)

(f et S —S' sont p—équivalentes dans Amﬁu) )

= (,L(\_cn) -—L(C;) et L(Sn) - L(s;l) sont égales dans L1(.u) )e

Par abus de langage, on notera encore  le prolongement canonique de a

Lj(u) $ on a alors

(LG ) = L(C2)) = (L(s)) = L(st) )
2u(sup(E(C_) + L(S!) 4 L(C!) + L(S))) —u(L(C) + L(S!) + L(C!) + L(S))

1,m(\2w(\sup(\_crl +Sr, Gl + sn)) - p,(\(:.n +8! +C! + s,n)).
2u*(sup(L(C ) + L(S!) , L(CM). + L(S)) ‘m.@ -
—u*((L(C) +LsH) + LC) + LS N , ).

R K
"

]

Pour prouver que la premiére partie de l'expression précédente vaut
2u*(sup(C + S , C' +8)) ,
il suffit d'uiiliser la proposition 13 et la remarque suivante :
1
vyA,B,a,be Gi(u) avec a <A, bgB et p*(a) = u*¥(@A) , p*(b) = u*(B) ,
on a,
p,*(SUp(A' y B)) = LL*(-SUP(-.a y b))

car sup(A 4 B) — sup(a 4 b), g (A -=a) + (B -Db) .

Pour achever de prouver ce 1%, il suffit de remarquer que l'on a

Q= u*ﬁ'(C~-C') - (s =-sM)]) = 2u*(sup(C +S* , C' +85)) —p*(C +S' +C' +5) .

Le 2° est évident, une fois prouvé 1°.

Partie IV : L'intégrale supérieure des fonctions sous—~linéaires.
P e e A A N B e e e e e e e i A e A e e e e e e e

24, Notations. — Soient E un espace faiblement complet, | € mt(E), , XcE
tel que X e C, et € M+(X) . Dans tout ce qui suit, Y désignera un cdne con-
vexe de E tel que :

1« K c¥cX.
o

2° Y est une partie héréditaire de X pour le préordre induit par X e CY

désignera la famille des fonctions sous~linéaires, définies sur Y , & valeurs dans



24-10

Ru (+ =) , minorées par un élément (non fixé) de E' .

25, Définitione = 7 f € CY s On. pose
p§(f} = inf(p*(g) 3 g € ciﬁx) et f<g sur Y ).

Cette définition.a toujours un sens, car la fonction valant + o sur X\ O, et

O en O , est dans Ci(X) et majore tous les éléments de CY $ on a
M§(f) eRy (+ =),
car f est minoré par un élément de E' sur Y .

w§ ne dépend que du cdne X et de sa topologie, et Y étant fixés, mais
s
ditions de 24.

ne dépend pas du céne X , E , E' ,, et Y. étant fixés, vérifiant les con—

26. Exemples .(éclairant la définition 25).

1° (Notations de 8, 2°) Soit f wune fonction affine, définie sur R+°Kh s telle
que £ > h sur D x 13 ona x*(f) >0 «0Ory ¥ ¢>0, il existe une suite (in)

de -S(R.) , >0 et croissant vers f sur KK , telle que x(fn) Ses ¥ No

Il suffit de construire les restrictions des fn a D x1 3 soit ¢ une fonc—
tion affine >0 sur D3 ¥ ¢ > QO , construisons une suite croissante (¢n) de
fonctions de - S(RQ) telle que O g ¥, < e sur U et 9, > ¢ sur B =D \ U.
Soit (gn) @ne suite auxiliaire de fonctions concaves continues sur D telle que
(%1) soit croissante, g <g oartout sur D, g =0 sur U,et g =9
sur D ; on prendra 9y, € ——S(R ) telle que 9y £ pqg <@ sur D,et @< < e/2
sur U ; soit 92 la plus petite fonction concave et s. ce s. définie sur D ,
telle que §2 >9% s et g, 5 o0na §2 <@ sur D, et §2 =@, Ssur U, car
dans D x RT , le sous—graphe de % ((x yt) 3 xeD et 0gtg §2(x)) , est
1'enveloppe convexe des sous—graphes deé % et P4 3 comme QZIU = @m‘u, est con=
tinue, 3 g, € —»S(R ). telle que §2 Gy < @ Sur D,et ¢ < e/2 + ¢/4 sur
U .

N

Suppsems construits les qqs= yp € —-S(R ) tels que b3 < @5 » POUT 1<igj<n
et, pour tgign, ¢>¢;>09; sur D,et O0<o; < /2 + eee + /2% sur U:

construisons Ppad. 3 seit § la plus petite fonction concave et s. Cs Se sUr

n+7
D telle que gnft 2 9,1 ©b o, % ona, comme pour % §n+1 <@ sur D, et

hn+ﬁ =¢, sur U; donc 1 ?n +1 —-S(R%) telle que “n*n‘s Ppeq <@ SUT D,

et Prpt S S ef2 + aus + 8/2n sur U « Il est clair que (Qn) , ainsi construite,
va étre une suite de =~ S(R ) telle que 0 g o, S E sur. U , et Q@n} croit vers
gpsurﬁ.

2° I1 existe un convexec compact métrisable X , que l'on considerera comme la
base d'un cdne localement compact, une fonction f convexe et borélienne définie
sur X , une mesure de Radon y, > O dont le support contient g(X) fensemble des

points extrémaux de X ), de sorte que (f) < inf(u(g) 3 > f , g convexe
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Se Ce ie sur X ) : on prendra pour X l'ensemble des mesures de Radon > O et-de
masse 1 sur (O, 1) , pour |, la mesure maximale sur X représentant L'élément
(dx) € X 4, et pour f 1ltapplication définie par. y me X , f(m) = md(m) ( my 3

partie diffuse de m ) , ona pu(f). =0, et £(r(y)) =1 ; on voit que f est

©e

borélienne en notant que, ¥ k € R ,

(m; meX et 1 - f(m) > k)

= Yot qen(™ 3

tels que m.> Zg ai.éxi et Z%'ain,k + 1/q) ='UpeN,qu Kp,q,'

Hx1'9-oogxp€(o,1o] et Bao]i,noo ,dp>/o

car chaque Kp q est une partie compacte de X «
™1

f convient grice a la proposition 16

27, PROPOSITION..
Vf,geCY‘, (\fﬁg) —"5’;.LY(f) p,w(g)-
v £,9€C,,0na Hy(f +9) < uYQf) +-uYLg) .

v feC, et ¥1>0,0na u*(\£) = xu§(f) .

28. PROPOSITIONe - Soient A 4 p € M *(X) avec X e S, et (KX U K J<Y¥j;ona
*
O+ p)g =g + 0¥ -

Preuvee ~ I1 est évident que (A + u)§ ;,x§ +-“§, 3 cause du: corollaire 14. Soit

f e CX“ il suffit d'enviszger le cas ou X§Qf) + u?(f) < ® 3
Fe>0, _?l‘u,\,V‘EC.(X)

avec fgw et v sur Y, et avec A¥(u) g\ ‘(f) +¢ 5 p¥(v) g u§(f):+—g e IL
W

).
suffit alors de trouver w € Ci(X) avec f u et v sur Y ; déterminons
W a l'aide de son sur—graphe Fw dans X xR : rappelons que le sur-—graphe ru;
de u dans X xR est défihi par ((x , k) 3 x eX et £(x) k) ; ona Ty
et Ty € S r, et T, sont contenus dans un méme cdne de S ([3] chap. II,

§ 6 n® 8, lemme 1 et prop. 11) 3 w sera caractérisée par I, =Ty*l,sona
donc T € 8 ([3] chape II, § 6 n° 8, prop. 11) et w e Ci(X) ; de plus, comme Y
est une partie héréditeire de X pour le préordre défini par X , la fonction w

est >f sur Y. w est bien 1'élément cherché.
Comme nous ne considérerons plus qu'une seule mesure conique |, 4, on peut suppo-—

ser que X = zﬁj.Kp) y car alors X € C, et X porte  ([4] 38.5).

29. LEMVME, - Lorsque X € $ , pour toute suite croissante (fn) d'éléments de
CY s ON §

wp(Lin(E)) = Lin(uy(,)) +

Preuves = Il est clair que u@(limﬁfn)) > lim(u§(£n)) ; de plus si lim(u§(fn))=+m,
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le: résultat est évident. Supposons donc limﬁp§(in)) <+w +S0it ¢>03 Vv n3
3 hh‘e Ci(X) telle que f < hm sun Y , et u*(hn) < p§(fn) + /2" 3 pusons
g = sup(h1 v By g eee hn} jona g e Ci(X) » £ < g, sur ¥, et an} est

une suite croissante ; montrons que ¢ n> 1,
N}
u*(gn) < ”§Q£n)v+ e(t —Ww27) .
Une fois prouvée cette. inégalité, on en déduit que, 7 n> 1 4
w* (9 ) < lim;(ug;(ﬁn)’) +e

et en posant g4 = lim(gn) s ON a, comme (gn) est une suite croissante et gréce
a la proposition 17,
d'ol le lemme, car on a, sur Y , 9% ;,lim(ﬁn) et gy € ci(x) .
Pour prouver que, y m> 1, H*(Qn)~$ “?Qﬂm) + (1 —-W/Qn) s on procéde par
1

récurrenee ; le cas n = étant évident, supposons l'inégalité établie pour

ltentier n ; on a
)

soit o) 1'élément de CiQX) dont le sur-graphe T est.l'envelOppe,convexe des

g ., = syp(g

n+1 n? hh+ﬂ

sur—grapnes Fg et Ty de 9, et de h (. @ existe grdce a des arguments

n+1
déja invoqués en 28 Fg et Iy sont contenus dans un méme cdne de & , et

r =:rg +—rh €$ ) Comme Y est une partie héréditaire de X , pour le préordre
s dlell ¢

defini par X 4, ona ¢ > £n4 sur Y. , et 9 FO< gn;+'hn+1

p* (o) + u*(9n+1)-$ w*(g ) + p*(h )
ett
‘ i
u(E) +u* (g q) < (g ) + e(t = (W27) + (£ ) + 2™

ce qui est 1'inégalité visée.

30, COROLLAIRE, - On suppose X € S . Les deux parties suivantes de CY sont

des cdnes convexes stables par limites séquentielles croissantes

1 vy = (s feCyy u3(f) =suplule) 5 geSE), ggf sup ¥) .
2% y, = (£3 £eCy, up(f)

La_seconde de ces deux familles contient la premidre.

]

sup(u(g) ¢+ geh(E) , ggf sur Y) .

Preuvee = Soient f , g € ¥4 3 On @ p§ﬁ£ +~g),$.p§(£).+ p§(g) 5, de plus, e > O,
3u, veS(E) avec ugf sur Y, vgg sur Y, et u(UQ'Z-pQLfl —c
w(v) 2—u§(9) - ¢ 3 dtol
wlu +v) 2 u808) + u3(a) —2e > u§(f + q) ~2¢ 3

Y4 €st donc. un cdne oonvexe.
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Y4 est stable par limite séquentielle a cause du lemme 29 etdu fait que la

fonctionnelle ¢ , définie sur CY: par
£ y(f) =sup(u(a) 3 ge€SE), ggf sue Y),
vérifie
((fn) € Cy, avec (fn) croissante) === (¢(llm(f )) > llm(¢(£ ))) .
Méme démonstration pour Yo 3 ona y, Sy, 4 car S(E), € h(E)
31e Définition. = Soit dY s fe CY_n (=~ CY) et py(f) = - ﬂr £)) 3
c'est un espace vectoriel qui contient (EJ)IX

32, PROPOSITION. — La restrjction a K de tout élément f de d, est conti—

A Y
nue sur K . De plus, (f) = f(r(u)) .
- u

Preuves ~ Soit fed,, Ve>0, 1 f, € C?(p) et f, € ——C (p) avec, sur
Y, f2 £ f<g f1 ett p*(f - f )< € o On a donc, VYV x € K@ s d'aprés la proposi-
tion 16, £1Qx) —-£2(x).\ e 5 comme £, est s. ce i., et f, s. Ce sey Onen

déduit la continuité de f]K .
"
Comme £,(r(u)) —£,(r(u)) g e ona p¥(f) = £(x(u)) »

33. PROPOSITION, —:ngsgue X e$8 , la_limite de toute suite croissante d'élé-
ments de dy , majorée par un élément de ﬂY s &st dans GY .

Preuvees - Soient (f ) une: suite croissante de GY majorée par un élément de

GY s et f = llm(f ) sona fe Cy n (~ Y) « Il reste & montrer que

u§(f) = -u§ﬁ- £)
Or, d'aprés le J2mme 29, p§£f) = limﬁu§(fn)) ; comme (- fn) est une suite
décroissante, on a p$(- f) < lim{py(~ £)) 5 d'ob w¥(£) < —p¥(~ £) o Comme
f+ (~f) =0, ona toujours u@(f) +vu§(-f) >0 , et donc u@(f) =~—»p§(r £) .

34. Remargue. — Dans 28, 29, 30, on peut éviter de supposer que X € S , mais il
faut alors supposer que les adhérences des graphes des fonctions considérées ne
contiennent pas de droite : cela permet en effet d'utiliser, dans les preuveé, des

sur—graphes de fonections qui sont des cbnes de S .
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