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/ “
DERIVATION DE MESURES A VALEURS VECTORIELLES

par Maurice SION

Dans la suite, S est un espace abstrait, H est une algdbre de parties de S ,

et X est un espace topologique vectoriel séparé.

1. Mesure et intégrale.

Etant donné 1 : H —> X , on définit, pour tout A c S, M(A) = IA dT par la

formule

u(a) = 15 0) z:o,EA(P) (o)

o Ped(a) = {Q3 Q est une famille dénombrable, disjointe, d'éléments de H
qui recouvre A} , A est une fonction sur ®(A) telle que, pour tout Qe ©(4) ,
A(Q) soit finie, et A(Q) © Q , et 1'on pose (P , A) < (P* , A') si P! est
plus fine que P , et A(Q) = A'(Q) pour tout Qe ®(4) .

THEOREME. - Sous les hypotheses :

(O) S e HO',

(1) T est simplement additive,

(2) 1[H] est contenu dans un ensemble complet de X ,

(3) lim T(an) = 0 pour toute suite (an) d'é1éments disjoints de H ,

neN

on conclut
(a) u(A) € X pour tout A<=S,

(v) p est o-additive sur une tribu M qui contient H , (En effet,

M={a; w®) =u@na)+u(t~4a) pour tout T c s}

EE . contient la famille N des ensembles nuls, c'est—i-dire

N = {A H u(B) =0 Eour tout B c .A.} .)

(c) pour tout A< S, on a

u(a) = limBeHcsACB u(B)

= 1imB€H6’AcB limaEH,aCB (o)

donc si T est o-additive, w est une extension de T .

Etant donnés des espaces X1 ’ X2 ’
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fe:@ S—> X1

A H——> X2

o:XIXX2—>X,

pour toute fonction de choix € : g € H > ga € o » on considére

1.t o€ Hr—> (g )or(e)
g o
et on définit
Iyt aTe

si celle-ci est indépendante du choix € .

2o Fonctions mesursbles.

Etant donndes une tribu M (de parties mesurables de S ), une sous-famille

(d'ensembles de mesure nulle), et £ : S —~—>X , on définit

(1) £ est partitionable <==> pour tout voisinage U de 0 dans X , il existe
(a,)

C I telle que S=U _ A , Ay €T ety pour n>1,

neN neN “n

f[Ah] est contenu dans un translaté de U .

(2) £ est quasi bormée <==> pour tout voisinage U de O dans X , il existe
Sy €N et (Xn)neN © S tels que

—~

fls\ 5] < Uney_(xn +U) .
Remarques. = Quand X =R
(f est partitionable) <==> (f est mesurable) .
Quand X = espace de Banach,
(f est partitionable) <==> (f est mesurable au sens de Bochner) .,
Quand X = espace localement convexe muni de la topologie faible,

(f est partitionable) <==> (f est faiblement mesurable) .

THEOREME. - Quand X est un espace localement convexe,

(f est partitionable) <==> (f est quasi borné et faiblement mesurable) .

3, Dérivation.
R ¥ oW W A

Etant données une mesure extérieure non négative et bornée )\ sur S (M et N
étant respectivement les familles d'ensembles mesurables et d'ensembles de mesure
nulle), une mesure g-additive ¢ M —> X , et une base de dérivation & ’

c'est~d~dire pour chaque s € S, $(s) est un filtre de familles
FefoeM; Ala) >0} =0,

on définit la dérivée D(s) de | par rapport & A au point s par



13-03
D(s) = nFe%(s) fermeture {%%g% ;i a€F}.

Définition, = & est une base de Vitali <==> pour tous ACS S, ¢ >0, et

¢cat, si la condition
(%) pour tout s €A et Fe S(s) ona GNnF#H

est satisfaite, alors il existe G' © G tel que G! soit dénombrable, disjoint,

(A~ UQGG, o) €N et

2 ear Ma) ga(a) +e .

THEOREME. - Sous les hypothéses @

19 X est localement convexe,

2° & est une base de Vitali,

30 w << A (c'est—é—dire k(a) =0 == u(a) = 0)

40 D(s) # 8 pour tout s €S,

50 D est quasi borné,

on conclut

(&) pour chaque voisinage U de O dans X , il existe N € 7l tel gue, pour
s€S <N, D(s)c translaté de U .

(b) D est partitionable

(e) u(A) = IA DAx pour A e &,

4, Applications.

Pour les applications, on t&che de construire une base de Vitali & , et on impo-
se des conditions qui garantissent que D(s) # § presque sfirement, la condition 5°

étant relativement facile a satisfaire, Par exemple, on demande que 1'ensemble

we @l ey

soit pré-compact ou dentable., Le plus souvent on obtient % en considérant une
suite de partitions de S de plus en plus fines. Le r8le du théordme de reldvement

dans ce point de vue est de garantir 1l'existence d'une base de Vitali dans tous les

Cas.

On trouvera tous les détails dans [1]. Voir en particulier les références en
pages 79 et 121,
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