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DÉRIVATION DE MESURES À VALEURS VECTORIELLES

par Maurice SION

Séminaire CHOQUET
(initiation à l’analyse)
14e année, 1974/75, n° 13, 4 p. 20 février 1975

Dans la suite, S est un espace abstrait, H est une algèbre de parties de S ,

et X est un espace topologique vectoriel séparé.

1. Mesure et intégrale.

Etant donné T : H --> X , on définit, pour tout A cS, p,(A) = A dT par la

formule

où P e = (Q ~ Q est une famille dénombrable, disjointe, d’éléments de H

qui recouvre A) ~ A est une fonction sur D(A) telle que, pour tout Q~ C(A) ~
A(Q) soit finie, et A(Q) ~Q ~ et l’on pose (P ~A)(P’ ~ A~) si P’ est

plus fine que P , et A(Q) ~ A’(Q) pour tout Q ~ c(A) ~

THÉORÈME. - Sous les hypothèses :

(0) S ~ H ,
j

(l) T est simplement additive,

(2) T[H] est contenu dans un ensemble complet de X ,

(3) = 0 pour toute suite d’éléments disjoints de H ,

on conclut :

(a) eX pour tout A es ,

(b)  est 03C3-additive sur une tribu M qui contient H. (En effets

==~(T nA) +~(T~A) pour tout Te: s)
et M contient la famille N des ensembles nuls, c’est-à-dire

(c) pour tout A ~ S , on a

donc si T est 03C3-additive,  est une extension de T .

Etant donnés des espaces X ~



pour toute fonction de choix § : cy E H ~--.> ~ 
OE 

on considère

et on définit

si celle-ci est indépendante du choix § .

2. Fonctions mesurables.

Etant données une tribu m (de parties mesurables de S ~ ~ une sous-famille K

( d’ ensembles de mesure nulle) , et f : S --~> X , on définit :

(l) f est partitionable ===> pour tout voisinage U de 0 dans X , il existe

telle que S = U EN ~n ’ et, 

f[A n ] est contenu dans un translaté de U ,

(2) f est quasi bornée ~> pour tout voisinage U de 0 dans X, il existe

So et c= S tels que

Remarques. - Quand X=R,

(f est partitionable) ====> (f est mesurable) .

Quand X = espace de Banach,

(f est partitionable) ===> (f est mesurable au sens de Bochner) .
Quand X = espace localement convexe muni de la topologie faible,

(f est partitionable) G~~ (f est faiblement mesurable) .
, ,

THEOREME. - Quand X est un espace localement convexe,

(f est partitionable) ==> (f est quasi borné et faiblement mesurable

3. Dérivation.

Etant données une mesure extérieure non négative et bornée X sur et n

étant respectivement les familles d’ ensembles mesurables et d’ensembles de mesure
nulle), une mesure 03C3-additive  : M ~ X , et une base de dérivation 3 ,
c’est-à-dire pour chaque SES, 3(s) est un f iltre de familles

on définit la dérivée D(s) de ~, par rapport à X au point s par



Définition. - S est une base de Vitali ==> pour tous 

G c: ~ ~ si la condition

(*) pour tout s ~=A et on a G n F  
est satisfaite, alors il existe G’ c: G tel que G~ soit dénombrable, disjointe
(A~ eK et

Sous les hypothèses :

1° X est localement convexe ,

2~ S est une base de Vitali,

3° )j.«X (c’est-à-dire 03BB(03B1) = 0 ==> (03B1) = 0)
4° D(s)   pour tout 

5° D est quasi bornée

on conclut :

(a) pour chaque voisinage U de 0 dans X , il existe N ~ 31. tel que, pour

D(s) c= translaté de U .

(b) D est partitionable 
’

(c) p(A) = J D dx pour A 

4. Applications.

Pour les applications , on tâche de construire une base de Vitali S y et on impo-
se des conditions qui garantissent que presque sûrement~ la condition 5°

étant relativement facile à satisfaire. Par exemple, on demande que l’ensemble

soit pré-compact ou dentable. Le plus souvent on obtient 3 en considérant une

suite de partitions de S de plus en plus fines. Le rôle du théorème de relèvement

dans ce point de vue est de garantir l’existence d’une base de Vitali dans tous les

cas.

On trouvera tous les détails dans [ 1]. Voir en particulier les références en
pages 79 et 121.
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