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Séminaire CHOQUET 6~01
(Initiation & 1'analyse) )
l4e année, 1974/75, n°® 6, 16 p. 5 décembre 1974

DIRECTIONS D'UNIFORIME CONVEXITE DANS UN ESPACE NORME

par Hicham FAKHOURY

1« Introduction et notations.

Un espace normé V est uniformément convexe dans la direction d'un sous-—espace
fermé M si, pour tout ¢ >0 , il existe § = 5(e s M) tel que, pour tous les

points x et y de la sphdre unité de V qui vérifie
(*) = +y]>2(1~-6) et x-yeM,
on ait |z -y <e .

Cette notion, qui est donc une relativisation & un sous-espace M de l'uniforme
convexité, est développée par ZIZLER [11] dans le cas ou le sous-espace M est de
dimension 1 & l'occasion de 1'étude de diverses propriétés de convexité et diffé-
rentiabilité de la norme dans un espace de Banach. Dans ce travail, on aborde 1'étu~

de de cette notion quand la dimension du sous—espace !N est arbitraire.

Dans les deuxi®me et troisi®me parties, on donne diverses conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'un sous-espace M constitue une direction d'uniforme conve-
xité. En particulier, on montre que la condition x -y € M de (#) peut &tre rem-
placée par une hypothése beaucoup moins contraignante. De plus, on établit que si
M est une direction d'uniforme convexité pour V , il existe une unique projection
de meilleure approximation de V sur M , et que cette projection est uniformément
continue sur les "cylindres" contenant M . L'existence d'une telle projection
n'est pas équivalente & l'uniforme convexité de V dans la direction M . D'autre
part. on montre que si V est uniformément convexe dans la direction d'un hyper—
plan fermé H = Ker f , alors la forme linéaire f atteint ses bornes en deux
points fortement exposés de la boule unité de V ., On démontre aussi que l'ensemble
des sous—espaces de V , qui sont des directions d'uniforme convexité, est un EJ&
de l'ensemble des sous-espaces fermés de V muni de la topologie associée & la
distance de Hausdorff. Enfin, si X et Y sont deux compacts, et & une surjec-
tion continue de X sur Y , on montre l'existence d'une projection homogéne con-
tinue qui réalise la meilleure approximation de C(X ’ V) sur le sous-espace formé
des fonctions {fo 3; fec(y,v)}, des que V est uniformément convexe dans
toutes les directions de dimension 1 et qu'il existe une projection 1-lipschit-

zienne de V" gur V .

Dans la derniére partie, on recherche les directions d'uniforme convexité pour
les espaces simpliciaux, c'est—a-dire les espaces AO(K) s ou K est un simplexe
compact admettant O comme point extrémal. En particulier, on montre qu'un tel es-

pace ne peut avoir de direction d'uniforme convexité de dimension supérieure ou
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égale & 2 . Fn utilisant une méthode introduite par ZIZLER dans [11], on montre
que tout espace séparable peut &tre muni d’une norme pour laquelle tous les espaces
de dimension finie constituent des directions d'uniforme convexité. Ce résultat
s!'étend en fait & tous les espaces inclus dans un espace C(X) 5 ou X estun
compact qui est support d'une mesure de Radon. On termine en donnant 1l'exemple d'un
espace réflexif (meme hilbertisable) qui est strictement convexe et qui n'est pas

uniformément convexe dans toutes les directions de dimension 1 .

Dans la suite, V est un espace normé, et M un sous-espace fermé., La sphére
unité de V est notée S(V) , la boule unité fermée B(V) , et la boule fermée de
centre x et de rayon r notée B(x , r) . On notera V' 1le dual de V et R
la restriction canonique de V' sur M!' ., Si A est une partie de V , on note
d(x ’ A) = inf {”X - al

A .31 K est un convexe compact, on désigne par E(X) 1l'ensemble des points ex-

;3 a € A} la distance d'un point x de V & la partie

trémaux de K . Rappelons qu'un convexe compact K est un simplexe d&s que 1l'espa-
ce A(K) des fonctions affines continues sur K vérifie la propriété d'interpol-
lation de Riesz (voir [1] pour plus de détails sur les simplexes), Un convexe
compact K est dit standard si l'ensemble &(K) est universellement mesureble et
si toute mesure maximale sur K au sens de l'ordre de Choquet est portée par

&(K) ; en particulier, tout convexe compact métrisable est standard (voir [1]).

2. Caractérisation des directions d'uniforme convexité.

DEFINITION 2.1. — Soit M un sous—espace fermé d'un espace normé V j; on dira

que V est uniformément convexe dans la direction I 8i, pour tout e >0 , il

existe § = §(e » M) tel que, pour tout les points x et y de S(Vv) vérifiant

x=-y€MN et |x+ yH >2(1~5) , on ait IIx - Y” < €.

3i V est uniformément convexe dans la direction M , 1l'espace M est lui-méme

uniformément convexe ; ainsi, si M est complet, il sera réflexif.

La proposition suivante consiste en une adaptation de propriétés connues dans le
cas des espaces uniformément convexes. La démonstratien est omise, le lecteur peut
se reporter & [11], ol une démonstration est donnée dans le cas od dim M= 1 .
Celle-ci repose sur le fait suivant, si x et y sont deux points de S(V) tels

que llx +y|| > 2(1 - 6) , alors, pour tout t du segment [x , y] s» on a

It > 1 - 26

PROPOSITION 2.2. - Soient V un espace normé, et M un sous-espace fermé de

V ; les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) V est uniformément convexe dans la direction M H

(b) Soient (Xn)nGN et (yn)neﬂ

deux suites dans B(V) telles que Xn - yn €M
et “Xn + ynH —> 2, alors =, - yh” -—>0 .
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(¢) Soient (xn) (yn)nEN deux suites bornées de V , si x -y €M,

neN

x| = vl ==>0 s et |lx | + Iy ll = llx, + vl =>0 5 alors |lx, -y || —>o0.
(a) Soient <Xn)n€ﬂ une suite de V , et (mn)nﬁﬂ une suite de M , telles que
= )l => 15 |x + |l =1 et [z, +2n| —> 13 alors [m| —>0.

(e) Soient (Xn)nEN une suite bornée de V , EE. (mh) une suite de M ,

telles que :

neN

2(|Jx, + mn||2 + Hxn||2) - Jlex, + mn“2 —>0 3
alors |m|| —=>0 .

Le théordme suivant montre que, dans une certaine mesure, on peut se passer de la

condition x - y € M qui intervient dans la définition de l'uniforme convexité.

THROREME 2¢3. - Soient V un espace normé, et M un sous-espace fermé de V ;

les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) L'espace V est uniformément convexe dans la direction M 3

(b) Soient (Xn)nﬁﬂ Ei (yn)neﬂ deux suites de B(V) telles que d[(xn—Yh):M]
converge vers O et Hxn + ynH -—> 2 ; alors ”xn - th —>0 .

Démonstration. - Il est clair que (b) implique (a). Inversement, supposons 1l'exis—
dans B(V) telles que

tence de deux suites (Xn)neﬁ et (yn)nﬁﬂ

df(x, = y,) »H]=—>0 ;
“xn + yh” -—> 2 et ”Xn - ynH ne convergept pas vers O , En se limitant & des
sous-suites, on peut supposer que ”xn - yh“ > o >0, La condition

[ (x, -y,) »M]—>0

R — , . o .
implique l'existence d'une suite (mh)n'g dans M telle que “Xn V|l =—>0 .
I1 est clair que, pour n assez grand, on a HmnH 2> o/2 . D'autre part, on ne peut
pas avoir mn = X pour une infinité d'indices puisqu'alors (yh)n N contient une
sous-suite qui tend vers O contredisant le fait que ”Xn + yn” -—> 2 , avec

-1 . .
“Xn” € 1. Posons « =1A Hxn - mnH qui a un sens puisque x #m pour n
assez grand, Comme on g

05 Yim [llx, = m | = Iy )l < vimJlx -5 -m <o,
on peut, en se restreignant a une sous-suite, supposer que
Lim Jlx, - m || = Linfly, |l =2 < 1.
Par conséquent, on a 1l'égalité limn o, = 1 . Posons a, =, X, et th=qé§5fm .

I1 est clair que a, et bn sont dans B(V) . De plus, a + bn = an(2xn - mn) ’

et 1'on a

Hixg + vl = vy = = = mplll < fl2xy = m < lx, + vl + %, - v, = m

Comme les deux membres extrémes tendent vers 2 et que limn o, = 1 4 on arrive
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a lim.n”an + bn” =2.Come a -b =o m €M et que lim an”mn“ >aof2>0,

on en déduit que V ne vérifie pas la condition (a).

COROLLAIRE 2.4. - Soient V un espace normé, et M un sous—espace de dimension

finie, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) V est uniformément convexe dans la direction M H

(yn)neN deux suites dans B(V) telles que x =7

(b) Soient (Xn)neg .

converge vers un point m de M'fgz ”Xn + ynH --> 2 3 alors m=20,

Rappelons que l'on appelle module d'uniforme convexité de V dans la direction

M la quantité
sle s M) =dnf {1~ |55 5 fxfl =y =15 x-yeu; |x-yl>e}.

81 M = R.z est un sous-espace engendré par z € S(V) » on note §(e , z) 1le
module d'uniforme convexité dans la direction R.z . Il est clair que V est uni~
formément convexe dans la direction M si, et seulement si, &(e M) >0 pour

tout €>O .

PROPOSITION 2.5. ~ Soit & > 0 donné ; 1'application z => (¢ , z) , définie

sur S(V) , est s. c. s. Par conséquent, 1l'ensemble des vecteurs de S(v) qui dé-

finissent une direction d'uniforme convexité dans V forme un F&é

Démonstration. - Soient & > 0 v 2, dans S(V) s et o > 6(e ’ zo) . Il existe

Xy 0 yo dans S(V) tels que
6(e » ZO) <1- ”(XO + yb)”/2 <o
ces deux points vérifient de plus X, = ¥, €Rz et on - yO” > e .

Soit s = (xo + yo)/2 le milieu du segment [xo ’ yo] . Considérons, pour tout
z dans S(V) , le segment [x » y] passant par s , paralldle & Rz et dont les
extrémités sont portées par S(V) . Dans ce cas, on peut écrire

X=s+a; y=x-bz;oh a>03 b>0,

ot x, y et les scalaires a, b , et |x = y|| sont des fonctions continues de

z ., Comme b(zo) = a(zo) = ”(xo - yb)H/Z > ¢/2 , il existe N >0 tel que

“Z - Zo” <1
implique
a(z) >-% et b(z) >-€é- .
Par conséquent, pour ||z - ZO” <eyona ||x-y =alz) +b(z) >¢ . Come
IIs|]| = “s(zo)” >1=~a, il existe 7! >0 tel que |z - zOH <1N' implique

(= + Y)/2“ >1 -« . Ainsi pour |z - ZO“ <NAT ,o0na
6le »2) s1-|(x+y)/2| <a,

ce qui montre bien que §(e , z) est une fonction s. c. s. Si O est 1'ensembie
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des z de S(V) qui définissent des directions d'uniforme convexité, on a

®

]

{z € s(V) , sle y 3) >0 Ve>0}.

®

il

1
Ny 12 €80V 5 6(5 5 2) >0} .
= ;e 1y
0 = nngﬂ UPQE {z € 3(V) ; 6(n ) 2) > p} = Ejé
ce qui achéve la démonstration.

Rappelons que 1'on note 8(V) 1l'ensemble des sous—espaces fermés d'un espace de
Banach V , L'ensemble Q(V) , muni de la trace de la topologie de Hausdorff des
fermés de B(V) sur les ensembles M n B(V) = B(M) od M parcourt 8(v) , est un

espace métrique complet.

PROPOSITION 2,8, - Soit ¢ > O donné, alors l'application M w——> (e 5 M) est

Se Co S, SUT Q(V) . Par conséquent, l'ensemble des sous~espaces fermés M, gui

sont des directions d'uniforme convexité, est un be de 8(V) .

Démonstration. -~ Il est aisé de vérifier 1'égalité suivante

6(e » M) = inf {§(c » 2) ; z € s(}, ie>0.

Soient M, un sous-espace de V , et 6(e » MO) < o 3 d'apres 1'égalité précé-
o de S(M) tel que &(e » zo) < a . I1 existe d'aprds

la proposition précédente 1 > O tel que, pour tout z de S(V) vérifiant

dente, il existe un point =z

lz = 2| <7, onait 6(e » z) <o . Or l'ensemble V(M,) des sous-espaces de

|
v, qug contiennent dans leur sphére unité un vecteur =z vérifiant |z - ZO” <1,
est un voisinage de Mb dans 9(V) . Ceci prouve que 6§(e 93 M) est s. ¢. s., le
reste de la démonstration s'effectue comme dans la proposition précédente.

Pour établir que V est uniformément convexe dans la direction du sous-espace
M , il ne suffit évidemment pas que M soit uniformément convexe. Cependant il
suffit de considérer les sous-espaces N de V qui admettent M pour hyperplan ;

en effet, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 2.9. — L'espace V est uniformément convexe dans la direction M

Ei' et seulement si, tous les sous~espaces N gg V admettant M pour hyperplan

sont uniformément convexes dans la direction M avec le m&me module d'uniforme

convexité,

A

Cette proposition est facile & vérifier, et sa démonstration est omise. Cette
proposition et le corollaire 2.6 permettent de penser que, pour un espace réflexif,
le fait d'&tre uniformément convexe dans toutes les directions de dimension 1
équivaut & la stricte convexité. On verra dans la dernitre partie qu'il n'en est
rien en construisant un espace hilbertisable, strictement convexe, qui n'est pas

uniformément convexe dans toutes les directions de dimension 1 .
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3. Projection de meilleure approximation.

Le lemme suivant généralise un résultat de [11].

IEME 3.1. - Soient V un espace normé, et ¥ un sous-espace fermé de V .

On suppose que V est uniformément convexe dans la direction V . Alors le

couple (M ’ V) posséde la propriété (P) suivante ¢

Soient (Xh) une suite bornée dans V , (yn) et (z ) deux suites

ney neN — n’neN

dans M vérifiant les conditions suivantes :

lin [fjx, = yll = alx, W] =0 et 1in[fx -z | - alx, W]=o0.

Alors la suite Hyh - an tend vers O ,

Démonstration, = Si (M , V) ne possdéde pas la propriété (P), il existe trois

suites (xn) ’ (yn) et (zn) telles que, en se restreignant éventuellement & des

sous-suites, on ait :
”xn—yn” - d(xn,M) - 0 , ”xn-an - d(xn M) —>0 et ”yn-zn” > e>0 ,

La suite dn = d(xn ’ M) ne peut converger vers 0O , sinon il en serait de mé&me
pour “yh - Zn‘
dn 2a>0,Pour €' >0 et 7>0 tel que ﬂ/(ﬂ +a) < 8(et 5 M) , 11 existe N
tel que, pour tout n >N , on ait simultanément

. On peut donc supposer, quitte & extraire une sous-suite, que

<, - yn“ -~d <M et x - zn” -4 <7,
Ainsi Yy et z, sont dans la boule B(xn ’ dn + ﬂ) . Fixons n > N , et notons
yﬁ et zﬁ les points d'intersection de la droite (yn y 2_) avec la sphére
s(z, » d +T) . Il est clair que 7y = 2zl < v = 28l « Comme (v2 +2!)/2 est
un point de M, on a ”((yﬁ + zﬁ)/Z) - x| > d . Par suite

[ B ' .
[[CAE I (z! = x )|l 1 lly;l + 7y % || > Yoo ) il
= | - > e = ] e,
2(dn + 1) d, + 1 2 n d, +7 d +1
D'apres le choix de 1 on a @
Ti 1 '

ce qui implique, en utilisant le fait que V est uniformément convexe dans la di-
rection M , que ”(yﬁ - xn) = (zﬂ - xn)” < e'(dn +7) . Ainsi on a
Iy = 2l < llvy = 23 < e(a + 1) < maer
puis la suite (4 )nE est bornée. Comme ¢' est arbitraire, ceci contredit la
| > e >0 pour tout ne N, d'od le résultat.

—~

n
condition “yn -z,

THEOREINE 3624 = 81 V est un espace normé uniformément convexe dans la direction

d'un sous-espace fermé complet M , il existe une unique projectian de meilleure

approximation de V sur M, Cette projection est uniformément continue sur les
"eylindres" Cy(M) ={xeV; d(x ’ V).s y} o
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Démonstration. — Soient x un point de V<« M et 4 = a(x 5 M) . Soient Y, et

z, deux points de B(x , d + 1/n) nM tels que

“yh - an > 2 ; L diam [B(z , d +-%) nij.
D'aprés le lemme précédent, limnnyn - an = 0 puisque, pour tout n €N ,
“yn -x|| =d et Hzn - x|| - & sont majorées par 1/n . Par conséquent,

dian [B(x , 4 + )] am

tend vers 0 quand n —> o , comme M est complet, il existe un unique point m
dans M qui réalise la.meilleure approximation du point x . Soit P 1la projec-
tion de meilleure approximation ainsi définie. Soit e > 0 , il s'agit d'établir
1'existence d'un 1T > O tel que, pour tout x , x' dans C (M) vérifiant

lx = x*| <M »ona |P(x) -P(x')||<e.Soient >0, x unpoint de V \M ,

et ¥y, 2z deux points de B(x , d + ) N M tels que

ly = 2| > (= ; 1) diam [B(x » d + o) N M] &
On peut supposer comme dans le lemme précédent que ||y = x| =z -x|| =d + o .

Alors on a

L(y—X)+(z-X)|,_ T A S TS N -
' 2(d + o) "= ad +aot 2 4+ o d + o

Ainsiy, si 1 - ((o/(@ +a) >1 = 6(e » M) , clested-dire o < (dé(edﬂyxl-é(edﬂ) ’

on a

) d+64(€9M)
diam [B(x , d + o) ﬂM]<5°1_5(g sy M) °

Soit x' un point de V tel que |x - x'|| < o/2 ; alors, en utilisant le fait

que 1l'application x —> d(x , M) est 1=-lipschitzienne, on a

I - P(x')” <z - Y|+ ||x* - P(x')”‘s 2x - x| + I£ - P(x)|| S+ d .

Aingsi, le point P(x') est dans B(x , d + @) » et on a d*aprés ce qui précdde

d + 8(e 5 M) 5(e 5 M
IBGe) = 2G| < eugZ 6& I e M% y

Ainsi, pour tout ¢ >0 , et tout x , x' dans C (M) , tels que

5(e » M)
= = = < 2(1Y— g(g y M)) ?

on a

|p(x) - p(z")| < efI i ggz : ﬁ;

ce qui prouve l'uniforme continuité de P sur Cy(M) .

Remargues.

(a) I1 est faux que l'application P soit en général uniformément continue sur
tout 1l'espace V puisque d'aprds [ 3] on sait qu'un espace de Banach V est hil-
bertisable dés qu'il existe une projection uniformément continue sur tout sous-
espace M de V ., Ainsi, si V est un espace uniformément convexe non hilbertisa-
ble (par exemple V = gP(y) i 1<p<woj; p#?2 ) il existe un sous—espace M de

V tel que la projection de meilleure approximation correspondante ne soit pas uni-
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formément continue sur tout V .

(b) Soient X wun espace topologique, et C(X , V) (resp. c(x , 1)) 1'espace
des fonctions continues bornées définies sur X et 3 valeurs dans V (resp. M)
muni de la norme habituelle. Si V est uniformément convexe dans 1s direction M ,
alors il existe une projection de meilleure approximation continue de (X , V)
sur C(X , M) ; projection qui est uniformément continue sur les "eylindres" conte-
nant C(X , M) . En effet, il suffira d'associer tout f dans C(X , V) 1a
fonction g =P o f dans C(X , M) .

PROPOSITION 3. 3. = S5i V est un espace de Banach uniformément convexe dans la

direction d'un hyperplan fermé H = Ker f » alors f atteint ses bornes en deux

points fortement exposés de B(V) .

Démonstration, - On sait que f atteint son maximum sur B(V) puisque ceci

équivaut 3 1l'existence pour tout x € VN H d'un point de H qui réalise la meil-
leure approximation. Soient e > 0 et 6 =6(e 5 H) s on note
S, ={xeB(V); £(x)21-5s}.

I1 suffit de montrer que lim‘_:__'O diam Sa =0 ; en fait, on montrera que

diam Se 286 + €

Soient He = {x e B(V) ;s f(x) =1 = 8} » et x , ¥ deux points de He s on a,
en supposant ||f|| = 1 , 1'indgalité :

Y > e =1 -5

Par conséquent, diam Hs < & « Soient maintenant x , Y deux points de SE . I1

existe A , | inférieurs & 1 tels que Ax € He et uy e HE o I1 est clair que
A21=-6 et p>1-3 3 par suite,

R R R R e R R
ce qui implique diam S8 €26 + € » et achéve la démonstration,
La propriété (P) n'est pas équivalente au fait que V est uniformément convexe

dans la direction M , En effet, on a le résultat suivant s

PROPOSITION 3.4, - Soit V un espace de dimension finie 5 alors le couple (M,V)

posséde la propriété (p) 81, et seulement si, pour tout x dans V » i1 existe un

unique point P(x) de M qui réalise la meilleure approximation, la projection P

étant continue,

Démonstration. - La condition nécessaire est déja établie. Inversement, supposons
1'existence d'une suite (Xn)nEN bornée dans V , et de deux suites (yn) et
(zn) de M telles que -

=, = Tl = d(Xn » M) —>0 et “Xn - Zn“ - d(Xn » M) —> 0,

mais telle que “yh - Zn” ne converge pas vers O . Quitte & extraire une sous—
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suite, on peut supposer que “yn - an >e >0 et que la suite (Xn)nﬁg converge
vers un point x de V . Par conséquent, P(xn) converge vers P(x) . Cependant,

on a les inégalités suivantes :

2 = P € flx=yl s || = = = )l + =, = 7,0l »

ou le membre de droite converge vers “x - P(X)] . Or (yh)nEN contient une sous-

suite convergente dont la limite est nécessairement P(x) . On démontre de méme que

(z.)

n’neN
dition |ly, - 2 || 2 € >0 pour tout ne€ N,

contient une sous-suite qui converge vers P(x) 3 ce qui contredit la con-

Cette proposition permet de construire un couple (M , V) possédant la propriété
(P) sans que V soit uniformément convexe dans la direction M . En effet, il
suffit de prendre V =‘33

et par M un sous-espace de dimension 2 dont la boule unité est un hexagone. Si-

mini de la norme “(Xi)“ = sup {!Xii y i=142, 3}

gnalons que si dim M= 1 , la situation est différente, en effet, il est établi
dans [11] que dans ce cas la propriété (P) équivaut & l'uniforme convexité dans la
direction M , Dans la suite, on généralise un résultat de [ 4] concernant l'exis-
tence et la continuité des projections de meilleure approximation dans les espaces
C(X) & des espaces du type c(X 5, V) formésdes fonctions définies continues sur
un compact X et & valeurs dans un espace de Banach V qui est uniformément con-
vexe dans toutes les directions de dimension 1 . Si 6 est une application multi-

voque de X dans V , on définit la distance d'une fonction f de c(x ,V) a o

par

d(f 9 6) = SupveX sup

) llete) =5 -

yeo (x
On rappelle que 0 est dite s. c. s. si, pour tout ouvert w de V , l'ensemble
{xeX; 6(x) = w} est ouvert ; elle est s. c, i, si {x € X ; o(x) n w# 8}

est un ouvert de X .

IEMME 3.5. - Soit V un espace de Banach uniformément convexe dans la direction

de toute droite ; on suppose qu'il existe une projection 1-lipschitzienne de V"

sur V , Soit © wune application multivoque s. c. s, d'un espace paracompact X

dans 1'ensemble des parties fermées de V , Alors,il existe une fonction fo de

C(X ’ V) qui réalise la meilleure approximation de 6 dans le sens suivant

a(fy » 8) = inf {a(f , 8) ; fec(X,V)}.

Démonstration. - Soit S(0) 1a borne supérieure, quand x parcourt X , des

rayons des boules circonscrites aux ensembles ¢(x) ; en effet, dtapres [5], tout
ensemble fermé borné de V est inclus dans une unique boule fermée de rayon mini-
mum, Si S5(9) = + © 5 alors 4d(f 5 6) = ©» pour tout f dans C(X , V) , et dans

ce cas il n'y a rien i prouver. Si S(8) < » , on pose pour tout x dans X :

F(x) =N {8y » s(6)]; yeo(x)},

qui n'est autre que l'ensemble des centres des boules de rayon S(6) contenant
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e(x) . Les ensembles F(x) sont des convexes fermés non vides. De plus, l'applica-
tion F est s. c. i. d'aprés une adaptation facile des résultats de [9] au cas des
espaces uniformément convexes dans toutes les directions de dimension 1 . En ap-
pliquant le théoréme de MICHAEL [8] & F , on obtient une fonction f,. de C(X,V)

0
telle que fo(x) € P(x) pour tout x de X . Il est aisé de vérifier que

a(fy » 0) = s(8) = inf{d(f , 0) 5 fec(x,V)}.

THﬁbRﬁME 346, = Soient X et Y deux espaces compacts, et V un espace de

Banach uniformément convexe dans la direction de chaque droite ; on suppose qu'il

existe une projection 1-lipschitzienne de V" sur V ., Soient & une surjection

continue de X sur Y s et M le sous—espace de C(X ’ V) formé des fonctions

{f¢.f ou fe c(y , V)} . Alors, il existe une projection continue de meilleure

approximation de C(X , V) sur M qui vérifie P(\F) = AP(F) pour A€ R.

Démonstration. - Soient S 1la sphére unité de C(X , V) , et T 1'espace para—

compact produit T =Y x S , L'application multivoque ¢ définie sur T par

oy » £) = {f(x) ;3 a(x) =y} = f " 1(y)]

est s. ¢, s. puisque Yy r—=> @-l(y) est s. Co 8. 31 F est une fonction de CC&V)
qui réalise la meilleure approximation de 6 au sens du lemme précédent, 1'appli-
cation Ff HE F(y f) est continue sur Y , et 1'application f +——> Ff est
continue car Y est compact. Si 1l'on pose Po(f) =3 o Ff » on obtient la projec-

tion de meilleure approximation recherchée en posant

p(e) = LEL o, (s/)1) + 2y (- £/)j2I)]

Tout comme dans [ 4], le résultat précédent se généralise & la classe des espaces
AO(K., V) des fonctions linéaires continues définies sur un convexe compact symé-
trique K et & valeurs dans V . On rappelle qu'un espace de Banach E est un L~
espace si E est isométrique & l'espace Ll(u) relatif & une mesure y . Si E
est un espace dual ( E = U! ), alors les propriétés géométriques de X = B(E)
muni de o(E , U) ont été étudidespar divers auteurs (voir les chapitres corres-
pondants dans [6]). La méthode utilisée dans [4] permet d'établir le théordme ci-

apres.

THEOREME 3.7. - Soit V un egpace de Banach uniformément convexe dans la direc—

tion de tout sous-espace de dimension 1 ; an suppose qu'il existe une projection

l-lipschitzienne de V" sur V ., Soient X un convexe compact symétrique, et X

la boule unité d'un I-espace dual., Soit & une surjection lindaire continue de X

dans K vérifiant

(%) ¢ 1Dy + (1= 0] = a7 (k) + (1= W) H)

pour tous A dans (0, 1) et k1 ’ k2 dans K . Il existe alors une projection
homogéne continue de AO(X » V) sur le sous—espace I = {f .83 fe AO(K » V)3

qui réalise la meilleure approximation.
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Rappelons que, d'aprés [4], la condition (#) est réalisée, en particulier, dans

les deux cas suivants :
- Le convexe compact X est standard, et §&(X)]=8&(K) .

—~ Le convexe compact K contient une face fermée maximale X, , et K contient

1

une face fermée maximale K1 telle que

X = conv(X1 U X2) y K = conv(K1 U K2) et @[S(Xl)] = S(Kl) .

4. Directions d'uniforme convexité dans certains espaces de Banach,

o A I L P A e

T N I ANt b Pt

Rappelons qu'il est prouvé dans [11] qu'un sous~espace normé de l'espace 25(x)
des fonctions réelles bornées définies sur un ensemble X est uniformément convexe
dans la direction R.g dés que inf {Ig(x)l s x € X} >0 . Le théordme suivant

généralise les résultats de [11] concernant les espaces C(X) et 1l'espace co(g) .

THEOREME 4.1. - Soit V wun espace simplicial ( V = Ay(K) s ob K est la partie

positive de B(V') ). Soit g wune fonction de S(V) s les assertions suivantes

sont équivalentes :

(a) L‘esBace V n'est pas uniformément convexe dans la direction R.g .

(b) _(ill_a_ inf {lg(k)| 5 ke &K) \ {0}} =0 .

Démonstration, - D'aprés la remarque précédente, on voit que (a) == (b) .

1 et la condition

il

(b) => (a) : Posons, pour une fonction g vérifiant ||g||

(v) :
g(k) = inf {n(k) 3 he A(K); 12h32gVv-g}.

La fonction g est positive, affine et s. c. s. I1 suffit de vérifier que les
fonctions f{h € AO(K) 3 h>gV=-g} forment un ensemble filtrant décroissant,
mais ceci est dfl au fait que AO(K) vérifie la propriété d'interpollation de Riesz.
De plus, la fonction g coincide avec g VvV - g sur &K) puisqu'en utilisant le

théoréme d'Edwards, on a

2(k) = 7 (k) = inf (n(k) ; heAK) ; h>gV-g),
—
or d'apres [1], g V\:kg coincide avec g Vv - g sur &(K) .

Comme inf {E(k) ; ke g(K) N {01} =0 , il existe une suite (kh)nEN dans
8(X) « {0} telle que 'g(kn) < 1/n . On peut trouver, pour tout n E_gﬁj un indice
@, tel que l'on ait han(kn) < 1/n . Créce au théordme d'Edwards (voir [1]), on

peut trouver une suite fn de fonctions de AO(K) eui est croissante et vérifie
h <f g1 fn(kp) =1 5, pOUrY D=1y eee 3 1 }
en effet, soient ©, et Vn les deux fonctions définies sur K par

13 k=X 3 P=1932 50005 1 1 Vk#0

P
o, (k) = =
hanvfn_l(k);kyfkp; P=1 seees nn 0 kx=0.
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Alors w0, (resp. wn) est convexe (concave) Se Co S, (s. C. i.), et 1'on a évi-
demment ¢ gy, . Il existe, d'aprés le théordme d'Edwards, une fonction £ €A(k)
qui vérifie 9, < fn.s Yy 2 et il est clair que fn(O) = 0 4 done fn € AO(K) .

Soit zn = fn - han ; alors, pour tout n , ona 0 g ﬁn <1, de plus

lim e ll =1 .
En effet, zn(kn) = fn(kn) - han(kn) >1-1/n., Soit re )0, 1( , alors
-1&=-A¢g Ly + Ag = £ - han +A8 <1,

et le méme raisonnement que précédemment montre que lim “ﬂn + Ng|| = 1 . D'apres
2¢4 (a), la direction R.g n'est ras une direction d'uniforme convexité de
V= AO(K) .

COROLLAIRE 4.2.

(a) L'espace V = AO(K) ne contient pas de direction d'uniforme ponvexité de di-

mension supérieure a 2 ,

(b) Soit V = AO(K) ; 8'il existe dans V wune direction d'uniforme convexité,

alors il existe sur V une norme équivalente pour laquelle V muni de son ordre

propre est isomorphe & l'espace A(S) des fonctions affines continues sur un sime

plexe., Si V est réticulé, il est isomorphe pour 1l'ordre et la norme & un edpace
c(x) .

Démonstration,

(a) Soient fl et f2 deux fonctions lindairement indépendantes dans M j il
existe A #0 tel que g = f, +Af, s'annule en un point k de K] {o} .
Alors M contient une direction R.g) qui n'est pas une direction d'uniforme

convexité de V ; l'espace M ne peut donc constituer une telle direction,

(b) si v = AO(K) contient une direction d'uniforme convexité, il existe une
fonction positive g de S[AO(K)] telle que |
o = inf {g(k) s ke &K) \ {0}} #0 .

Alors l1l'ensemble
S=f{kekK; glk)=aq}

est une base compacte du céne V' = A.O(K)'+ s et 1l'espace V muni de la norme de

la convergence uniforme sur S est isomorphe pour 1l'ordre et la norme & 1l'espace
A(s) .

Ce corollaire permet d'obtenir le résultat de [11] concernant Co(ﬂ) $ en effet,
il est maintenant clair que Co(ﬁ) ne contient aucune direction d'uniforme convexi-

té. I1 en est de méme pour tout CO(X) ot X est un espace localement compact non

compact.
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COROLLAIRE 4.3. = Soit V un espace de Lidenstrauss (i. e. son dual est isomé-

trique a4 un espace Ll(p) ), alors g dans S(V) définit une direction d'uniforme

convexité si, et seulement si,

inf {|lg(k)| ;5 ke BV} >o0.

La démonstration proctde comme dans le théoréme 4.1, en utilisant 1l'extension du
théordme d'Edwards due & LAZAR et LIDENSTRAUSS [7]. On a vu dans la partie précé-
dente 1'intérét que représente les espaces de Banach qui sont uniformément convexes
dans la direction de tous les sous—espaces de dimension 1 . Une extension naturel-

le de la proposition 10 de [11] est donc la suivante.

THEOREME 4.4.

(a) Soient V et W deux espaces normés, et II un sous-espace complet de V .

Soit T une injection continue de V dans W telle que o(M) soit complet, Si

W est ﬁniformément convexe dans la direction T(M) s 11 existe sur V une norme

équivalente pour laquelle M constitue une direction d'uniforme convexité.

(b) Soit V un espace normé vérifiant 1l'une des trois conditions suivantes ;

alors il existe une norme équivalente pour laquelle tout sous—espace de dimension

finie définisse une direction d'uniforme convexité.

(1) L'espace V! est séparable pour la topologie o(vr , V) .

(2) L'espace V est isomorphe & un sous-espace zl(I) .

(3) L'espace V est isomorphe a un sous-espace de Lm(u) relatif & une me-

sure de Radon bornée yu . C'est en particulier le cas si V est un sous—espace

d'un espace c(x) ou X est un compact égal au support d'une mesure sur X .

Démonstration.

(a) Posons, pour tout x de V ,
Hxlll = i=l® + 22 5

ceci définit une norme sur V équivalente & la norme initiale, Il suffit de mon-

|

on montre, comme dans [ 117, en utilisant le fait que T est un isomorphisme de M

trer que la norme I est uniformément convexe dans la direction M ; pour cela

sur T(M) , que la condition (e) de la proposition 2.2 est réalisée.

(b) Dans les trois cas, on construit une application T de V dans un espace de
Hilbert,

(1) Soit T 1'opérateur défini sur V et 3 valeurs dans z2(K) donné par
~-n
2(x) = (27 £,(x)) ey -

ol (fn)neN est une suite de B(V!) qui est o(Vt , V) totale. Alors T vérifie
les conditions du lemme précédent relativement & tous les sous-espaces de dimension

finie,
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(2) (resp. (3)) Soit T l'injectidn canonique zl(I) (resp. Lm(u)) dans
zZ(I) (resp. Lz(p)) . Alors T vérifie les conditions du lemme précédent,

Remarques.

(a) Il est clair, d'aprés le cas de 1'injection canonique de C((0 , 1)) dans
LZ(EO » 1)) » que la condition, P(M) est complet, est nécessaire dans la premidre

partie du théoréme précédent.

(b) On ne peut pas, en général, affirmer l'existence d'une norme sur V équiva~
lente & la norme initiale pour laquelle certains sous—espaces de dimension infinie
seraient des directions d'uniforme convexité, En effet, dans V = zl(y) » tout

sous—-espace réflexif est de dimension finie. Notons le probledme ouvert suivant :

Soient V un espace de Banach, et M un sous-espace fermé qui est uniformément
convexe pour la norme induite ou pour une norme équivalente, existe-t-il sur V
une norme équivalente qui est uniformément convexe dans la direction du sous-espace

M?

(c) Le théordme précédent se généralise i des espaces de Banach construits i par—
tir de certains produits ou sommesdirectes dénombrables d'espaces vérifiant (a),
(v) ou (c). Cependant il faut noter que l'espace 4 (I) construit sur un ensemble
non dénombrable I , et méme 1'espace z:(I) des fonctions réelles, borndes, a sup-
port dénombrable, définies sur I , ne possdéde pas de norme équivalente strictement
convexe [ 2]. Ils ne possédent donc pas de norme uniformément convexe dans la direc-
tion de tout sous~espace de dimension finie. Il en est de méme pour l'espace CO(I),

en effet, le résultat suivant est probablement connu.

PROPOSITION 4.5. = Soit I un ensemble non dénombrable ; alors il n'exispe pas

sur l'espace V = CO(I) de norme moins fine que la norme canonique qui soit uni-

formément convexe dans la direction de tout sous-espace de dimension 1 . En fait,

pour une telle norme, l'ensemble des directions de non uniforme convexité n'est pas

dénombrable.

H est une telle norme sur V . On peut sup-
) dans (V ’ |”.l“) est de norme
dans S(V) telle que limn IHxnIH =1,

Démonstration. - Supposons que ‘H.

poser que 1'application identique de (V , |

1 . I1 existe donc une suite (x_)
n’'neN

Comme I n'est pas dénombrable, il existe i € I qui n'est dans le support d'au-

cune des fonctions de la suite (Xn)neN . Soit e, la fonction de CO(I) définie
par (ei)j = 84,5 * Soient a =x +e; et b =x =-e, ; alors (an)neﬂ et
(bn)neN sont dans B(V) puisque X et e, sont étrangers ; par conséquent
lHahIH <1 et !anIH <1 . Cependant, on a

l:'Lm.nHoo l”an + anH = 2 limn |Hxn|H = 2

) ntest pas uniformé-

et d'autre part, a - bn = 2ei . Ceci montre que (V , I

ment convexe dans la direction Rei .
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On termine sur l'exemple d'un espace de Banach strictement convexe, hilbertisable,
qui n'est pas uniformément convexe dans la direction de tout sous-espace de dimen—

sion 1 (cet exemple nous est communiqué par J. SAINT-RAYMOND) .

IEMME 4.6+ — Soit ¢ une fonction strictement positive de classe 02 sur ]a,B(

dont 1'inverse est strictement concave. Alors la fonction f , définie sur RxJo,p(

par f(x , 5) = xz.m(y) s est convexe, et elle est affine uniquement sur la droite

x =0,

Démonstration. - I1 suffit de montrer que la forme quadratique différentielle se-

conde est définie positive. Pour cela, on calcule le discriminant réduit

27 e

2 ~
> axay] = 2x(oo" = 29'2) o

A =9

2y
2 oy
1

Or la fonction ¢ -~ est concave donc

3
©

ce qui montre bien que A' > 0 , le discriminant ne s'annulant que pour x =0 .

'l

2
03 (Hnm = el =200
®

Ceci achéve la démonstration.

Exemple 4.7. - Soit V = 22(H) x R muni de la norme jauge de l'ensemble
2

C={(x,t)es’®@ x)=1,+1(; Z;l'("‘fz—z)'ﬂ'ﬁsl}
1 -

est un espace de Banach hilbertisable, strictement convexe, mais non uniformément

convexe dans la direction M = {0} x R .

Démonstration. — D'aprés le lemme, la fonction
2

glx , t) = Z§=1 E;f:fi?;;ﬁﬁ;

est convexe, s. c. i. L'ensemble C est donc un convexe fermé de 22(ﬂ)x)-1,+1( .

I1 est possible de montrer que l'adhérence C de C dans V vérifie
C=Ccuf{0,1}ufo,-1},

et que C est strictement convexe. Pour terminer la démonstration, soit § < 1 ,

il existe une suite (Kn)neﬂ qui tend vers 1 telle que

e -salll =1,

g ey + salll = Il e,

ou e, =(en s 0) et €, le n-idme vecteur de base de 22(3) et a=(0,1).

Comme IHenIH = “an” =1, on a bien

WGy e, +6a) + (A e = sa)lll =2llla e Il =20 > 2.

Pour exhiber la suite (A_) » 11 suffit de remarquer que
n’neN 5

A
n

g(Xn €, ? * 5) =‘z;———;§;T7H =]



implique ln =

[1]
2]
[3]
[4]

(5]

(6]
[7]

L8]
[9]
[10]
[11]
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(1 - 62)1/n qui tend bien vers 1 quand n tend vers 1'infini,
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