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Séminaire CHOQUET 3-01
(Initiation a 1'analyse)
14e année, 1974/75, n° 3, 6 p. 7 novembre 1974

POINTS EXTRﬁﬂAUX D'UN SIMPLEXE COMPACT MﬁTRISABLE

par Jean SAINT RAYMOND

(d'aprés R. HAYDON [2])

On sait que l'ensemble des points extrémaux d'un convexe compact métrisable est
un espace polonais. Le but de cet exposé est de démontrer que tout espace polonais
peut 8tre obtenu ainsi. Ce théoréme est dfl & G. CHOQUET, qui n'a pas publié sa dé-
monstration compldte. La démonstration donnée ici est celle de R. HAYDON [2], &
une 1légdre modification prés, qui permet d'obtenir le résultat suivant : Si K est

un espace métrique compact, et X un G, dense de K , il existe un simplexe mé-

)
trisable compact S , et un plongement homéomorphique j de K dans S , tel que

j(X) soit 1'ensemble des points extrémaux de S .

Soit (Un) une suite décroissante d'ouverts partout denses de K , d'intersec—

tion X et de premier terme UO =K . Il existe, pour tout n , une partition

de 1l'unité sur Un et une suite de nombres appartenant a ]O , 1(

an,k En,k
tendant vers 0O telles que si Vn,k ={x€eK; Qn’k(x) > 0} , on ait

A ———e

. -]l
U dlam(Vn,k) <2 ¢

n,k nyk

Vv xe€ Un ’ §=O @n,k(x) =1 .

I1 existe aussi une suite wq de fonctions continues strictement positives sur
K , de somme 1 , qui sépare les points de K . Soit Xp la fonction caractéristi-

que de K » Un . On pose alors

pn ,k = an.k'Xn+1
et

b={n,x) ;5 p o #0}.

Si § = (n ’ k) € A, il existe a6 € V6 . Un+1 c V6

que X est dense, que a6 est limite d'une suite de points distincts appartenant

* X 4 ce qui entrafne, puis-

b

a V6 N X . BEn ordonnant A en une suite (51 ’ 62 y ««.) 5 on va construire par

récurrence des points x deux & deux distincts, appartenant &3 X nV

51 tels que

&

= 1i
aé lmq_’oo Xs’q

et que

Vy¢X, VreX, ye(X—{% N i<r, e€X}) .
{9

La propriété est vraie pour r =0 . Si elle est vraie pour 1l'entier r , ag
r
est limite d'une suite xg q de points distincts de
r?
V5r n X - {Xﬁi'q s i<r, q€XN}) .
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On pose alors

L]

X = x!
6r,q 6r’2q

On a alors, puisque aﬁr = limq__.oo xér’q
Ty¢X, vy#a, , ye X = {x 3 i<r, qeXN})
- = s -1 e X - . 3 €
y aﬁr ¥ llmq—-»oo Xér,2q+1 ( {Xﬁiﬂl PotsT g 'N'})

ce qui démontre la propriété pour llentier r + 1 .

On pose encore ¢ la mesure de Dirac au point =x
89 82q

de Radon portée par Y =K - X , on définit

« 81 | est une mesure

b= Z&GA,qeg (.fY P, (¥) q;q(y) du(y))eé’q .
Comme
20y 26 1,0 @ <2 [y 5,0 4 () alulz)
< 3G, (3) v (5)) alul < [l < o

ﬁ est une mesure de Radon portée par X . Comme l'application | m==> (i est 1i-

néaire, l'ensemble
M={u-0; weix), p  portée par Y}

est un sous-espace vectoriel de l'espace M(K) des mesures de Radon sur K .

IEMME. - Le sous-espace M est vaguement fermé dans wK) .

I1 suffit (ef. [1], §2, théordme 5) de montrer que la trace de M sur la boule
unité B de M(K) est vaguement compacte. Comme la topologie vague de B est mé-
trisable, il suffit de prouver qu'une suite d'éléments de M contient une sous-—

T

suite convergente vers un élément de i .

Soit (pi) une suite de mesures portdes par Y , telles que ”“i _ ﬁi“ <1 ;

Puisque |[ju; = f,ll = gl + lla;1l » i1 en résulte que ““i“ <1, donc que

IXgyq wgll €1
Les mesures Xppq iy sont portées par le compact K » Un+1 e I1 existe donc ume
suite extraite de 1la suite (“i) telle que, pour chaque n , les mesures xn+1 by
convergent vaguement vers une mesure vy portée par K ~ Un+1 o« On se restreint a
cette sous-suite, et on va construire une mesure v portée par Y telle que

""A=lim. ."A-o
Voo i M3 T Py

Les mesures v sont portées par les ensembles deux & deux disjoints

n|Un
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I1 en résulte que

e i¥al | = I

Soit g wune fonction continue sur X - U » de norme 1 , On a

\’nIUn(g) U g dv, Zi:o fK 8+p,k vy

Donc
ZN ( ) 3 »
n=0 “n|U ‘8’ = “nq,keN Jx g0 e v
Puisque g.¢n Xk Xn+1 est continu sur K - U nel ?
£}
anN,kgM IK Ve, dvy = Hm; n<N,k<M”r 8%,k Ynig Wy *
= lim_ [y g(zngw,kgm Poyi) &
Comme
“Z£§N,kgM pn,k” <1, Jelst,et ““i“ <1,

il résulte que

lz<Nk<M‘fg°ndel

donc en passant & la limite quand M tend vers 1'infini

IZN=O nIU ()] <1.

Et puisque ceci est valable pour tout g de norme 1 .

5

0 Maf | = 1m0 vajo Il < -

Donc

(o0}
200 ”"n!Un” S

ce qui montre qu'il existe une mesure v portée par Y , dont la norme est au plus

1, telle que

HV-Z::O \’nIU | =>0 quand N == =,

Soit h une fonction continue sur X . Puisque P, k.h est continue sur

K ~ U 1 ? on a

0 o ! Pp B duy = ! Pp it vy =J Prt v

puisque pn,k est nul sur Um+1“ Um qui porte vaU si m#n . Il en résulte
que n
N [P ¢ 1) nlx,, ) av ()
= 16,0 9 Pay®) 1,00 - nlxg N av ()
et que

u ) = 850 =% T p ) v DnG) - n(x, )T a6
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La continuité uniforme de h , et la condition sur le diamdtre des Vn Xk font
]

que, si & >0 est donné, il existe J fini dans A tel que
€
VyeK, vofgJ, Va, [ -nkx Do, G <gr, ).
Alorsy, Vye€eK, V §= (n ’ k) é J
€
In(y) - 2 1;:q(y) h(xa’q)lpa(‘y) SE o (¥) e
Donc
%‘ I (y) alvl(y)
€ €
sl =%>

Ty {2 D) (0(9) = 5y () nx, ) ()| <

et aussi

247 J o, ) (ly) - 2 4 nlxy ) () < £
Ceci entraine
lv(n) = 9(n) = u;(n) + a.(h)l
<5+ Ll 5, (N () - 1, (7) nlxg )) (v =y ) (7))

o bl UM+ Tl

Q<Q

* 2y il

D'aprés le théoréme de Dini, il existe Q tel que

nzm gl < e/Celi)

et la continuité de Py (v)(nly) - ¢ (y) h(x )) sur K\ U . Tfait que

veeds, lim I%wxuw KQV@)MX ) g =)@ =0

I1 en résulte que pour i assez grand, en a

(v = 9)0) = (ug - 2) )] <

&~

ce qui montre que v - 9 est limite vague de (pi - ﬁi) et termine la démonstra~

tion du lemme,

Soit H 1'orthogonal de M dans l'espace CCK) o On voit aisément que les cons-
tantes appartiennent & H . De plus, puisque M est fermé, il résulte du théordme

des bipolaires que M est 1l'orthogonal de H .

On désigne par S 1le convexe faiblement compact des formes lindaires positives
sur H donnant la valeur 1 & la fonction constante 1 . L'application j de K

dans S définie par
i(x) = e lm
est continue et injective ; en effet, si j(x) = j(x') , la mesure €x — €41 3 OT-

thogonale & H , appartient & M et s'éerit p - {3 , ou u  est une mesure portée
par Y .

Si x et x' appartiennent tous deux & X , on a

b=0+e =e e RX) 0 MY) = {0} .
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Dot p={=0 et x=x',
Si x agppartient & X et x' 4 Y, on a

e, =fi+e € MX) n ™(Y) = {0} .

D'ou
E b = = Z ! t
p, EX' H lJ" 6,(1 pé(x ) ‘lfq(x ) Eé,q

qui est une mesure a support infini, ce qui est incompatible avec i = - €, *

Si x et x' appartiennent tous deux & Y , on a
=2 1 1
2 p,(x) ‘1’q(x) 5.0 p, (x") wq(x ) € q
donc, pour tout § et tout q ,
— t ?
P, (%) ‘#q(x) = py(x") q:q(x )
et en sommant pour ¢ € A ,

~

VqelN, ¢q(X) = ¢q(X') ’
ce qui entraine x = x' , puisque les fonctions wq séparent les points de K .
L'application j est donc un homéomorphisme de K sur son image dans S .
Tout point extrémal de S appartient & j(K) « De plusy si y est une mesure
positive de masse 1 sur K , il en est de méme de

W=y bRy

qui est portée par X et telle que

bo=ut=p - en
Iy = Mly y

La frontidre de K relativement & H est donc incluse dans X , ce qui signifie
&s) < 3(x) .

Si u' et p" sont deux mesures sur X et si pt' - " est orthogonale & H ,

il existe | portée par Y telle que

donc

w={+p=-p"e nX) nmy) = {0} .

-~

Done f§ =0 et p' =u" . Ceci montre que tout point de j(X) est extrémal, et
que 3 est un simplexe, dont l'ensemble des points extrémaux est j(X) , et termi-

ne donc la démonstration,
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