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Séminaire CHOQUET C5=01
(Initiation & 1'analyse) ‘
l4e année, 1974/75, Communication n° C5, 8 p. 13 mars 1975

MESURES CONIQUES ET ESPACES DE BAIRE

par Richard BECKER

1. Préliminaires.

~

ls1s Introduction. — Ce travail a pour objet d'étudier des propriétés du type

"espace de Baire" que peut posséder 1'ensemble des mesures coniques ([1], 30.3)

sur un e, l. c. s, faible,

Parmi les espaces de Baire, les espaces tamisables ([5], §L3.3,5) forment une
classe remarquable comprenant les espaces localement compacts ou métrisables com-

plets et stable par produit.

Tout au long de ce travail, nous retrouverons 1l'analogue de ces différentes
classes : cas des clnes saillants faiblement complets (classe S ) et qui sont li-
mites projectives d'une suite de cénes localement compacts (classe SD [2], p. 2),

cas des c8nes métrisables de $ (classe SM) » cas des espaces RI .

1.2. Plan, - Nous aborderons successivement le cas des cénes localement compacts
qu'il est simple de présenter dans un cadre général abstrait (partie II)? ensuite
le cas des classes 8 et S (partie III) puis le cas des espaces gl (partie
IV). Nous terminerons (partie V) en donnant deux résultats concernant le cas géné—

ral des éléments de la classe S .

Pour toute partie A d'un ensemble ordonné, on note Maj(A) 1'ensemble des é1é—
ments majorant au moins un élément de A , et Max(A) 1'ensemble des éléments ma-
ximaux de Maj(A) .

2. Compacts ordonnés ; cas de l'ordre de Choquet.

Soit K wun espace compact muni d'une relation d'ordre notée <« .

IEME 1. - Lorsque pour tout X, € K , 1l'ensemble (x : < x) est fermé, tout

.XO

élément de K est majoré par un élément maximal,

Nous admettrons ce lemme facile,

IEMME 2, - Lorsque le graphe de < est un fermé de X x K alors, V z € Max(K),

pour tout ouvert V 5z , il existe un voisinage W de z tel que Maj(w) < v ,

Preuve, — Au cas contraire, V W voisinage de =z , 1 Xy €EVW et Yy ¢ V tels
que X < ¥ . Soit U wun ultrafiltre plus fin que le filtre des parties
SW:-{XW, $ W! voisinage de =z , W' c W}; ona z = limu(xw) < limu(yw)‘ﬁ v

puisque V est ouvert ; d'ol contradiction, z é&tant maximal,
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COROLLAIRE 3. - Lorsque le graphe de < est un fermé de K x K , 1l'espace

Max(K) est fortement tamisable.

Preuve. — Soit V un ouvert non vide de Max(K) ; on dira que 1l'ouvert W<C V
est fortement contenu dans V, et on notera W[ V , lorsque W est non vide, et

Max(W) ¢ vV , ob W désigne 1'adhérence de W prise dans K .

On a bien ainsi défini un tamis fort ; si V, 1 V2Z] voe :]Vh.ﬂ Vn+1:j ese s ON &
N (V;) # §§ par compacité ; soit x € N (V#) et ye Max(K) avec x <y 3 V n>1,

€ ot € .
on a x Vn+1 s d'ou ¥y Vn

Soit alors X un convexe compact contenu dans un e. 1. ¢, S, j; en prenant pour
K 1'ensemble M;(X) des mesures > 0 de masse 1 sur X , muni de l'ordre de

Choquet ([6], page 24), on a, d'aprds le corollaire 3, le résultat suivant.

PROPOSITION 4. - L'espace des éléments maximaux de M;(X) est fortement tamisa-
ble pour la topologie vague. '

Cet énoncé peut aussi s'exprimer en langage de c8ne localement compact ([6],

page 98) 3 c'est sous cette forme que nous allons chercher & 1'étendre.

3. Cas des classes SD EE %M o

Soit XeS un céne < E e, l. ¢. 8. ; notons M+(X) le cbne des mesures coniques
>0 sur X ([1], 30.5) ordonné par 1l'ordre de Choquet noté < ([1], 30.11) et
muni de la topologie o(M'(X) , h(E)) , ou h(E) désigne l'espace vectoriel réti-
culé de fonctions sur E engendré par E' , dual de E ([1], 30.1).

M+(X) n'est autre que le cdne des formes > O sur l'espace h(E) ordonné par

1'ordre usuel des fonctions sur X .

L'énoncé suivant, qui concerne la classe § dans son ensemble, nous sera fort

utile, et est & rapprocher du lemme 2,

LEME 5, = Soit X € 8§ , et soit p € M+(X) un élément maximal pour < j pour

tout ouvert V de M+(X) contenant | , il existe un voisinage W de y tel que
Maj(W) < v .

Preuve, -~ Au cas contraire, V W voisinage de y , 1 by € W et Vi # vV avec

By < vy o Soit U un ultrafiltre plus fin que le filtre des parties
S;={wp 3 W voisinage de p , W' CW};

on a pg <y s dloh Vg €E, limu(vw(ﬁ)) = 1imu(uw(z)) =u(2) 5 comme h(E)
est positivement engendré et que tout élément de h(E) est majoré sur X par un
élément de B! ([1], 30.13), l'expression limu(vw) existe donc au sens

o (MY (X) , u(E)) , et on a b < limu(vw) ¢ V , ce qui est une contradiction car
est maximale,
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Remarque 6. - Les énoncés ci-dessous sont équivalents : ( ¢ désiegme un cardinal
et Xe€ 8 ) s
(0 admet dans X , muni de o(E , E'), une base de voisinages ayant pour puis—
sance o ) 3

( E' admet une partie cofinale ayant pour puissance o ),

( X est limite projective d'une famille de cardinal « , de cbnes localement

compacts) ;

(0 admet dans M'(X) , muni de o(M'(X) , h(E)) , une base de voisinages ayant

pour puissance ¢ ).

On a done (X € SD) ==> (M%(X) € SD) » et G. CHOQUET a prouvé que tout élément de

SD est fortement tamisable.

PROPOSITIONT, -~ Soit X € SD 3 l'espace Max+(X) des mesures coniques > 0 , et
maximales sur X , est fortement tamisable pour c(M+(X) ’ h(E)) .

Preuve, - Soit (21 ’ zz ? eee zn) une suite cofinale dans E' d'éléments
20 sur X , Définissons un tamis fort : si V est un ouvert non vide de Max+(X),
on dira que l'ouvert non vide W ©V est fortement contenu dans V (et on notera
WC V) lorsque Max(W) €V (W est prise dans M%(X) ) et que

1°8i ¥Vnx>1, ﬂn(V) est non borné dans R s alors zl(w) est borné,

20Si An3 1 avec zp(v) borné, ¥V pe (1, ) , et zn+1(v) non borné,

alors W) est borné
£n+1( ) ‘
Pour prouver que ceci définit un tamis fort, on raisonne comme pour le corollaire

3 5 il suffit donc de prouver que, pour toute suite (Vn) telle que
ee ] ] eee
v, 3V, 3. OV, 3V, 3 ... alors N (‘xfn);égf

( V; est prise dans M+(X) ). En fait, V¥ n > 1, soit T € Vn ; soit également
U un ultrafiltre non trivial sur N 3 limu(pn) existe au sens o(M%(X) ’ h(E)) ’
et définit un é1ément de Nﬁ(X) appartenant & tous les VL ; cela résulte de la
propriété de domination de E' rappelée au cours de la preuve du lemme 5, Notons
que N (Vg) est un compact,

Nous allons examiner maintenant le cas des cénes de Sy 3 ces clnes sont égale~
ment séparables ([2], th. 6) et jouissent de propriétés remarquables ([2], th. 3) ;
en particulier, les mesures coniques qu'ils portent sont localisables ([1], 30.17,
18).

Nous aurons besoin de la remarque suivante.

LEMME 8. = Soient X un cbne convexe contenu dans un espace vectoriel E ,

Y ¢ B¥ un c8ne convexe d'éléments 20 sur X gqui sépare les points de X et

X 3 y€ (X N\ 0) tels que H k>0 avec y =kx ; alors pour tous scalaires a ’




0504
b, il existe £ € (Y-7Y) tel que £(x) =a, 4(y) =b.,

Preuve, - 1 zl € Y telle que zl(x) # zl(y) s soit 22 € Y séparant 21(x)y

et zl(y)x s on prendra pour £ une combinaison de 21 et 22 en remarquant que
2,(¥) 2,(x) = 2,(x) 2,(y) # 0.

D'aprés une version du théoréme de STONE-WEIERSTRASS ([ 3], page 137), et le lemme

précédent, on peut énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 9. - Soient X € & et F un sous-espace vectoriel de E' , positi-

vement engendré, qui sépare les points de X . Pour tout compact (faible) K ¢X

et toute fonction f , définie et continue sur K , les énoncés suivants sont équi-

valents

1° f est adhérente au preillis engendré par (F)IK pour la topologie de la

convergence uniforme sur X .

2° ¥V x,y€eK ae y=kx, k>0, o0na f(y) = kf(x) .

Nous aurons également besoin du lemme suivant, qui permettrait de démontrer le
théordme 3 de [2].

ILEMME 10, = Soit X € Sy 5 1l existe une suite d'éléments >0 de E!' qui sé-

pare les points de X .

Preuve., — D'aprés le théoréme 6 de [2], la topologie de X admet une base dénom~
brable (uh) s si x#y,s0it £ >0 dans E' qui sépare x et y ; £ sépare
également deux éléments ub 3x et w >y de la base (qn) o Il suffit donc de
choisir, pour tout couple wp et wq » pouvant &tre séparés par un élément > 0

de BE' , une forme ﬁp q >0 de E' qui les sépare.
14

Cette technique, indiquée par MOKOBODZKY, est analogue & celle utilisée en [5],

§I.2.1, prouvant que tout espace régulier & base dénembrsble est métrisable.

THEOREME 11. - Pour tout X e §y»ona N(X)e Sy -

Preuve. — Soit Y ¢ E' un Q-espace vectoriel dénombrable, positivement engendré,
cofinal pour E' , et séparant les éléments de X ; soit ¥ 1le sous-treillis de

h(E) ongendré par Y ; ¥ est un Qeespace vectoriel dénombrable (1], %0.2).

Munissons Nﬁ(X) de la structure uniforme métrisable, 'associdée aux écarts
d, = IN(£) = u(£)] 4 ot f déerit ¥, A, w e M (X) . Monsrons que cette struc—
ture uniforme S(¥) rend M'(X) complet, ot induit la topologie o(M'(X) , n(E)).
Pour cela, il suffit de prouver que tout filtre & , de Cauchy pour S(?) s conver-
8¢, vers un élément unique, au sens c(M*(X) ’ h(E)) o Soit U un ultrafiltre plus
fin que & ; comme Y est cofinal dans n(g) , pour toute g € h(E) l'expressien
limy(g) existe et définit un élément de M%(X) vers lequel U converge au sens

o(M'(x) » b(E)) . I1 reste a voir que la topologie induite par S(I) sur M'(X)
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est séparée ; cela résulte de la proposition 9 et du fait que tout é1ément de

MY(X) est localisable sur un compact de X .

D'aprés le théordme précédent et le théordme 3.6 de [2], M&(X) est polonais ;
d'aprés [3], § II.3.4, le fait que Max+(X) (ensemble des &léments maximaux de

M%(X) ) soit également polonais équivaut & prouver le théordme suivant.

THEOREME 12, - Lorsque X € 8y , Max' (X) estun @ de M'(X) .

6

Preuve, = Y est engendré par ses éléments convexes ; grfce & la proposition 9,
+/. . . 3
on prouve que y € M (X) est maximale dds que, pour toute fonction convexe f € Y,

on a
u(f) = (inf u(g) s g82>f sur X, g concave , g€ h(E)) H

en effet, soit v € Max+(X) avec b < v , par des méthodes voisines de celles de

[5] (Théordme 28), on voit que p =v sur Y.
Pour toute f e Y y convexe, et tout n > 0 , 1l'ensenble

0(fym)=(p 3 ueM%(X) » g sur X, g concave, geh(E) , p(e=~f)<i/n) ,

est ouvert ; or Max+(X) = O(f y n) pour ne€ N et f € ¥ s convexe,

4, Cas des espaces RI o

~ Notations 13, = Soit J < I, J # ¢ s on fait 1'identification RI = RJ x R(I\J>;
soit Py la projection canonique de RI sur RJ x (0) s notons que 1l'applicatian
£ o> u(f o pJ) n'est autre que W, au sens de CHOQUET ([1], 30.8) avec

A= RJ x (0) ;3 on note wy cet élément de M+(X) .

I1 est clair que si f € h(RI) ne dépend que des J premidres coordonnées, on a
uJ(f) = u(f) « Pour tout i € I , on note lxil 1'é1ément de h(RI) y défini par

X f—> lxi] ’ ( i-iéme composante de x ).

THEOREME 14 = M+(RI) est fortement tamisable,

Preuve. = Définissons un tamis fort : soit V wun ouvert non vide de 1+(RI) ; on
dira que l'ouvert non vide W ©V est fortement contenu dans V (on note WL V )

lorsque W<V, et que

I
iueV, h ,hy,h € n(rR") , K

une partie finie JW de I, tels que

1;K2,Kn>O;

1° we€ W

20 h1 ’ h2 ’ hn ne dépendent que des coordonnées d'indice appartenant & JW H
P w=C(v; by -pm)l <1 et v(x])<x, , viel[1,n]).

Soit V, OV, +e. V. OV .. «.. Onpose J = Un>1(JVn) . Tn>0, soit A€V

on a aussi (Kn)J € V, - On raisonne ensuite comme dans la proposition 9 en prenant
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un ultrafiltre U sur N , non trivial, puis en définissant llmU((k ) ) en re-
marquant que V f € h(R ) s oo Py est majorée par une combinaison f1n1e des

Ixil pour ie J .

Remargue 15,

19 La partie de M%(RI) constituée par les mesures, portées par un sous-espace
(non fixg) de RI canoniquement isomorphe & RN » n'est pas de premidre catégorie
puisque 1'élément limu((hn)J) » construit au cours de la preuve du théordme 14,

est porté par un tel espace.

Cet ensemble est partout dense dans M%(RI) ([1], 30.9), et est séquentiellement
fermé., On démontrerait qu'il est fortement tamisable.

2° Rappelons que Max+(X) est homéomorphe & Ri lorsque X = Ri .

Remarque 16, = Soit Ak (k € XK) , une famille d'espaces tamisables (ou fortement
tamisables) ; pour tout H <K , on posera AH = produit des Ak y O k€ H ; soit
B une partie de AK telle que, pour toute partie dénombrable H < K ; la projec~
tion de B dans AH soit surjective. Alors B est tamisable (ou fortement tami~
sable), et n'est pas de premidre catégorie dans Ay o Si, de plus, tous les A
sont identiques, il est aisé de construire un tel B qui soit séquentiellement

fermé.

5. Deux résultats concernant la classe S .

o~

THEOREME 17, - Soit X e S ; si M'(X) est fortement tamisable, alors Max ' (X)

est un espace de Baire.

Preuve. - Soient (On) une suite d'ouverts partout denses de Max+(X) s et w
un ouvert non vide de Max+(X) . On pose w =wn O1 3 W, est la trace sur
Max+(X) d'un ouvert Ql de M+(X) s soit 51 un ouvert de M+(X) fortement con~
tenu dans Q, » rencontrant MaxT(X) ( MY (X) est fortement tamisable), et tel que

Max(ﬁl) cw

1.
Supposons effectuées les constructions suivantes de w; Qi et ﬁi pour
=19 2: ces »n vérifiant pour tout pe (1 ,n - 1)
- + . ~ +
W,yq © Vax (x) ; Qe ,Qp+1cM(X)
et
~ . .
10 Wyyy = Qp n Op+1 est un ouvert non vide de Max (X) :
+ +
20 QP+1 est un ouvert de I (X) tel que ub+1 = QP+1 N Max (X)‘;
° O e
3 Qp+1 Qp ;
~ + ~ ~
40 Qp+1 est un ouvert de UM (X) ? Qp+1[: Qp+1 s et Qp+1 N Max+(X) est non
vide 3

o ~
5 Max(Qp+1) c wp+1 o
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Prouvons que la construction peut s'effectuer pour i =n + 1 : on pose

W,

n+l Qn no ;

n+1

+ ~
1 4 . — - 3
W,  peut s'éerire o . =0 . 0 Max (X) » et on peut exiger que Qi S -

Puis ( M+(X) est fortement tamisable) soit §n+1 rencontrant Max+(X) avec
~ -~ ' N .
Qn+1 Ean+1~ et Max(Qn+1Z c @y ﬁ Su la construction pour n~+ 1 . 0n a alors
[P . . . ~ .
Vn>1, ~Qn+1 EIQn+1 <Q d!ou : Q, mnon vide ; fOlt " er19n et | maximal
aveec p <y 3 comme VY n>1, Max(Qn) < w, s 0ona e N @, 5 orona

CwnO_ s d'ey L€ wnoO
n w Swn0 ; b E W n

THEOREME 18. — Soit X € $ ; si M'(X) est fortement tamisable, alors X est un

espace de Baire,

Preuve, = Soient (On) une suite d'ouverts partout denses de X , et o un
ouvert non vide de X ; on pose w, =W n O1 o Soient X, € w, et Ql un ouvert
de M'(X) contenant ez, et tel que ( r(y) désignant la résultante d'un élément
W € MT(X) ) on ait r(Q1 S w ; soit 51 un ouvert de M'(X) fortement contenu

dans Q1 et contenant exl ( M+(X) est fortement tamisable) les résultantes

H
des mesures ponctuelles contenues dans 51 forment un ouvert 61 de X contenant
X .
Supposons effectuées les constructions W 9 Xy Qg oo ol
i=1,2, .60 90, vérifiant pour tout p € (1 4n-= 1]

y E& suivantes pewr

~ o~ +
. C .
g S5 00 B, X Qp+1,np+1cr4(x)
et
o =
1 wp-f-l wpnop+1’
o
2 xp+1 € ub+1 ’
+
(o]
3 QP+1 est un ouvert de I (X) contenant exp+1 tel aue r(Qp+1) c gp+1 ’
~ + ~ ~
° t t de M c
4 Qp+1 est un ouvert de (X) tel que Qp+1 Qp+1 et 23 € Qp+1 ’
50 E5+1 est 1l'ensemble des résultantes des mesures ponctuelles contenues dans
) . ot
Qp+1 3 c'est un ouvert de X contenant xp+1 N

Prouvons que la construction peut s'effectuer pour n + 1 . On pose

=®» nO :
Y1 T %0 " Pner ?

. . +
soit Xn+1 € Wpq ? soit Qn+1 un ouvert de M (X) contenant €Xpyq ? tel que

r(Qn+1) <9 %

d'aprés la 5e condition de la récurrence, applicuée a G% s ON a

c ﬁn ; cette dernidére relation est possible & réaliser carm,

~

€N .
exn+1 n
™ + ~
Soit Qn+1 un ouvert de M (X) tel que Qg Cq., et

~ +
€
n+1 €xXne1 © g ( 1w (x)
est fortement tamisable) ; Eh+1 sera alors l'ensemble des résultantes des mesures

ponctuelles contenues dans 5n+ « D'ou la construction pour n + 1 .

1
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. - ~ ° 1 AN 1 . 1 °
On a alors V¥ n>1: Qn+1ﬂ: Q,=Q s dtou N (0, non vide ; soit y € N Qn H

(d

comme VY n , r(Qn) Cw sona r(p) e N ® 5 or N @, S wn o ; dod

r(u) € wn 0n .
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