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C4-01

ISOMORPHISMES BICROISSANTS DES CÔNES CONVEXES

par Hicham FAKHOURY

Séminaire CROQUET
(initiation à l’analyse)
14e année, I974~’15, Communication n~ C4, 4 p. Janvier 1975

On établit dans cette note le résultat suivant.

Soient C1 et C2 deux cônes convexes possédant deux bases notées respective-
ment B1 et B2 . On suppose que B. = conv [&#x26;(B. )] , que les points exposés de

B2 sont denses dans ~(B2) , et que ne possède pas de points isolés. Alors

toute bijection continue bicroissante de C l sur C2 est linéaire.

Ceci est en particulier le cas de deux cônes à base compacte.

1. Notations.
on rappelle qu’une base B d’un cône convexe saillant C dans un e, l, c, s . E

est un sous-convexe fermé de C telle que tout x de C s’écrive de façon unique

x = Xy , où y est dans B .

Un cône convexe saillant C donne lieu à un ordre sur E défini par x $ y si,

et seulement si, y - x é C . Soient C1 et C2 deux cônes convexes saillants, et

T une application de C 1 dans C2 ; on dira que T est bicroissante si

T(x) $ T(y) équivaut à x $ y .

Une génératrice extrémale à de C est une demi-droite de C telle que 

et q é à ) implique (p é à) . On note ~g(C) l’ensemble (éventuellement vide)
des génératrices extrémales de C , et %(B) l’ensemble des points extrémaux de

B . Il est immédiat que % (C) n B = &#x26;(B) .
é

2 . Les résultats.

Soient Ci et C2 £e£,X cônes convexes saillants possédant des bases
respectivement B1 et B2 . Soit T Une bijection continue bicroissante de

Ci sur C2 . On suppose q£f Bi " conv [~(Bi) ] , 1 = 1 , 2 et que les points ex-
posés de B2 sont denses ~(B2) . Si ~(B1) pas É.f-- ÉS°-1-É,Ô ’

alors T est linéaire.

Démonstration. - Montrons que l ’ image par T d ’une génératrice extrémale de c 
1

est Une génératrice extrémale de C2 . Soit p un point d’une génératrice extré-

male de Ci J On note Ip l’intervalle d’ordre (P - C) n C qui coïncide, dans le

cas présent, avec le Segment (0 , p) . Si le point T(p> n’est pas sur une géné-
extrémale de ~2 ’ contiendra un parallélogramme non

dégénéré. Or, T étant bicroissante, on a T(I ) = IT(p) . Mais T étant une ho-
p . p

méomorphie de Im() sur T(I ) , on aboutit à une contradiction.
i P P



Soit p un point d’après ce qui précède, le point T(Àp) est sur

une génératrice extrémale de C2 . Posons

où S(p) est un point extrémal de la base 82 . A priori, l’application

dépend du point p choisi ; elle sera notée par la suite ~~~ 9 p) . Il est clair

que R(;B. , p) est un homéomorphisme croissant de JR~ dans lui-même. Comme T est

continue, il en est de même pour

Soit u un point de C ; on pose T u l’application de C~ dans C~ , définie

par

L’application T , tout comme T, est une homéomorphie bicroissante de C1 sur

C2 . On a, d’après ce qui précède :

Soient u et v deux points de C tels que u ~ v , alors

puis que 

Si le point S(p , u) est un point exposé de B , il existe une forme linéaire

f , continue et positive sur B2 , nulle uniquement au point S(p , u) .

En appliquant f à l’inégalité précédente, on a

Comme p , u) = + oo ~ on déduit de l’inégalité ci-dessus que

Par conséquent, S(p , u) = S(p , v). D’après la densité des points exposés de

B dans &#x26;(B2) , on a l’égalité précédente pour tout point p dans ~~B ~ . Soient
u et v deux points de C , on a, grâce à ce ~ui précède,

Ainsi S(p , u) est indépendant de u ; on le notera S(p) .

Comme T est une bijection bicroissante, T(p) et T(q) ne sont pas propor-

tionnelles si p et q sont deux points distincts de ~(B ~ t par conséquent
S(p~ ~ S(t) . Il en résulte



En comparant les deux dernières lignes, on obtient :

Comme B~ est l’enveloppe convexe fermée de on voit que p , u)
est en f ait indépendant de u . On notera p) cette quantité. Par suite,

Soit une famille ultrafiltrée (non constante) dans ~(B ~ 1 qui converge
vers le point p de ~(B ~ ; une telle famille existe puisque p n’est pas un

point isolé dans ~(B ~ ; on a, d’après la continuité de T ,

Par suite, on a l’égalité :

ce qui prouve la linéarité de p par rapport à la première variable. Par consé-

que nt ,

En répétant le raisonnement, et en utilisant le fait que B 1 = on

voit bien que T est linéaire.

COROLLAIRE 2. - Soient C un cône convexe à base compacte B, et T une bijec-
tion continue bicroissante de C sur lui-même. Si est sans point isolé,
alors T est linéaire.

Soit K un convexe compact ; on peut toujours le supposer plongé dans un cône C

dont il constitue une base. Quand on écrira k 5 Xk’ pour deux points k et k’

de K, ce sera toujours au sens de l’ordre défini par C .

COROLLAIRE 3. - Soient K et K deux convexes compacts tels que ë(K ) soit

sans point isolé, et $ une homéomorphie de K, sur K . Pour ue 03A6 soit af-

fine, il faut et il suffit que l’on ait k K ~k’ si, et seulement si, ~~k~~~~kt ~ .

COROLLAIRE 4. - Soient X et Y deux espaces compacts s ans points isolés, et $
une homéomorphie de M’+(X) dans telle 03BB03BD si, et seulement si,
03A6( )  03BB03A6(03BD) . Alors, il existe une homéomorphie 03B8 de X sur Y telle que
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Démonstration. - L’hypothèse sur $ montre que l’image d’une mesure de Dirac sur

X est une mesure de Dirac sur Y ; 9 d’où l’homéomorphie p . Comme $ est linéaire

d’après le corollaire 2, elle vérifie nécessairement ~(~,~(f~ _ ~(f o e) pour tout

f dans C(Y) .
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