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Séminaire CHOQUET 23-01
(Initiation a 1tanalyse)
14e année, 1974/75, n° 23, 10 p. 12 juin 1975

REPRESENT AT ION INTE/}GRALE DANS DES SOUS-ESPACES
DE FONCTIONS A VAIEURS VECTORIELLES

par Paulette SAAB

Soient X wun espace compact, F wun espace de Banach, et cx , F) 1l'espace des

applications continues de X dans F , muni de la norme uniforme.

Si A est un sous-espace vectoriel fermé de C(X) qui sépare les points de X ,
désignons par A.ée F le sous-espace vectoriel fermé de C(X , F) , associd & A
et F .,

Dans cette note, nous nous proposons de représenter les é1éments du dual de
A(&e F o par des mesures vectorielles sur X , a valeurs dans F! , qui sont maxi-~

males.,

Pour cela, au paragraphe 1,nous étendons un théoréme de sélection borélienne de
M. RAO [5]s en supprimant, dans son théordme, 1'hypothése que le sous-espace A

contient les constantes.

Nous utilisons ce théoréme de sélection boréliemne, pour démontrer, au paragraphe
2y un théordme de représentation intégrale, dans le cas ou le compact X est mée

trisable.

Enfin, nous étudions au paragraphe 3, le cas ou le compact X est quelconque,
mais que F'!' posséde la propriété de Radon-Nikodym, Nous donnons alors une démons—
tration directe du théoréme de représentation intégrale, nous utilisons pour cela
un théordéme de CHOQUET [2] et un théordme de GROTHENDIECK [ 4],

O. Rappels et notations,

Produit tensoriel topologique d'espaces de Banach, — Si M et N sont deux es—

paces vectoriels, désignons par B(M , N) 1l'espace vectoriel des formes bilinéai-

res sur M x N ,
Soit
Xt MxN -——>0860M, N*
(2 45) —>x(x,75)
ou (X(x s V) h) = h(x , y) pour tout h € 8(M , N) .

On appelle produit tensoriel de M et N , noté MQ N , 1l'espace vectoriel en-—

gendré par x(M x N) .
L'élément x(x , y) est noté x® y .

31 M et N sont deux espaces de Banach, on peut définir sur M® N 1les deux
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normes suivantesy, avec u€ M® N :

(1) loll,; = in 25 lmgl] (lll
ou 1' inf est pris sur toutesc les représentations finies de u sous la forme
u = len Xi ® yi .
@l = =, fyeyan 2 0 Gl
Nous noterons par U ®1’r N (resp. M ®€ N) l'espace M ® N muni de la norme m

(resps la norme g) , et par Méﬂ N et M Q‘;E N leurs complétés respectifs.

Ceci étant, si X est un espace compact et F un espace de Banach, désignons
par (X , F) 1'egpace des applications continues de X dans F muni de la norme

uniforme ¢
(v fecx,r)) £l = sup oy ll£(s)]|
Si ge (X)) et xe F, soit g® x 1la fonction de C(X , F) , définie par
(v s € X) g€® x5 8) =g(s)ex .

I1 est bien connu (voir [6], IV, §2) que C(X , F) est isométrique & €(X) 5(—: F.

I1 s'en suit que
(he CX , F)) <=> (il existe (hk)k c ¢(x) ® Fj3 h= Z:zo hk) ’

ot la série converge uniformément pour la norme uniforme dans C(X , F) .

Si G est un espace de Banach, nous désignerons par B(G) sa boule unité et par

G' son dual topologique.

Si Z est un espace compact, nous désignerons par

M(Z) = l'espace des mesures de Radon sur X
0,() = (e () 5 [l < 13

M(2) = {u e M(2) ; w30}

M(z) = {p e M(2) 5 flufl =1} .

1. Sur un théoréme de sélection bordélienne.

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par (X , A) un couple, ou X est un

espace compact et A un sous-espace fermé de G(X) qui sépare les points de X .

Nous savons que, sous ces conditions, nous pouvons plonger X homéomorphiquement
dans B(A') , munie de la topologie o(A! , A) . Soit
v : X ——> B(A')
X po——>> cp(x) = Ex A
X s'identifie ainsi 3 un sous~compact de B(A') , et A & AO(B(A')) » l'espace

des applications affines réelles continues sur B(A!) qui sont nulles en O .

Ar——> A9(B(a"))
a b——> Rea'B(A,) o (&, a') =(a',a), ¥ a'e3B(a).
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Remarquons que l'ensemble Ext(B(A')) des points extrémaux de B(A') est inclus

dans T.p(X) (o T=({teC; |t| =1} ), d'oh la définition suivante.

Définition 1.1 (CHOQUET [2]). — On appelle frontidre module associde & un couple
x , A) s l'ensemble Sm(X ’ A) =X n gxt(B(Ar)) .

Définition 1,2 (CHOQUET [2]). - Soient X un espace compact, et A un sous-
espace fermé de c(x) qui sépare les points de X . Une mesure uw € M(X) est dite
maximgle si lm(u)l » la valeur absolue de 1l'image de | par ¢ » est maximale
pour 1'ordre de Choquet ([1], 26.6), défini sur M+(B(A')) R

PROPOSITION 1.3. — Soient X un compact métrisable, et A un sous—espace fermé

de e(x) qui sépare les points de X . Une mesure € M(X) est maximale si, et

seulement si, | est portée par gm(X s A) , i. e. IuI(X N Sh(X sy A)) =0,

by

Démonstration. = Il suffit de remarquer que X est identifié & un sous-compact

de B(A!') et qu'une mesure positive sur B(A!) est maximale si, et seulement si,
elle est portée par gkt(B(A')) ([1] 27.5).

Définition 1.4. - Soient | et v deux éléments de M(x) $ nous dirons que
W~y v
si, et seulement si, [ fdu = [ fdv pour tout f e A.

Ceci étant nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant,

THEOREME 1.5, - Soient X un compact métrisable, et A un sous-espace fermé de

c(x) qui sépare les points de X ; il existe alors une sélection borélienne,

al fee—> gt sy de B(A') dans Ml(X) telle que, pour tout at! € B(aY) ,

(1) f adua, = {(a' , a) pour tout a € A ,

(ii) Mgt est maximale.

Démonstration. = Or il résulte d'un théoréme classique (voir [9]) que, sous les

hypoth&ses du théordme 15, il existe une sélection borélienne
At B(AY) —> MI(B(A'))
a' —> )a!'

telle que, pour tout a' e B(A') ,

(i) Aa' est de barycentre a' .

(ii) Aa' est portée par Eat(B(A')) .

La relation (i) implique que, pour tout a' € B(A') ,

f adka, = (a' 4, a) pour tout a € A ,

D'autre part, puisque S&t(B(A’)) c T.¢(X) , pour tout a' € B(A!') , la mesure
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Aa! est done portée par T.o(X) .
Or nous avons le lemme suivant @
IEMME 1,6 (FUHR et PHELPS [3]). - L'application continue (% 5 x) > to(x) de

T x X dans T.o(X) » admet une sélection borélienne y telle que, pour tout
a' € T.CP(X) ?

ylat) = (£, x) ob to(x) = at .
Notens par VY ¢ M(T.(p(X)) ——a M(T x X) s l'extension de { aux espaces de me-
sures.

D!'autre part, nous pouvons définir une application H : M;(T X X) pmm> Ml(X) de

la fagon suivante : pour tout y € MI(T x X) ’
(Hv » £) = ITXX tf(x) av(t , x) pour tout f e C(X) .

La démonstration du théoréme 1.5 est achevée. L'application cherchée s'obtient en
composant les applications boréliemnes H , ¥ et A comme 1l'indique le diagramme

suivant :
B(a") > u (X)
N H
at +
i (B(41)) +=> H (T x X)
1 Y 1
pour a' e B(A!') , soit donc Mgt = H o Y()\a,) s pour tout a € A , nous avons :
(1) ‘f ady, =_f adia' = (a' , a)

(ii) puisque Aa' est portée par gxt(B(A')) ’ Y(Xa,) est portée par 1l'ensem~
ble

(50 9) eTxX; oly) e by (BAN} =T x & (X, 4) 4
d'ou Mg est portée par Sm(X » 4) .

Ceci étant, nous pouvons étendre, grice au théordme 1.5, un théoréme de M, RAO
[5] en supprimant, dans son théoréme, 1l'hypothése que le sous~espace A contient

les constantes,

s \
THEOREME 1.7. - Soient X un compact métrisable, et A un sous-espace fermé de

C(X) qui sépare les points de X . Il existe alors une sélection borélienne

X —> de X dans Ml(X) telle que, peur tout x € X ,

(i) EX ~A p‘x ’

(ii) w, est maximale,

2. Représentation intégrale dans le cas ou le compact X est métrisable.

Soient X un compact, et F un espace de Banach. Soit e(X 5 F) 1'espace de

fonctions continues de X dans F muni de la norme uniforme,
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Soit ®B(X) 1la tribu des boréliens de X .

Définition 2.1, = Soient X wun compact, F un espace de Banach, et v une ap-
plication de ®(X) dans F! .

Pour tout x € F , désignons par (X , v) , l'application définie sur B(X) et &

valeurs scalaires :

& 5 W(EB) = x , w(E)) pour tout E € B(X) .

On appelle mesure vectorielle sur X & valeurs dams F' , toute application
v BX)-—F' telle que :

(pour tout x € F) (&, v)yenx)].

Si vy est une telle mesure vectorielle sur X , & valeurs dans F! , nous défi-

nissons sa variation de la fagon suivante : pour tout E € (B(X) ’

[9I(8) = supg %, o(e,)]

ob le sup est pris sur toutes les partitions finies & de E , formées d'é1lé-
ments de (B(X) o

Nous dirons que v est & variation totale finie si |\)|(X) <+,

Dans la suite nous noterons par M(X ’ F') 1'ensemble des mesures vectorielles

sur X & valeurs dans F' , qui sont & variation totale finie.
M(X ’ F') muni de la norme vy b——> |\;|(X) est un espace de Banach.

Rappelons (voir [8]) que M(X , P') est isométrique a C(X s F)' , le dual de

X , F) ; 1l'isométrie entre M(X , F') et CX , F)' est définie de la fagon
k k

3 . 1 1 — N -

suivante ¢ si \)EM(X,F) et g = =0 8 * ou gk"zisnkfi®xi’
k k
(v .g)-%Zi@kjfid CARPIROR

Si A est un sous-espace fermé de C‘Z(X) considérens A ée F.

I1 est clair que si A sépare les points de X , il en est de mfme de Aéa F.

Comme dans le cas des mesures scalaires, nous pouvons définir une relation
d'équivalence dans M(X , F') relativement & At§€ F.

Définition 2.2. - Soient | et v deux éléments de M(X 4 F') , nous dirons,
par définition, que [p, ~ v] si, et seulement si, p =v sur Aée F .

Ie lemme suivant est immédiat.

LEMME 2430 = 81 p et v sont deux é1éments de M(X , F') , alors nous avons @

[p~v] si, et seulement si, pour tout x € F, [ (xu) ~ &Ev)] .

Définition 2.4, - Soit | un élément de M(X , F') . | est dite maximale si,

et seulement si,
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(v xeP) [ s p) est maximale] .

IEMME 2,5, = Si pe€ M(X N F’) s pour tout borélien E de X 4 nous avons :

[ wIE) <= lul(B) (xewr).

La démonstration du lemme 2,5 est immédiate d'aprés la définition de la variation

d'une mesure.

Définition 2.6. = Soient € M(X , F') et Ee ®(X) , nous dirons que  est
portée par E si, lp,I(X \E) =0 .

Compte tenu du lemme 2.5, de la définition de la variation d'une mesure, et de la

proposition 1.3, nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION 2,7. ~ Soit p un élément de M(X , F') . Supposons que le compact

X soit métrisable, les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

(i) w est maximale,

(ii) w est portée par Sm(X s A)

Passons maintenant a 1'étude du dual de Aée F.
Or, A®€ F est dense dans A§€ F,d'on (& ®e F)! est isométrique &
(ag_7m)r.
Or A®€ F s'injecte isométriquement dans @(B(A') x B(Ft)) .
Soit I cette injection canonique.
I A®_ F > C(B(4') x B(F'))
u =2, a; ® Xy o> I(u)

i
o (I(u) 5 (a' , x')) = Zi,<n (' 5 a,) (x' 5 x) s ¥ (atyxt) € B(A') x B(F!) .

I1 s'en suit que, si L e (A@e F)! , il existe @ € M(B(A') x B(F')) telle que :
(1) 8 o I=1L,
(1) o]l = [z

La relation (i) est équivalente a @

(Vu= Zisn s P AgeF) [(L,u):fB<A,)xB(F,) Eisn (a',ai)(x',xi)de(a',xt)].

THEOREME 2.8. - Soient X un compact métrisable, A un sous-espace fermé de

e(X) qui sépare les points de X , et F un espace de Banach. Tout élément L de

(A ée F)! se représente par un é1lément v de M(X,F')  tel que @

(i) @ 5 u) = (v » u) pour tout u e Aé;e F,
(1) vl =zl -

(iii) v est maximale.
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Démonstration. - Soit L e (4 ée F)' 5 il existe 6 € M(B(A') x B(F')) telle

que ¢
(1) ol = |z »
(ii) 8 =1 sur A® T .

Or le théordme 1.5 implique qu'il existe une sélection borélienne a' p—> Mg
de B(A’) dans MI(X) telle que :

10 f ady o = (a' » a) pour tout a €A,
20 Wt est maximale.
Si u € MX) et x' €F', soit b® x' 1'élément de M(X , F') défini par :
W® x' , B = u(E).x? ¥ E € B(X) .
L'gpplication
B(A') x B(F!) »—> M(X , F')
(a' 'y x')  F—>p, @ x!
est borélienne. De plus, elle est bornde car :
g @ = = lagll 7 < 10 ¥ (a0 4 x0) € Bat) = 5(0Y)
I1 s'en suit que 1l'application
B(A') x B(F!) b—> M(X , F!)
(a' 5 x') p—> byt ® X'
est o(M(X , F') , X , F)) universellement intégrable.
Considérons alors 1!'intégrale faible :
v = IB(A')XB(F') Mg ® x! do(a! , x') , v e M(x , Ft) ,
et v est la mesure cherchée. En effet :

(i) Pour démontrer que v =1L sur A.ée F 5 il suffit de le vérifier sur les

éléments a® x you aclA et xe€F . Or
(v sa®x)= IB(A’)XB(F') <”a' » a) (X', x) dofat , x') .
Puisque f adpa, = {a' 5y a) , pour a €A ,
(v » a® X) = fB(A')xB(F') (a' 5 a) (x' , x) de(at , x')

L(a® x) .

(i1) D'eprés sa définition, ||| <||8] = ||| » puisque L = v|a ® F » il s'en

suit que |[v|| =1 .

I1 reste a prouver la maximalité de v .

Considérons 1'application
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B(4') x B(F') »—> M'(X)
(a' 5 x*)  F—> o) |2
elle se factorise en deux applications boréliennes :
B(A') x B(F!) —> 1, (X)=B(F*)

(at 5 x') —-— (“'a’ s x!)

ut(x)
Iua:| “x'”

elle est donc borélienne, Il s'en suit que J‘B(A')XB(F') |“‘a'l =t alel(ar , =)

a un sens et nous vérifions que :
vl < fpanyp@er) lbarl =] alelCar 5 1)
Comme VY a' e B(A?) ,
gl (E N B (x5 8)) =0,
il s'en suit que
v~ g (x,4) =0,

ce qui prouve, d'apreés (2.7), que v est maximale,

COROLLAIRE 29, - Soient X wun compact métrisable, A un sous-espace de C(X)

qui sépare les points de A , et F un espace de Banach,

Pour toute mesure p € M(X , F') , il existe v € M(X , F!) telle que :

(i) Vo~
(13) ol < flull >

(iii) v est maximale.

Démonstration, — I1 suffit d'appliquer le théordme 2,8 & L = bl SF

3s Représentation intégrale dans le cas oi F' posséde la propriété de Radon-

Nikodym,

Dans [ 2], G. CHOQUET a démontré le théordme suivant :

THEOREME 3el.-Soient X un compact, et A un sous-espace fermé de c(x) qui

sépare les points de X . Alors tout élément 4 du dual de A se représente par

une mesure de Radon « sur X telle que :

(i) J‘ ada = 4(a) pour tout a €A ,
(1) lod] = el

(1ii) « est maximale.
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D'olu le corollaire suivant,

COROLLAIRE 3.2. - Pour toute mesure de Radon B € M(X) , il existe o € M(X)
telle que
(1) lo| < [I8ll »

(iii) o est maximale.

Définition 3.3. - On dit qu'un espace de Banach G possdde 1la propriété de
Radon-Nikodym si, pour tout espace mesuré (S , % , P) de mesure finie, et toute
mesure m sur ¥ & valeurs dans G , absolument continue par rapport & P et de
variation finie, il existe une application f de S dans G , intégrable au sens

de Bochner, et telle que
n(E) = IE fdP , pour tout Ee ¥ .

Parmi les espaces de Banach qui ont la propriété de Radon=Nikodym, nous distine

guons les espaces réflexifs et les duaux séparables d'espaces de Banach.
Soient X un espace compact, et F un espace de Banach,.

Rappelons (voir [4]) que si P' possdde la propriété de Radon-Nikodym, alors
M(X , P') est isométrique & M(X) éﬂ P,

Ceci étant, nous avons le théoréme suivant :

THﬁOﬁEME 3e4e = Soient X un compact, A un sous-espace fermé de C(X) qui

sépare les points de X , et F un espace de Banach tel que F! possdde la pro-

priété de Radon-Nikodym,

Pour tout élément L du dual de Aée F et tout 6§ >0 , il existe v e M(X,F!)
telle que :

(1) v=1L sur 4§ F,

(1) v < flef + &

(iii) vy est maximale.

Démonstration. ~ Soit L e (A é’e F)! ; le théordme de Hahn-Banach implique qu'il
existe p e M(X , F') telle que :

(1) piug p =1L
VB F ’

(11) [l = |jz|

Puisque F! possede la propriété de Radon~Nikodym, nous pouvons considérer que

> 1

Soit & >0 . D'aprds ([7] 6.4, III), il existe (p,n)n = M(X) et (x;l)n < P

b= gug®xy ot I ol flxall <l + 6
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Or le corollaire 3.2 implique que, (¥ n e_ﬂ) s 11 existe v € M(X) telle que :

(1)

Vp “p Hp ?

(1) gl < gl »

(iii) v, est maximale.

Considérons 1'élément

= ',
Y Z:=O vn‘g Xn

La relation (ii) implique que Z:=o vl 1=}l < + = 5 done ve NEX)® P! de

plus

et v~y s donc

I < llull + 8 =11 + 8 >

Il reste & prouver la maximalité de v , or il est facile de vérifier que

ol <2 Iv | =l -

Puisque pour tout n e N , v est maximale, alors v 1ltest aussi.

Donc v répond bien aux conditions du théoréme.

[1]
[2]
[3]
[4]

L5]
[6]

[7]

L8]

[9]
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