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Séminaire CHOQUET 16=01
(Initiation & 1'analyse)
l4e année, 1974/75, n° 16, 13 p. 13 mars 1975

CONVOLUTION DE MESURES PORTEES PAR UNE SURFACE CONVEXE

par Michel TALAGRAND

Oe¢ Introduction.

Dans sa theése [ 1], P. ARTZNER étudie le probldme suivant : étant données trois
probabilités mw , m' , n" , vérifiant mw ek m =m' % " , et portées par une sur—
face convexe S , peut—on affirmer que m =mn' =a" ? I1 y apporte une réponse af-
firmative en supposant, d'une part que S est "suffisamment" convexe (en un sens
bien précis), et d'autre part une assez grande régularité (absolue continuité) des
mesures. Nous nous proposons d'établir le méme résultat, sans hypothéses de régula-
rité sur m, w' , m", et mdme en supposant seulement w' et m" portées par

1'enveloppe convexe de S .

1. Convolution de mesures portées par des graphes de fonctions convexes.
B i S o i i i i i i i i i i i o i o T NP NP NP P NP P P

Etant donnée une application f d'un ouvert Q de Bp—l dans R (p entler > 2),
nous noterons f 1'application x => (x , £(x)) de Q dans RP ; 1'espace gp
sera identifié avec Bp-l x Ry et la projection gp —> Bp"l sera notée 6 . Nous
appellerons graphe de f 1'ensemble T(Q) , et surgraphe de f 1'ensemble des
couples (x 5 t) de R’ , o x€eQ, te R, t3>f(x) . L'espace R® sera muni

de la norme "sup" et la boule de centre a et de rayon p sera notée B(a , p).
Soit q un entier >0 , et soit x = (Xi) un point de R%? . Définissons
q
a,(x) = T_, (2% =, V2", ([2" =0+ 1)/2°C

ob [u] désigne la partie entidre du réel u . Si deux ensembles wn(x) et wn,(x)
ne sont pas disjoints, l'un contient 1l'autre. Tout ouvert 0 de __Ijq est réunion

disjointe d'ensembles w0, (x) . En effet, si n_ est le plus grand entier k tel

que u.k(x) <0 (ou xe€e0 ),ona 0= UXEO uhz(x) s et il suffit de réindexer les
mﬂx(x) de fagon & ne compter chacun d'eux qu'une seule fois pour obtenir le résul-
tat désiré, Nous allons utiliser ceci avec qg=p=1, puis, & 1la fin de la preuve
du lemme 65 avec q = 2(p - 1) . Remarquons d&s & présent que, dans ce dernier cas,
si O est invariant par la symétrie (x , y) > (y » ) (a0 x, y € Bp-l )y il

en est de m8me de la partition obtenue.

Ces notations étant fixdes, soient ( wun ouvert convexe de Ep-l s et £ une
fonction nmumérique différentiable, définie dans Q , et vérifiant la condition :

VxeQ, 3Ms4 s+L>0 tels que
(0) (el < M) => (aljz=al|® g £(x)=(a)=Df_(x-a) £ Lfjx—a]?)

(ce qui est le cas, par exemple, dés que f admet en tout point une hessienne non
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aégénérée).
I1 est immédiat de voir que f est convexe, On sait alors qu'elle est Cl puis—

qutelle est différentiable [2]. Soit k un entier > 0 , et soit

(1) - F ={xeq;: dlx,Ca) > kAL oy
k -

I < 27 = 27| < £em)=r(x)-0r_(n) g 2B} .
F est fermé, et la réunion des Py est Q , d'apres (0).
Soient 4 p' s p" trois mesures positives, p étant portée par le graphe de
f sy u' et u" par son surgraphe.

Désignant par p,lA la restriction de la mesure & l'ensemble A , définissons :

n =

ot = “"i'f'(Q) )y B'=p!' =o' o= P'"l'f(Q) s BM=pt-q "
v=06(p s vt=0(), v=os(a")
(Rappelons que © désigne la projection canonique de _Bp sur B_p-l )e

Avec ces notations nous avons le résultat guivent @

IEMME 1o = Supposons que p % p = p' % p" au voisinage de 2f(q) (_0_1‘1_

i

F(Q) = {2x ; zeT(Q)} ).

Alors il existe des constantes M’k telles que, pour tout borélien B contenu

dans Fk s on ait

(2) | v(B) s 1, v*(B) v1(B) .

Démonstration, = Fixons k > 0 , Définissons

s,={(x,%); zeq, tgf(x) + pmnHctly
et
(3) By =o0(s'lg ) s pr=0(p"lg).
Posonsy pour a Q et n >0, ’ )
(4) U(a.n) =f{xeq; f(x)g f(a)+Dfa(x—a)+2-2mk}
(5) U (pny = (x€ Qs £(x) g ta)er, (xma)ee 20 Mt

(6) v(a.n) = {(x,t) € Ep 3] X € U(a.n) et t ¢ f(a)+Dfa(x-a)+2-2n+k} .
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\\\\____ U(a,n; _”//b

U’(a,n)

Pour établir (2), on peut se borner au cas ou B est compact. Soit 0 wun voisi~-
nage, relativement compact dans Q y de B . L'ensemble 2?(5) est compact, et
contenu dans un voisinage O' de S ou p % p et p' x p" cofncident., Il existe

donc n, tel que

-on, +k

(7) (xe0, tgflx)+2 L )= ((x, 2t) e 0t) .

D'aprés la compacité de B , il existe n, > sup(n,,2k + 1) tel que
—n2+k+1

(8) (ae B) => (B(a , 2 ) <o) .

Soit n un entier fixe, n 2,n2 e 3i a est dans B , nous avons, d'aprés (1) :

uh(a) = B(a ’ 2—n) < U(a ’ n) .

D'autre part, il est aisé de vérifier que la convexité de f et (1) impliquent,

pour x dans Q
(Jx = all 2 2™) == (£(x) - £(a) - D£_(x - &) 3 27%) .

Si x est dans U'(n ’ a) » On a aussi ¢

2—3k < on+k+1 <

~

, done 2~H ¢ mFL

ce qui contredit n > 2k + 1 . Il s'ensuit que x ¢ Ut(n 5 a)  ce qui montre que
U'(n ’ a) < B(a ’ Z_k) .

Si x est dans U'(n , a) , d'aprés (1) et (5), nous aurons alors

K|z - a2 g FHR
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dtou
”X - a“ < 2-n+k+1 ,
ce qui montre que
(9) U'(n , a) < B(a , 22Ty |

B se recouvre par une famille d'ensembles uh(a) disjoints (ol n est toujours

fixe)., Soit B = Ui uh(ai) (ou a; € B ). Posons, pour alléger les notations,

Ui = U(ai ’ n) 3 Ui = U'(ai ’ n) H Vi = V(ai ’ n) .

Si x et y sont deux points de Ui s T(x) + T(y) est dans 2Vi « On a donc :
2
)

(10) v (2;)) € v(U0)% < % ulavy)

D'aprés (8) et (9), Ui est inclus dans 0 . Si (x , t) € Vi s alors
t g £(x) + 27
D'apres (7), il s'ensuit donc que 2Vi < 0' 4 donc que  * u(ZVi) =p' % u"(ZVi).

Si deux points (x 5 t) et (x' 5 t') du surgraphe de f ont leur milieu dans
V, s il est aisé de voir qu'ils sont tous deux dans V!, ol
Vi = {(x,1t); xe€ U, tg f(x) + 2'2n+k*1} .
Ainsi
? i 1§ 4 it t ] 1 1 1 n [ ] 1] 1
ptowou(2r) < ur(v) wn(vy) < (b(u)) + g2 (02)) (v(ud) + g1(ul))

ce qui, conjugué avec (10), donne :

wu (a,)) € [Ov + gD + 1) (1) F

d'ou

(1) w(B) € 5 vlu(a,) € LG (vt + 8D (Ze (o + g () F
d'aprés 1'inégalité de Schwartz,

Soit Nk =[2 x 2k+1 + 1]p-1 . Nous allons montrer qu'aucun point de Q n'est

contenu dans plus de N, ensembles U! . On sait déja que U; < B(b, , gLy

81 x € B(bi ’ 2-n+k+1) s alors bi € B(x , 2—n+k+1)

+ I1 suffit donc de remarquer
que cette derniére boule rencontre au plus Nk ensembles Qn(a) s fait dont 1la

preuve aisée est laissée au lecteur,
Pour toute mesure positive A , on a donec :

2ier MUY s A(Uy o ul)

puisque la somme des fonctions indicatrices des Ué est majorée par Nk fois 1la
fonction indicatrice de Uie Ul . Sil'on pose Nf =M , (11) implique, puisque

I k
Uer U3 <0 »

V() € MLy (0) + B1(0)Tvm(0) + g2(0)] .
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Ceci est vrai pour tout n 2 N, e Or

lim sr'l(o) = lin 51'1'(0) =0 .
D'ou
V2(B) < m_vt(0) v(0) .

Comme O est un voisinage quelconque de B , la preuve du lemme 1 est terminée.

COROLLAIRE 2, - v est absolument continue par rapport & v' et a V" .

Démonstration, - Si v'(A) = 0 , alors, pour tout k , v(An n F&): 0, Comme

A=U ANF ,on a encore v(a) =0 .

C. Q. F. D.

Nous allons maintenant étgblir, ce qui est le point essentiel, que 1l'on peut
prendre Mk =1, quel que soit k ., La démonstration comporte plusieurs étapes.

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui posséde d'ailleurs un intérét en soi.

IEMME 3. = Soit A une mesure positive sur _gq » telle que tout compact soit de

(23 + 1)q « L'ensemble des

]

mesure finie. Soient o wun entier positif, et
points a ‘gg_,gq » tels que

iny 3 nzn;=> (1 + T)K(Qn(a))

A

AB(a , 027) ,

est de mesure nulle pour 2\ .

Démonstration. = On peut se borner au cas ol ny s est indépendant de a . Soit
A 1'ensemble des a vérifiant la condition de 1'énoncé. Montrons d'abord qu'il

est borélien. Pour ceci, il suffit d'établir que, pour chaque n , la fonction
a -=>AB(a ; c2™)) - (1 + T)h(uh(a))

est borélienne. Or h(uh(a)) est constante sur chaque uh(a) s donc borélienne.

Eerivons A\ = xd + ka s Ou Ad est diffuge, et xa atomique. La fonction
a ;—> Ad(B(a ’ cZ-n))

est continue donc borélienne. La fonction a —-—> Xa(B(a ’ 02-n)) est somme d'une
série de fonctions boréliennes (correspondant & chacun des atomes), donc encore bo-
rélienne. Nous pouvons ainsi nous bormer & établir que A est de mesure intérieure
nulle. Soient K un compact contenu dans A , et O un ouvert contenant K . Soit
n 2z n, tel que
aec€K=>38(a,c2")<c0.
K se recouvre par une famille d'ensembles “h(ai) (i € 1) disjoints et tels

que

(1 + Dn(e (a)) < MB(ay 5 027))
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dtou il vient
(1 + DK € 2,0 MB(ay 2 027) W

Comme nous l'avons déja remarqué lors de la preuve du lemme 1, tout point de ,E!

est dans au plus T Dboules B(ai s 02 1) . I1 s'ensuit que
(1 + OAE) g U Blay » 027)) < 1a(0)
dtor A(K) g@/(1 + ) a(0)

gi a(K) > 0 , on peut choisir 0 de sorte que A0) <7 + 1)/1)A(K) y ce qui

est absurde,

Ce Qo F.o Do

I1 est naturel de se demander si l'ensemble des a , tels que

¥n >0, Enzn,: (1 + T)h(wn(a)) < A(B(a » a2™))

est aussi de A-mesure nulle. Il n'en est rien, comme le prouve l'exemple suivant,
df & J, SAINT=-RAYMOND. On prend q =1, o = 10 , et pour A la mesure image, par

1'gpplication

X
>3 2 g (0, 1} das R,

(=0)ew —> 2pex P

b4
p)
de la mesure produit des mesures (l/p)ﬁo + ((p - 1)/p)§1 ou 50 et 51 désignent

les mesures de Dirac en O et 1 respectivement. Les détails sont laissés au
lecteur.

Fixons k > 0 . Soit +y 1le plus petit réel positif tel que l'on ait
v¥(8) < v° v1(8) v(B)

pour tout borélien B de Fk o« S1i v(Fk) =0 5 alors 4 < 1 « Supposons donc
v(Fk) >0 , Nous désirons prouver que supposer vy > 1 conduit & une contradiction,
et nous ferons cette hypothése dans la suite de ce paragraphee Soit ' wun réel

tel que 1 <+y' <wy . Soit un réel O < g < 1/2 . Par hypothdse, il existe un com-
pact K de B, tel que v(K) >y*(1 - e/2)2 1 (X) v"(K) . Soit O' un voisinage
relativement compact de K . Comme dans la preuve du lemme 1, on voit qu'il existe
m1 tel que, pour n>m, et a dans 0' 4, y *p et u! % p" coindicent sur

1
2V(a 5 n) .

D'autre part, puisque v est absolument continue par rapport & v! et ", il

existe ¢ > 0 tel que :
v1(B) < ¢ == v(B) < =5 v(k)
w(B) < ¢ => v(B) < —1% v(K)
pour tout borélien B .

Soit 0 <M< (¢ un réel. Il existe un ouvert O , contenant K , contenu dans
O' et tel que
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v3(0) > v2(1 = 2)% v1(0) v"(0)

v(0) g(1 + Mv(®) 3 v1(0) < (1 +Mv1x) 3 v(0) < (1 + 1) v(K) .

-

Désignons par A s A' s A" les restrictions & K de v, V', v .

Soit m, 2 m, un entier fixe., Posons s =1 + (2 x (3 «x 2k+1) + 1)p~1 . D'apres

le lemme (3). pour v presque tout point a de K , il existe un entier n 2 m,
tel que

-n+k+1 ))

(12) A(B(a » 3 x 2 kY c o,

< sh(mn(a)) avec B(a y 3 x 2
BEn particulier,
(13) )\(B(a , 3 x 2—n+k+1)) $ s?\.(B(a , 2-n+k+1)) .

(14) A(B(a , 272M)) < ar(a (a) .

L'indgalité (13) permet, grice au raisonnement classique du théoréme de Vitali,
de recouvrir K , & un ensemble de v-mesure nulle prds, par une réunion disjointe

-n_,+k+1 B
de boules B, = B(ai y 2 T ) qui vérifient (14).

Soit enfin r un entier positif. Nous allons prouver qu'il existe un indice 1

tel que
(15) A(B,) > 05 A(By) 2471 - )% A1 () An(sy)
(16) BL(3y) < 7 [lpall 21 (3;)
(17) Ba(3;) < ¢ llsall An(3;)
(18) v(B;) < (1 + 10MA(B;) »
(19) v(B,) < (1 + /e (3;) »
(20) vi(8;) < (1 + n/oan(s;) .

Pour ce faire, nous avons besoin du lemme suivant :

IEMME 4. - Soit C un borélien de F,_ tel que ¥2(c) > y2(1 - e1)2 y1(c) vn(c).
Soit E un borélien de C tel que v (E) < y2(1 ~eM? or(c) w(c)  (O<e'<eM) .

AMors on a

(21) v (E) v1(B) £ (&% v1(e) wi(e)

et

(22) w(B) < &5 v(8) .

Démonstration. — Notons (D) = y +/v!(D) v1(D) pour D borélien. Si D, et D,
sont disjoints

§(0,) + §(0,) = ¥[A1 (D) vr(D) + WA 1(D,) v(D,)]
<y dtv'(Dl) + v () Tv(d)) +v(0,)] = 4(D, n D,) .

Posons F=C\NE.,
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v(€) g v(®)+v(E) g y(P)+(1~e")y(B) g (1~e*) (4(F)+¢(E))+et y(F)+(e'=eM)y(E)
D'ou
v(C) £ (1 = e)y(C) + e (@) + (e' - eMy(E) .
or v(C) = (1 -~ e')y(C) par hypothdse. D'ol :
et 4(F) + (et = eMy(B) >0, puis " y(B) < e'(4(B) + (7)) < e 4(c) ,
ce qui est la premitdre partie du résultat. On en tire

v(C)

R
-~ E“ \)(E) 'S_f 1

1 - ¢!

ce qui termine tout puisque ! < e" .
La réunion ® des B, » qui nient (15)s est telle que
h2(6).$ y2(1 - 5)2 A (B) An(®) d'aprés 1'inégalité de Schwartz.
D'aprés le lemme 4, on a donc
9(8 n ) = A(6) £ % v(x) .

La réunion des Bi » qui nient (16) (resp. (17)), a une mesure pour A! (resp.l")

inférieure & ( , donc une mesure pour A <(1/10)v(K) .

On voit aisément qu'il en est de méme pour la réunion des B, qui nient (18)

(resp. (19), (20)) Ainsi la réunion des B, qui ne vérifient pas 1l'une des condi-

tions (15) & (20) a une mesure pour A < = 1 + 110 + = 1 +-110- +—1%- =1, Il existe donc

un indice io

sultat aveec r = m, s Pour alléger les notations, posons n = 1y (qui est donc

tel que Bio vérifie les condltlons (15) a (20). Appliquons ce ré-

2m, )3 B= BlO 7 a= aio 7 ow= wmi(a )3 U= U(aio ’ nio) H U'=U'(310!ni0)5
V= V(aio ’ ) . On sait que w<c Uc °0e B,

Notons ¢ 1'application de Q x Q dans ,Ep : (x,3) > (F&x) + T(y))/2,
wox p(20) = v g (V) > v viox o) = v(0) .
! % pt(av) = vt e v"(qfl(v)) + o' % g"(2V) + a" % gt(2V) + B! * gM(2v) .

Comme il a déja été remarqué lors de la preuve du lemme 1, si deux points (x,t)

et &' , t') du surgraphe de f ont leur somme dans 2V 4 on a

=2m_+k+1 -2m2+k+1
X 9 X' €U' et tg fx) + 2 2 y b < f(x') +2 .

On a ainsi
wt o u™(2V) g vt e v H(T)) + v'(B)e" (B) + v(B) ! (B) + B} (B) s" (8) .
D'aprds (16) et (17),
b ox p(2r) < vt e v (V) +— v!(B) v"(B)[HB" |+ llg2 ll +— lles IIHB' |l]
D'autre part, nous avons
v (B) v1(B) g (1 +-Tl)2 A (B) A"(B) < 411 (B) AM(B)

dtaprés (19) et (20), et puisque 1 < ¢ . Ainsi, d'aprds (15) on a



v!(B) v'(B) € A2(B) x ——1—s x 4 s-lé A2(B) (rappelons que & <= ).

2 2 2 2

v(1 =€) Y
D'aprés (13), on en déduit que
16s 2 6s°
v1(B) v(B) < A (w) < w o w(av) .
AY

Ainsi, puisque 1lim “B"” = 1lim “B"“ 0, si m, a été choisi assez grand,

1'on aura @

- 1
p' ox p"(2V) g v e vi(o ) + (1 -'—75) p % p(av) .
Y
Comme 1l'on a pt % p"(QV) =% u(ZV) s ceci impligque que

ve v M) = u % ulan) <y1? vt e vi(e™HW)) .
Nous allons maintenant prouver que, si g et 1T sont assez petits, on a
ve w(@ 1) 2417 vt e Vi )
ce qui est la contradiction cherchée.
Commencgons par établir un lemme affirmant que A' et A" sont "presque" propor—

tionnelles sur B .

LEMME 5., - Soient (Ei)i>1 une suite de boréliens disjoints et contenus dans

B . Alors on g ¢

551 AT E)/A () = A(E)/AM(E))% < 2

Démonstration., -~ Soit Eo =B Ui>1

e

B

At (E;) /‘x(E) .
zi>0 —11—7—- J-1RED_- =2 =2 zigO J&'(Ei) x"(Ei)AJX'(B) an(B)

< 2 = 2 2, (1/y)N(E;) /a1 (3) A"(8)
s 41 =2 a@AAE) a'(8)] < AL 1-(1-e)] =

Ce Qo Fo D

Ltouvert ¢ L(V) est symétrique dans ! x‘§P~1 + On peut 1l'écrire comme une

réunion disjointe de produits w X wi (i e I) , ou Wy et wi

uh(a) (n eN, a€ Q) s et de sorte que le produit w; x ug et le produit wixwi

sont de la forme

apparaissent simultanément (Nous avons remarqué ceci lors des préliminaires), Soit
J 1'ensemble des i tels que 1'on ait

7\2(&{) > ‘\{2(1 —«/5)2 ?\'(w]!_) k"(w_}L)
(23) 2 2 2
A (wi) >y (1 - nEe) k'(u&) h"(u&)

Nous avons

vo v 1)) = T, 1 vlug) vlw)) 2 5 s Alu;) Aof)

(24)
2 2 v =Ve)2 A (a) a(wg) a(w!) A(wl)
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Pour minorer cette quantité, introduisons les éléments suivants de ZZ(J)
= (At (w;) A(el))sey Y= (Aar(et) ae))ier -

Si Wy w.; = o} x o (pour chaque i existe un tel j ), alors gréce & la sy-
métrie de la condition (23) on voit que i€ J si, et seulement si, j€ J . Ainsi ¢

Zieq Mlwg) a(w}) = Zieq M(al) A(w;)

« On a successivement :

ce qui signifie exactement que |[X|| = ||Y|

(25)  Syog JACup) A(ud) at(up) A(up) = (x5 ¥) = %% = 5 (% - 1)?

i

(x-Y)2

245t () 2n(e)) -wa An(a))”

o) (e ar(el)  [ar(ar
M) L g = Fy) A D-() ey /WE)”) Oy

Or pour tous réels a et b on a (a - b)2 < 2a + 2b « D'oll on a
' 2
(% - 12 g 2x0(B) T; A(a}) (WAt (w)/at(B) = Am(0,)/A"(B))

)\'(w') A(wt)
+ 20'(B) Z )\"(w )(\/ -}T,,—@-}—)Z

< a0 (B) T2 A(ad) Wt (/A0 (B) = JAn(wy)/An(B))

i i 1 o! Indi
puisque les familles (wi x wi)ieJ et (wi x wi)iEJ coindident.,

Soit L wun sous-ensemble fini de J . Il existe un m tel que les ensembles
(wi)ieL soient de la forme wn(a) avec n £ m , donc réunion d'un nombre fini
d'ensembles disjoints de la forme w (a) o D'autre part la fonction d'ensemble,
définie sur les boréliens, qui & A associe (J/(A?(4)/A'(B)) -ﬁ"(A)/A"(B)))2

est sous-additive sur les boréliens disjoints comme le prouve un calcul direct.

Ainsi, pour majorer

)\’(w ;)\"(w.)
)x"(u (\/ T,,-(ﬁ—)z ’

on peut supposer que deux ensembles @ sont, soit disjoints, soit identiques
(pulsqu il en est ainsi pour les ensembles de la forme wm(a) » m fixé). Lorsque

i reste tel que w; soit fixé, les w}_ correspondants sont disjoints, puisqu’il
en est de m8me des produits w, x w' o Ainsi

)\'(w }\"(w.) )\'(w )\"(w )
)\"(w )(\/ W];J);) < an(B) 2 <\/ —7,-(-}-3-)—) 2¢. A"(B)

dtaprés le lemme 5, et puisque 1l'on peut supposer que deux ensembles w; distincts

sont disjoints, Comme L est une partie finie quelconque de I , nous obtenons :
(26) (X - )2 < 4er'(B) A"(B) < 4e/v2(1 - €)? A°(B) < 16e A%(B)
(puisque e < 1/2 et y>1 ).

Nous allons maintenant minorer “X”2 . Soit E 1la réunion des w; tels que

)\Z(wi) < Y2(1 - ,\/E)2 )\'(wi) )\"(wi) . L'ensemble E est réunion disjointe de
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certains de ces Wy (ceux qui ne sont contenus dans aucun autre). D'ou
22(8) < v2(1 = 2% n1(E) A(B) .
D'aprés le lemme 4, on a
(27) At(B) A"(E) < en'(B) An(B)
i est dans J sauf si o, < E, ou si u& C E 4 c'est-a~dire que

U, wxw'Dcpl(V)\(EXBUBxE)

ied

A fortiori,
%)% = 5 op 2 (o) x"(w;) A @ An(g (V) = A1(E) A"(B) = A (B) x"(E)

1@ Mg H(V)) = A1(B) x"(B)[—-H-
M ) e [RELNE) 4, arapmes (a0),

D'ou il vient

(28)  [IX|? 2 Mer"(e (V)4 Ve A1(B) AM(B) > MeA"(¢ H(V))=16 Ve A(B) .

D'apreés le lemme 5,

d'ou

D'autre part, on a

AR (o (V) )=viout (e (V) )= (vi=a Jen (2 (V) )=r e (v =" (o1 (V)
(vt = A1) & (v =AM (o L(V))

>vteut(o 2 (V))=(v'=r1) (B) A"(B)-A*(B)(v"-A")(B)

= (v = An)(B)(v" = A")(B)

2
Svtav(e 1 (V))-A1(B) AN(B)[2 -Zl + L]
g
d'aprds (19) et (20). Et puisque N < , on a

A e AT (Y)) 2 v @ v t(V)) “%? A1(B) An(B)

> V' e vi(e (V) - —1-23 A2(B)

Ce résultat, conjugué a (26) et (28), donne enfin

K2 -1 (x =123t e vi(g 1(v)) = 22(8) (24 /& + 12ﬂ)

Mais A°(B) g s° A%(w) < 82 }(e (V) € 2 Moot (7)) < v2 82 vigu (oY)
(En effet,

re Mo (1) = 2 a(0;) A(o})
<% ¥2 ATa) w1 (ep) aney) An(af)
<vZare an(gi(v)

d'aprés 1'inégalité de Schwartz).
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On a ainsi
% =3 & =173 vt e v (M1 - V2 o2 e + D]
Compte tenu de (24) et (25), il vient
v & v(¢rl(V)) >ve® v"(w—l(v)) x y2(1 - JE)Z [1 - y2 32(24 J;.+'l§ﬂ)]’
Si ¢ et T ent été choisis de sorte que
v g (1= Je)2 [1 - y2 8224 Wk +-1—?l)]

(i1 faut choisir ¢ tr®s petit, puis K , ce qui détermine [ , et choisir ensuite
7/C trés petit. Notons bien‘que v s y!' et s , sont indépendants de tous ces

choix). On a alors
ve v ) 2y v e vi(gTHT))

ce qui constitue la contradiction annoncée. Nous avons donc établi que, pour tout

borélien B de Fk ’

v2(B) € v'(B) v™(B) .

LEME 6, = Pour tout borélien B de Q , on a

(28) v2(B) € v'(B) v(B) .

Démonstrations = B = Uk B n Fk . D'ou :

vo(B) = sup, vo(B n Fk) < sup, vi(B n Fk) v1(B n Ek) = v'(B) v*(B) .

Ce Qo Fo Do

Ce lemme est le point décisif.

3. Le résultat principal.

Rappelons que l'on appelle surface convexe de EP la frontiére (supposée non

vide) d'un corps convexe de ‘BP , et carte convexe la donnée d'un triplet (u'Q;f),

Y

ou Q est un ouvert de ‘Bp-l , f une fonction convexe de (Q dans R , et u
une isométrie de ’Ep o Le support d'une telle carte est l'ensemble u—l(f(Q)) .

Ceeci étant, on a le résultat suivant.

THEOREME 7. = Soient S une surface convexe de BP s M9 m' s m" trois pro-

babilités. Supposons vérifides les conditions suivantes :

1° I1 existe un ouvert T de S , portant T , possédant un recouvrement par des

supports de cartes convexes c; = (ui ’ Qi ’ fi) telles que, dans Qi ’ fi véri-

fie la condition (0)

(O) VOZEQio 3T s4 »L >0,

ol|x=a)| <1 => z”x—auz < fi(x) = fi(a) - Df (x=a) < L”x—a”2

*(a)

20 ' et w" sont portées par l'enveloppe convexe de S
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Alorsy, si m*x m =% " au voisinage de 2T , on peut affirmer que m=m'=n" ,

La métaode de [ 1] (chap. 4) s'applique & quelques modifications de détail preés,

pour prouver ce résultat moyennant le lemme 6. Nous ne la reproduisons pas

Remarquons que dans [ 1] chap. 4, la condition (0) est seulement supposée vérifide
presque partout. Le fait que nous l'imposions partout est dans la nature des choses:
la fonction définie dans R’ x R (x » y) —> x-1/2 y2 ext convexe, posséde presque
partout une hessienne non dégénérée, mais n'est pas strictement convexe. Le théord-
me 7 ne s'applique pas aux mesures portées par le graphe de f (Prendre des mesures

de Dirac).
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