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Séminaire CHOQUET 1301
(Initiation & 1'Analyse)
13e année, 1973/74, n° 13, 9 p. 7 février 1974

DENTABILITE ET POINTS EXTREMAUX
DANS LES ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

*
par Elias SAAB ()

La notion de deptabilité a été introduite par RIEFFEL dans [10] pour démontrer un
théoréme de type RADON-NIKODYM pour les mesures & valeurs vectorielles.

Cette notion n'a été utilisée jusqu'éd présent que dans les espaces de Banach.
Le but de cet exposé est d'étendre cette notion aux espaces localement convexes
séparés.,

Cette extension nous a permis d'obtenir des propriétés de type KREIN-MIIMAN dans
les espaces de Fréchet dentables. En effet, nous démontrons que, dans tout espace

de Fréchet dentable, tout convexe borné fermé est l'enveloppe convexe fermée de ses

points extrémaux forts ; nous démontrons aussi que tout produit dénombrable de

duaux de Banach séparables est dentable.
|

Comme corollaire & ce travail nous obtenons une extension du théoréme 3 de N. T.
PECK [8] en remplagant, dans ce théordme, les points extrémaux par les points ex-
trémaux forts § nous ne savons pas encore si nous pouvons remplacer les points

extrémaux forts par les points fortement exposés.

l. Notations, Définitions et Préliminaires.

Soit E un espace localement convexe séparé (e. l. c¢. S.), nous désignons par

E' son dual topologique, et par E' son dual algébrique.

Si x appartient & E , nous désignons par Y¥(x) 1'ensemble des voisinages de

X o

Soit A une partie non vide de E ; une tranche fermée (respectivement ouverte)

de A est un sous-ensemble non vide de A de la forme suivante
T={xed; f(x)>o} (respectivement T = {xe A ; £(x) >q})
avec f € E' et ¢ un nombre réel,

Une telle tranche sera notée T = T(f , o , A) o Toutes les tranches considérées,

sauf mention contraire, seront supposées fermées et épaisses dans le sens suivant :

il existe z dans A tel que f(z) >0 et f#0.

Si A et B sont deux sous-ensembles de E ,
A+B={x+y; X€A et yeB} et A~xB={xecA; x¢B}.
Si E est métrisable, 4 sa distance, x dans E et ¢ >0

Blx ,e)={yeB; dlx,y) < ¢}

3*
(") Attachdé de Recherche au CNRS libanais.
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désignera la boule fermée de centre x et de rayon ¢ .
DEFINITION 1.1, - Soit E un e. l. C. s. s un ensemble non vide A de E est

dit dentable si, pour tout V dans ¥(0) , il existe une tranche T = T(f , o , A)
petite d'ordre V (i, es T=~TCV ),

Cette définition nous a été suggérée par Gustave CHOQUET.

DﬁFINITION 1e2e — Un es 1, Co 8o E sera dit dentable si tout borné de E est
dentable.

PROPOSITION 1.3 — Soit A wune partie non vide d'un e. l, co S« E 3 alors les

deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est dentable,

(ii) Pour tout V dans ¥(0) , il existe x dans A tel que x n'appartient

pas & l'enveloppe convexe fermée de A ~ (x + V) ,

Démonstration. — C'est une conséquence facile du théoréme de séparation.

Dans la suite, nous noterons par conv(B) 1l'enveloppe convexe fermée de B ,

DEFINITION 1.4. - Soient E un e. l. c. S., et A une partie non vide de E ;
un point x de A est dit denté si, pour tout V dans Y(0) , il existe une
tranche T(f , o , A) petite d'ordre V , et contenant x ou, d'une manidre équi-

valente, pour tout U dans Y(x) » X n'appartient pas a conv(A ~ U) .

Dans le cas ou A est convexe, CHOQUET appelle les points dentés des points ex—
trémaux forts [2] (Vol. 2, p. 97)

DEFINITION 1.5. - Soient E un e. 1. c. s, et A une partie non vide de E ; un

point x de A est dit fortement exposé s'il existe f dans E' tel que, pour

tout voisinage V dans V¥(0) , il existe o tel que (£ s O A) contient x

et soit petite d'ordre V .

DEFINITION 1.6. — Soient E un elcs complet et A un borné non vide de E ,

(a) A est dit s-dentable si pour tout V dans ¥(0) , 11 existe x dans A
tel que x n'appartient pas &3 s(a -~ (x +7V)) .

(b) Un point x dans A est dit s-denté si, pour tout V dans ¥(0) , =x

n'appartient pas & s(a ~ (x +V)) ,ou, pour un borné B de E ,

s(B)

oo}

[o2]
{Zi=1 Ay Xy 0 A 20, Zi=1 M=, (xi) c B} .

I

2e Quelgues catégories d'esgaces localement convexes dentables et notisns de s—~
dentabilité,

PROPOSITION 2.1. - Soit A un sous-ensemble d'un e. l. ce 8, E 3 si conv(A)
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est dentable, alors A 1l'est aussi,

Dénmonstration. -~ Soit V dans ?(O) , alors il existe une tranche

T=m7(f, « , conv(4))

petite d'ordre V. T n A est une tranche de A , sinon A< {x € E; £(x) <o},
donc conv(A) € {x € B ; f(x) < o} et, par suite, il n'existe aucun z dans
conv(A) tel que f(z) > o contrairement & la définition adoptée pour les tranches,
donc il existe zle A tel que f(zl) >o et T nA# ¢ s et clest une tranche de
A petite dlordre V .

I1 faut remarquer que tout convexe compact d'un e. l. c. s. admet des points
dentés ([2], Vol. 2, p. 107) ; de cette remarque et de la proposition 2.1, on déduit

que tout ensemble relativement compact d'un e. l. c. s. guasi-complet est dentable.

RIEFFEL a démontré, dans [ 10], que 2Y(X) ( X dénombrable ou non) est dentable.,
NAMIOKA a démontré, dans [7], que tout dual d'un Banach séparable est dentable,

I1 est clair que tout e, l. cs s. qui est semi~Montel (is e. tout borné est rela~

tivement compact) est dentable.

THEOREME 2,2, - Tout €. l. Co Se gséparable semi-réflexif est dentable.

Démonstration. -~ Il suffit de démontrer que tout convexe borné fermé est dentable,

soit K un tel ensemble ; K est faiblement compact,

Soit (pa)QEI la famille de semi-norme définissant la topologie de E , et V
dans Y(O) s i1 existe alors @y peeer Qg E >0 tel que
{x € E; SUPy i pa.(x) <e}lcev.,

1

Soit p = p est une semi-norme continue sur E ; d'aprds [6], il

existe un convexe fermé C contenu dans K et distinct de K et tel que

p-diam(X  C€) < ¢ ( p-diam(B) = SUP, ep p(x =y) ).

yE
Soit a€K ™~ C, on sépare a et C par une forme linéaire continue f de
sorte que a soit dans T = Mf,ao,K) et Cc {x € B3 f(x) < a} , il est

facile de voir que T -T <V ,

I1 est bien connu ([9] conclusion) qu'un ensemble faiblement compact aans uwn es—

pace de Banach est dentable.

THEOREME 2.3, - Soit E un espace de Fréchet ; tout ensemble faiblement compact
C dans E est dentable,

Démonstration. -~ Nous pouvons supposer que C est convexe ([4], corollaire 1,

pe 283), D'aprds [4] (corollaire 1, p. 211), il existe un convexe borné fermé équi~

libré A de E tel que C soit borné dans l'espace normé EA ( EA est ll'espace

engendré par A muni de la norme jauge de A ) et que ce dernier induise sur C

la m&me topnlogie et la méme structure uniforme que E ,

A est complet, donc EA est un espace de Banach, C est faiblement compact
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dans E ([4], corollaire 2, p. 212), par suite il est dentable dans E, . Il est

A
facile de vérifier que C est dentable dans E ,

A

COROLLAIRE 2,4, — Tout espace de Fréchet réflexif (en particulier, tout produit

dénombrable d'espace de Banach réflexif) est dentable.

Démonstration, -~ Clest une déduction immédiate du théordme 2.3,

THEOREME 2.5. — Tout produit dénombrable de duaux de Banach séparables est den-

table.

Démonstration. - Soient E = rﬁ_l Eﬁ » ¢ C un convexe borné fermé de E ,

Soient &, 1la topologie sur E produit des topologies des normes de Eﬁ s €t

1
62 le produit des topologies o(Eﬁ ’ En) . Soit C1 la Gz-adhérence de C, C1
est ©_-compact.

2
Nous désignons par Z 1l'ensemble des points de continuité de 1'application iden-
tique 1C1 : (c1 , 62) - (c1 . 81) « Le théoréme 2.3 de [7], appliqué & (E,Gl,§2
montre qu'il existe un point u dans Z n 8(01) (S(Cl) désigne l'ensemble des

points extrémaux de C1 ), par suite, il existe un ultra-filtre (xa)aeI dans C
qui converge vers u pour 62 , donc pour Gl y puiseue u est un point de 2 ,

comme C est Gl-fermé, alors ue€cC .

Nous disons que u est un point denté de C . En cffet : Soit V dans V(u)

pour Sl s alors il existe un Gé—ouvert W tel que u appartient a W’nCICVnC1 .
Puisque u est extrémal dans C1 qui est Gé—compact, il existe alors d'aprds [2]

(Vol. II, p. 107) une tranche Eb-ouverte (i, e. déterminde par une forme linéaire
ICVnC s de
ceci on déduit que C ~V c 01 ~ T, comme C .~ T est un convexe & ~compact, u

1 2
n'appartient pas & l'enveloppe convexe Gz-fermée de C -~V et, a fortiori, u

Gé—gontiggg) tel que u appartient & T , et T soit contenue dans WNC

n'appartient pas a l'enveloppe convexe Gl—fermée de C~V3; donc u estun point
denté de C ,

Cette démonstration ressemble & [7] (théordme 3,5).

PROBLEME 1I.

(a) Caractériser les espaces localement convexes séparés dentables.

(b) Est-ce au'un produit d'espace dentable est dentable ?

MAYNARD a introduit dans [5] la notion de s-dentabilité. Cette notion s'&tend

aux e. 1. co 8. complets comme nous l'avons fait dans la définition 1.6.

PROPOSITION 2.6. — Si A est un convexe borné fermé d'un e, l. C. 8. complet E,

alors l'ensemble des points extrémaux de A (éventuellement vide) est identique &

l'ensemble des points s-dentds de A .
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Démonstration. = Soit x un point extrémal dans A mais non s-denté ; alers il

existe V dans ¥(x) tel que x aprartient & s(A ~ V) , donc

x =2 M E e A 20 §;=1 g =1 et {t

V .
51 c AN

l 1 2’.0.
Nous pouvons supposer que, pour tout i , 0 < xi <1, posons A = Z;=2 Ai ’
alors

X = xl X, + K(Eé = 7r-xl

. - Al . _ _
si y = Z:=2 X0 Y est dans A , et par suite x = hl x, + Ay avec K1+A-1

et 0<A<1, donc x est non extrémal,
Inversement, soit x un point s-denté de A , mais non extrémal, alors

X = (xl + x2)/2 avec X, 4 X, dans A et X, # x, 4 denc x #x, et x # X, 3

1
il existe par conséquent un V dans v(0) tel que X, =X ¢V et X, = X &V,

done x, et x, appartiemment & A (x +V) , et x appartient 3 s(a . (z+)),
alers x est non s-denté,.

DAVIS et PHELPS cnt démontré, dans [ 3], que tout borné d'un espace de Banach R

est s-=dentable si, et seulement si, E est dentable,

PROBIEME II, - Si tout borné d'un espace de Fréchet est s=—dcntable,est-ce que E
est s-dentable ?

3¢ Relations entre la dentabilité et 1la Erogriété de Krein~Milman,

Nous démontrons maintenant un théordéme étendant un résultat de LINDENSTRAUSS (cf.
[9]) aux espaces de Fréchet.

LINDENSTRAUSS a utilisé le théordme de BISHOP~PHELPS [1] pour démontrer son théo-

réme, nous utiliserons un résultat de N. T. PECK [ 8] pour démontrer le nbtre.
Si E est un e. 1, cs 8., A une partie non vide de E , posons

By = {f e E¥ tel que f restreinte & A soit continue} .

Si A est borné, une tranche de A s'écrit sous la forme suivante ¢

™(f, o, 4 ={xer; £(x)>Mf, s -q}

4 f estdans E', o>0 et M(f,A)=supAf.

THEOREME 3.1. - Dans tout espace de Fréchet dentable, tout convexe borné fermé

C est 1l'enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux.

Démenstration. - Soit E un espace de Fréchet dentable § il suffit de démontrer

que toute tranche £ , o , C) contient un point extrémal,

Soit y, un point de E tel que f(yo) > M(f , C) ; en prenant dans [8] (théo~
réme 2) X = {yo} et 0< ¢ <-% s il existe g dans EB et Xy dans C , ou
D =conv(X uC) tel que

g(x,) = sup, & < g(y,) et sup; o, [£(a) - e(d)] <¢.
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! 1
vide de C et F < ™Mf , a, C) . F, est dentable, il existe donc une tranche

T(f1 ' @y Fl) de F1 petite d'ordre B(o , 1/2) , donc de diamdtre inférieur ou

Soit Fl =f{xeC; g(x) = sup, g} 3 l'ensemble F, est une face fermée non

égal & 1/2 , de la méme fagon on construit une face fermée non vide

F, © T(f

et, par récurrence, on construit une suite décroissante de faces fermées

1,Q1,F1)

(F QFZQoooQFnQQnQ)

1
non vides dont chacune est une face de C et diam(Fn),s 1/n , puisque E est
complet, 1l'intersection de ces faces se réduit & un seul point qui est extrémal

dans C et appartient a ™Mf , @, C) .

PROBLEME III, — Le théoréme 3.1 reste-t-il vrai si 1l'on suppose seulement que E

est un e le Ce 8¢ ?

La réciproque de ce théordme n'est pas encore connue méme dans les espaces de
Banach. Cette réciproque sera démontrée (tenant compte de la proposition 2.6) si on

répond positivement au probléme suivant.

PROBLEME IV., - Si tout convexe borné fermé d'un espace de Banach admet un point

s-denté, est—ce que tout convexe borné est s-dentable ?

PHEIPS a démontré, dans [9], que si un espace de Banach est dentable tout convexe
borné fermé de C , est 1'enveloppe convexe fermée de ses points dentés, Dans le
méme papier, PHELPS a pu renforcer son résultat précédent en démontrant que, dans
tout espace de Banach dentable, tout convexe borné fermé est 1'enveloppe convexe

fermée de ses points fortement exposés.

IEMME 3.2, = Soient E un e. l. ¢. s. tonnelé dentable, C un convexe borné
fermé de E, geB', g#0 ,et V dans ¥ (0) . Supposons que C » g H0) # ¢
et D=0Cn g_l(O) # @ , alors il existe une tranche de C petite d'ordre V gqui

ne rencontre pas D .

Démonstration, = Soient 2z un point dans C ~ g’l(o) y T = l/g(z) s et x un

point de D .
Considérons l'application de E dans E @
y=e(y) =y -2re(y)(z -x) .

L est une application linéaire continue, c'est une symétrie par rapport & l'hy-
perplan g_l(O) paralldlement & la droite passant par 0 et 2z - x . On vérifie
que @ = ¢;1 , donc @y est un isomorphisme tepologique de E . Notons que

X
mx(z) =2x -2z , et que o, est 1'identité sur g—l(O) .

Considérons H = {¢x s xe D}, alors Hcecge(E, E) (e(E, E) désigne 1'ensem-

ble des applications lindaires continues de E dans E ).




13=07

Soit y € E ; et considérons H(y) = {¢x(y) ;s x € D} , 1l'ensemble H(y) peut

stécrire de la fagon suivante

H(y) =y - 2rgly) z + 2rg(y).D ,

donc H(y) est borné dans E et, par suite, H est simplement borné dans £(E,E)

puisque E est tonnelé, alors H est équicontinue d'aprés [11] (p. 83, théordme

4.2), donc pour tout voisinage U dans ¥(0)

W= ﬂueH u-l(U) = nxeD wX(U) = nxeD w;l(U)

est un voisinage d¢ O dans E d'aprdés [11] (p. 83, théordme 4.1).

Comme 2z ¢ D, il existe un voisinage U, de O dans E tel que (z+U1)nD=¢ .

1
Posons

U, =N op @x(Ul) » Uy3="ep o (V) et U, =U,nU,NnT

2 XE X€ 1 2 3" Vs

U4 est un voisinage de 0 dans E . Scit

X={c}u{glc); xen},
et posons C1 = conv(L&ex K) « Nous disons que L&EK K est borné dans E ; en
effet, si U est dans ¥(0) , U'=Un (N, ¢;1(U)) est dans ¥(0). U! absor—

be C , il existe donc A tel que C < AU!' ¢ AU et, pour tout x dans D,
-1
o (C) = o (o (U)) =2v .

C1 est donc un convexe borné fermé de E , il existe donc une tranche

T=7(f, o« , C1>

petite d'ordre U4 .

Remarquons que M(f , 01) = M(f , U, K) ; il existe donc K € X tel que

M(t , K,) > M(r , cl) -«
si g=MTf, KO) - [M(f , cl) -al, B>0, et
T(f, 8, K) c™f,a,0).

Si A=Dn1T(f » O Cl) #@ , soit x € A ; comme x s'éerit x =-%[z + wx(z)],

alors 1l'un au moins des deux points 2z et wx(z) appartient & T puisque

T—TCU4CU10U2.

Considérons les deux cas suivants :

(a) Si =z appartient 3 T, x - z appartient & U, , et x appartient &

1
(z + Ul) n D qui est vide 3

(b) Si ¢x(z) appartient & T, x = ¢X(z) appartient a ¢X(U1) , et x appar-
tient a (wx(z) + mx(Ul)) N D qui est vide. Donc

T(f,a,cl)ﬂD=¢,
et a fortiori

Nf,s,%)nD:ﬁ.
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Si K

C , le lemme est démontré.

i Ky =o(C) , la tranche ¢;1(T(f » B » ¢ (C)) est une tranche de C petite
d'ordre

o (0,) < @ (o (V) =V .
Si y appartient & D, y n'appartient pas & T(f, B, ¢ (C)) , done y=v_'(y)
n'appartient pas & @ (T(f , B , ¢ (C))) .

La démonstration suit de trds prés la démonstration de PHELPS dans [9], mais la
seule difficulté ici consiste & remplacer l'utilisatien de la norme par le fait que

H est équicontinue dans £(E , E) .

THEOREME 3.3. - Soit E un espace de Fréchet dentable ; alors tout convexe borné

fermé C de E est 1l'enveloppe convexe fermée de ses points dentés.

Démonstration. - Il suffit de démontrer que toute tranche T(g , B, C) contient

un point denté ; supposons que O appartient & H = {x 3 g(u) = M(g , c) - B} »
donc H =g 10) .

Soit C1 = T(g y B c) ; d'aprés le lemme 3,2, il existe une tranche de C qui

1
ne rencontre pas C1 n grl(O) et de diamdtre plus petit que 1/2 » donc c'est une

tranche de C contenue dans C1 o

On continue par récurrence pour trouver une suite décroissante de tranches fer—
mées de diamétre tendant vers € ; comme E est complet, leur interseci’on se

réduit & un seul point qui est denté dans C , et appartient & ™g , B, 0C) .

COROLLAIRE 3.4. - Dans tout produit dénombrable de duaux de Banach séparables et

dans tout produit dénombrable d'espace de Banach réflexif (en particulier dans

(zp)ﬂ y 1<p<+o ), tout convexe borné fermé est 1l'enveloppe convexe fermée de
ses points dentés,

PROBIEME V. - Peut—on remplacer dans le théordme 3.3 les points dentés par les

points fortement exposés ?

PROBLEME VI (posé par H, FAKHOURY). - Si un e. l. c. S.y E est dentable, est-ce
que son complété l'est aussi ?
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