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THÉORÈMES DE NIKI0160IN

par Bernard MAUREY

Séminaire CROQUET
(initiation à 1 ’ analyse )
13e année, 1973/74, n° 10, 5 p. 17 janvier 1974

Cet exposé reprend pour l’essentiel des résultats de E. M. NIKIIN ([1] et [2]) .

Soit (n , 5 y p,) un espace de probabilité. On désignera par L (Q , 5 , ~)
l’espace vectoriel des (classes de) fonctions mesurables réelles. Cet espace est
muni de la topologie de la convergence en probabilité, dont un système fondamental

de voisinages de zéro est défini par les ensembles :

On notera la jauge de V 
1 

de la façon suivante :
o~ 1

Par ailleurs, on utilisera les espaces " Lp-faibles" : on notera Ap(03A9 , L , p)
l’espace vectoriel des fonctions mesurables f telles que A (f y u.)  oo , où l’on
a posé :

(Cet espace est noté classiquement ~,~ , ~
On a trivialement, pour tout a E )0 , 1( :

Les théorèmes de Nikiin concernent les opérateurs linéaires d’un espace de
Banach à valeurs dans un espace E ~ ~) . Nous dirons qu’un opérateur li-
néaire u d’un espace de Banach E dans 5 ~ ~) est "presque borné de E

dans A (Q ~ S , ~) " si l’on a

_ 

E 
_

La même définition garde un sens si u est simplement un opérateur positivement
homogène, c’est-à-dire que :

THEOREME 1. - Soient E un espace vectoriel norme, (~ ~S ,p,) un espace de

probabilité, u un opérateur positivement homogène de E dans 5 y~) , et
q~=)o ,+co( . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) L’opérateur u est presque borné de E dans Aq(03A9 , L , n.) .



J03B1(sup1in |u(xi)| , )  R03B1(03A3i=1 ~xi~q) .

Démonstration. - L’implication (a) ~ (b) est facile, et laissée au lecteur. In-

versement, soit cy e )0 , le , et soit R tel que l’hypothèse de (b) soit réali-
OE

sée.

Nous dirons qu’une partie A G E est un N-ensemble si > 0 , et si,

Supposons tout d’abord que B soit un ensemble tel aue et qu’il n’existe

(*) ~x ~ E , q(u(x) XBc r 

(où Bc désigne le complémentaire de B ).

A = iw / B ; lu(x) (w) 1 > ci , c > o .

Si l’on avait (A) > A serait un N-ensemble disjoint de B , ce que
nous avons exclu, et par conséquent (*) est vérifiée.

Nous pouvons voir maintenant l’ idée de la démonstration: si l’on peut trouver un
N-ensemble "maximal" n dans un certain sens, il suffira de prendre pour Q son com-

plémentaire, et de montrer que (03A9)03B1) est assez grande. 
OE

OE

Considérons l’ensemble &#x26; des familles de N-ensembles deux à deux disjoints,
ordonné par l’inclusion de s famill e s de part i es . e s t vide, on c onc lut faci-
lement en utilisant (*) , appliqué à B = jl$ , sinon on voit que E est inductif.
Soit (B. ) un élément maximal de &#x26; . La famille (B ) est dénombrable puisquei 1
p(B. ) > 0 pour chaque 1 et puisque les B sont deux à deux disjoints. on peut1 1 °

donc considérer l’ ensemble B = U B. e G , Pour chaque indice 1 il existe

x~t , ~) : 
ce qui implique (B)  a . Si nous posons Q = B° . nous aurons (03A9 - 03A9 )  03B1 -

~ x E E , >> s R03B1 ~x~ ,
a

ce qui montre que u est presque borné de E dans  (Q , G , yà) .a



opérateur linéaire continu (et plus généralement quasi linéaire) de E dans un es-

pace L (Q ~ S , ~) vérifie la condition (b) du théorème 1 .

On désignera par (~ 1 (t) , ... , E n (t~ , ...) une suite de variables aléatoires

sur un espace de probabilité (X , P) , indépendantes, et prenant les valeurs + 1

et - 1 avec la probabilité 1/2 (variables de Bernoulli). La suite (E. 1 (t~~ est

une suite symétrique de variables aléatoires, ce qui se traduit ainsi : pour toute

suite ... , de nombres égaux à ± 1 , la loi de la variable aléatoire

à valeurs dans Rn , définie par t ~ (03B11 ~1(t) , ... , a e (t)) , est égale à la
loi de t ~ (s 1 (t) f ... , ~n(t)) . [Rappelons que la loi d’une variable aléatoire
f sur (X , P) est simplement la mesure image 

Soit q E )0 , 2) . On dira qu’un espace normé E est de type q-Bernoulli si

l’application linéaire qui associe à une suite (x.) d’éléments de E (dont un
nombre fini de termes seulement sont non nuls) la série 03A3xi E.(t) est continue

de ~(E) dans L (X , P , E) , c’est-à-dire : 
1 1

V a E )0,1(, 3 C~ , ~l e E : dP(t~ ~  
Tout espace normé est évidemment de type 1-Bernoulli. Il est également immédiat

que les sous-espaces et les quotients d’un espace normé de type q-Bernoulli sont
encore de type q-Bernoulli, et que la propriété de type se conserve par isomor-

phisme linéaire.

On démontre facilement, en utilisant les inégalités classiques de Khincin.

PROPOSITION. - Soit p E (1 , ~ ~ , Tout espace LP est de type q-Bernoulli,
pour tout q tel que 0  q : min(p , 2) .

Nous dirons qu’un opérateur u d’un espace normé E dans un espace 

est quasi linéaire si :

Voici une façon d’obtenir des opérateurs quasi linéaires : soient G un espace

normé, et v un opérateur linéaire de E dans L~(o ~ S ~ ~ ~ G) . On définit un
opérateur quasi linéaire u en posant

THEOREME 2. - Soient q6 (1 , 2) , et E un espace norme de type q-Bernoulli.
Tout opérateur quasi linéaire borne u de E dans un espace L(o , est

presque bomé de E dans A (03A9 , S ,

Démonstration. - Puisque u est quasi linéaire, il existe une constante K

telle que



Soient (x , ... , ’ x )= E , et (e.(t) , ’ ... , e (t)) une suite de variables

de Bemoulli sur (X , P) . On a, pour chaque i fixé et pour tout t e X , en

posant = 1.~ x e.(t) :
)u(x~)( 1 = 1 e~(t) +A(t))[ 1 + e~(t) -A(t)))) .

On en déduit :

1 ~K/2 J~~()u(x~ + A(t)) 1 + ~(t) - A(t))) , dP(t))
~ K/2 

La suite (e.(~)) étant une suite symétrique, les deux termes entre crochets
sont égaux, donc :

)u(x~)) 
d’où

Pljn ~j~ 1 ~~~1/3~~=1 ~ ~j~~~ ’ ~~ ’
Pour conclure , nous utiliserons une inégalité qui exprime l’égalité algébrique et

topologique des espaces

L~(X , P , L~(n , ~)) et L~(Q , ~ , L~(X , ?)) :
Soient ~ , p , y , §e )o , l( , tels que -y et f une fonction me-

surable sur (X xQ , P0~) . On a

J~(J (f(t , (i)) , dP(t)) , d~(j,)) ~ J (J~(f(t , U)) , d~(~) , tP(t))

(cf. [3], proposition (XXIV, 2, 4).)

Soit o/e )0 , l( donné. Choisissons y , §6 )o , l( tels que y+ §~o/3 .
On aura, d’ après ce qui précède , pour une suite (x , ... , x ) d’éléments de E: i

(sup )u(x )[ , ~) e.(t))(u)) , dP(t)) , dp.(m))

~K J (j~(u(Zx~ 6j(t))((u) , ~((M)) , 
:KC, e.(t)!t , dP(t)) (puisque u est borné)

6 *y ’’ j J "

C *y (I)(x.j)~)~~ j ~~~ est de type 

et il suffit maintenant d’appliquer le théorème 1 pour obtenir le théorème 2~

Indiquons une conséquence intéressante du théorème 2.

COROLLAIRE 1. - Soient G un groupe compact, m sa probabilité de Haar, et

qe (l , 2) . Tout opérateur quasi linéaire borné invariant par translation de
L~(G , m) dans L (G , m) est de type faible (q y q) , c’est-à-dire borné de

m) dans A (c ~ m) .

Esquissons la démonstration : diaprés le théorème 2 et la proposition, il existe

une partie &#x26; ~ G , telle que telle que la restriction de u

à G soit bornée de L~ dans A ~ soit :

E 
’ 

C
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L’opérateur u étant supposé invariant par translation, on a aussi, pour tout

g e G ,

En intégrant cette inégalité par rapport à g , on obtient :

ce qui démontre le corollaire.
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