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Séminaire CHOQUET 6=01
(Initiation & 1'analyse)
13e annde, 1973/74, n° 6, 12 o 22 novembre 1973

- - L *
REPRESENTATIONS DES ESPACES VECTORIELS RETICULES ( )

par Mathieu MEYER

Introduction.

Si E est un espace vectoriel réticulé archimédien, on appelle espace de repré-
sentation algébrique de E , un espace localement compact Q s tel qu'il existe un
isomorphisme ¢ d'espaces ordonnés entre 1l'espace vectoriel CK(Q) des fonctions
continues & support compact sur Q , et un idéal d'ordre dense pour 1l'ordre de E 3
Q0 sera dit topologique si ¢(CK(Q)) est dense dans E , muni d'une topologie lo-

calenent solide, localement convexe et séparée.

On se propose, ici, d'étudier l'existence et 1l'unicité de représentations de E

comme fonctions numériques continues sur () , finies sur un ensemble dense de () .

Le paragraphe 1 est consacré au cas algébrique ; dans lc §2, on étudie le dual
E' de E dans le cas topologique, et les paragraphes 3 et 4 contiennent diverses

applications, lorsque E est intercomplet ou complet.

1. Espaces de représentation algébrigue.

Notations 1. - Dans ce paragraphe, E désignera un espace vectoriel réticuld sur
R, et E' son clne positif : on se reportera & [11], [15], et [18] pour certaines

définitions et propriétés classiques concernant ces espaces,

Soit Q un espace localement compact 3 on note CK(Q) 1'espace vectoriel réti-
culé des fonctions continues 3 support compact sur Q , ¢(Q) 1'espace vectoriel

réticulé des fonctions continues sur Q.

c”(Q) désigne 1'ensemble des fonctions continues de Q) dans R finies sur un
ensemble dense de Q .
Défimition 2.

Une suite (fn)neN d'éléments de E est dite e-uniformément-convergente vers

f , si pour un élément e de E' ’

Ve>0, InjeN, ¥uxn,, If - fnl <ee .

Une suite (fn)neN_ d'éléments de E est dite e-uniformément de Cauchy, si

Ve>0, An €N, ¥n,n2n , |f - fnl < ee .

E est dit uniformément complet, si, pour tout élément e de RET » toute suite

B e e e

w
(") Pour plus de détails sur les démonstrations résumées ou omises ici nous

prions le lecteur de bien vouloir se reporter & notre thdse de 3e cycle le].
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e-uniformément de Cauchy est e-uniformément convergente,

On remarque que ces propriétés sont purement algébriques et ne font intervenir
que la structure d'ordre sur E . Des exemples d'espaces uniformément complets sont
les espaces o-compldtement-réticulés, et les espaces CK(Q) et ¢(Q) pour Q

localement compact,

Définition 3. - Un espace localement compact Q est dit espace de représentation

algébrique de E s'il existe un isomorphisme d'espaces ordonnés entre CK(Q) et
un idéal d'ordre dense pour l'ordre de E , Si, de plus, ( est une somme topolo-

gique de compacts, ( sera dit espace de représentation algébrique fort de E .,

Par la suite on identifiera, pour simplifier les notations, CK(Q) a4 1'idéal

d'ordre de E auquel il est isomorphe.

THEOREME 4. - Pour un espace vectoriel réticulé archimédien E , les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) E possdde un espace de représentation algébrique Q ,

(ii) I1 existe dans E un idéal d'ordre, dense pour l'ordre, et uniformément

complet,

Démonstration. - Il est clair que (i) implique (ii). L'implication inverse ré-

sulte de l'existence dans E , d'aprés [11] (p. 163, théordme 28), d'un systéme ore
122 +

(ua)aeA dtéléments de E  , telle

que le A u, = 0O, Vaoe A, entraine x =0 . On identifie, & 1'aide de [11]

thogonal maximal, c'est-a-dire d'une famille

(p. 308, théoreme 49~4), 1'idéal d'ordre I , engendré par les (uo,)o!EA , aux fonc-

tions continues & support compact sur un espace localement compact.
Notations 5.

(a) Dt'aprés PAPERT ([14], p. 115, théordme 3), pour qu'un egpace vectoriel réti-

A

culé et normé E soit isomorphe pour l'ordre et pour la norme 3 CK(Q) sy O loca-

lement compact, il faut et il suffit qu'il ait les propriétés suivantes @
(1) (x5 520 = Ux vy} =swlz], |7y ,

(i1) I1 existe une famille filtrante croissante d'éléments de E' , (e )

o’ €A
tels que -
ea>0,”ea”=1,Vo{EA,
(¢ < 8) == (easeB) ,
(o < B, a<y) =“(ea A (eB - eY) =0) ,
(1ii) (x| =1) => (@B o e s, |x| ‘<eoz) ,

(iv) si (xn)neN est une suite de Cauchy telle que, pour tout n ’ lxn!.s Y »

alors xn converge,

(b) Si E est un espace vectoriel réticulé ayant un espace de représentation al-
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gébrique Q , alors C (Q) est un idéal d'ordre dense pour l'ordre de B , véri-

+
fiant (i), (ii), (iii) et (iv). On notera, pour tout x de E ,

X =X N\ ne ,VnGN, VQGAO
je¥Ye’s o

rd \ +
D'aprés [11]) (p. 114, théoreme 22-3), VxeE ,

X = sup x/\nea=sup

nEN,o€A neN,o€l Xn,oz °

THEOREME 6. — Soit E un espace vectoriel réticulé archimédien possédant un es-

pace de représentation algébrique Q : il existe un isomorphisme i d'espaces or-

donnés de E dans Cm(Q) tel que

CK(Q) c ik < ¢(qQ) .

\ . +
Démonstration. — On définit, d'aprés les notations 5, pour tout x € E ,

(x )

neN,o€A" n,o

X = sup

comme fonction numérique sur Q . On démontre que x est une fonction continue,
et, E &tant archimédien, finie sur un ouvert dense. Cette représentation s'étend

3 tout E , et on vérifie qu'elle est linéaire, bijective et bipositive.

Remarques 7.
(a) Le théordme 6 est analogue 3 ceux de JOHNSON-KIST ([10] et [11]) et de YOSIDA
Nous avons fait 1'hypothdse supplémentaire que E posséde un espace de représen-

tation algébrique pour nous assurer que
c(q,) < iE = c™q,) .

(b) Nous avons donné, au théordme 4, la construction canonique d'un espace de re-
présentation algébrique fort. C'est & partir de cette construction que VULIKH (18],
pour les espaces compldtement réticulds, et HACKENBROCK [8], pour les espaces o=
complétement-réticulés, démontrent ce théordme. Nous nous sommes inspirés de leur
méthode, pour des espaces réticulés archimédiens généraux, méthode qui évite de

faire appel & la théorie des idéaux maximaux ou premiers comme & celle des valua-
tions ([17], §1).

THEOREME 8, - Soient O et Q' deux espaces de représentation algébrique d'un

espace vectoriel réticulé archimédien E ; il existe un homéomorphisme entre ume

partie ouverte dense de (Q et une partie ouverte dense de Q' .

Démonstration.

(a) Soit I (resp. I') 1'idéal dense pour l'ordre de E , isomorphe & CK(Q)
(resp. CK(Q')) s InI' est aussi un idéal d'ordre de E dense pour 1l'ordre dans
E , et nous allons montrer qu'il existe un espace localement compact Q" tel que

I"=In I' soit isomorphe pour ltordre a CK(Q") .

(1) Si Q et Q' sont des espaces de représentation algébrique forts, I et

I' sont les idéaux d'ordre engendrés par des systémes orthogonaux maximaux soit
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et (V.) , et sont uniformément complets. L'idéal I" est engendré par

(ua)ﬁA J jEG z . . z .

(uw AV ) caxg ? done, d'apres la démonstration, (ii) = (i) du théordme 4, ily
o Y sy .

a un isomorphisme d'espaces ordonnés entre I" et CK(Q") , ou Q" est un espace

localement compact somme directe topologique de compacts.

(ii) 8i Q et Q' sont quelconques, considérons les familles (ea)aEA et
(fB)BeB , possédant les propriétés des notations 5 (a), et I" 1'idéal engendré
par les (ea A fB)a,BEAxB . On montre alors que, I" , normé par ”x”=sup(”x“A,HxHB)
ou ”X“A est la norme de x dans I , et HXHB celle de x demns I' , possdde

les propriétés des notations 5 (a) avec la famille,

1l —
{(e, A fs)a,BeAxB“eoz A fB,l =1} .
(b) Q" est isomorphe & un ouvert dense de Q et de Q' . En effet, I" , iso-

morphe a CK(Q") , se prolonge dans un idéal d'ordre dense pour l'ordre de I,

isomorphe a CK(Q) , par homomorphisme injectif et bipositif. Soit
T={ten; 3axelI", x(t)>0}.

T est un espace localement compact, ouvert et dense dans Q . De plus, il y a un
isomorphisme d'espaces ordonnés entre CK(T) et CK(Q") . Dtapres [13] (p. 109,
théordme 4), T et Q" sont homéomorphes. De méme, une partie ouverte dense T!

de Q' est homéomorphe 2 Q" . T et T' sont donc homéomorphes.

Remargue s 9.

(a) I1 n'y a pas de résultats plus forts, méme si () et Q' sont compacts,

comme on le voit dans [15], §1.

(b) Le (a) (ii) du théoréme 11 contient le (a) (i), mais la démonstration permet

de donner des applications simples,

D'aprés VULIKH ([18]), V, 4-2), un espace vectoriel compldtement réticulé est iso-
morphe algébriquement et, pour l'ordre, & un idéal dense de Cm(Q) s OU Q est un

compact stonien,

On peut montrer trds simplement & partir du théoréme 11, l'unicité de ce compact

que VULIKH montre & l'aide des propriétés des bandes :

Si Q et Q' sont deux tels compacts, d'aprés [13] (lemme 12), il existe deux
espaces de représentation algébrique (1 et (' denses dans Q et Q' ; d'apres
le théoréme 11, deux parties ouvertes denses de Ql et Qi de Q et Q' sont

homéomorphes. Q et Q' étant stoniens, on a alors :

pa, = g} = o =g = =1Q" ([4], 6.1, p. 96).

On peut montrer des résultats analogues pour les espaces o-réticulés a unité

faible (Un é1ément de o , s0it e tel que (|x| Ae=0)==(x=0)).

I1 peut &tre intéressant d'étudier dans quelle mesure l'image de E dans C (Q)
est un idéal d'ordre de C () ; il est clair que cette propriété dépend du ohoix

de 1l'espace de représentation de E .
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Exemples 10.
(a) Si E est compldtement réticulé, alors, pour tout systéme orthogonal maximal
de B , on obtient, si (Q est 1l'espace localement compact somme de compacts cor-

respondants, un idéal de ¢®(q) par la représentation du théoréme 8.

(b) Si E est o-compldtement-réticulé et si E posséde un systdme orthogonal
maximal tel que, pour tout x de E , le cardinal de {o € A ; |x| A ua # 0}
soit dénombrable, tout élément positif de E s'écrit comme supremum dénombrable de

2

fonctions a support compact,

Ceci se produit en particulier si E posséde une unité faible ou un systéme or-

thogonal maximal composé d'une famille dénombrable d'éléments deux & deux disjoints.

Nous n'avons pas trouvé cependant d'exemples d'espaces o-—complétement-réticulés
qui ne se représentent sur aucun espace de représentation algébrique Q , comme un
idéal de C%(q) .

2. Espaces de représentation topologique.

Notations 11. - Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel réticulé. On

b K3 rd . ’ . e . 3
supposera que E , lfespace vectoriel réticulé des formes linéaires relativement
bornées sur E , sépare les points de E .

On a Eb = EE - EE y OU EE est le cbne convexe des formes linéaires positives

sur E . Un tel espace est archimédien d'aprds [9] (p. 79, 3.1).
On munit B d'une topologie localement convexe, localement solide ¢ , c'est-a-
dire d'une topologie de "locally convex lattice" selon la terminologie en usage

dans [9], [15] et [16], auxzquels nous nous reporterons.

le dual de E pour la topologie T est un idéal de Eb sy €t une bande si T
est tonnelde, d'aprés [16] (7.4, p. 237). Nous serons amenés & considérer la topo-
logie de lt'ordre Ty sur E , c'est-ad-dire la topologie localement convexe et so-
lide la plus fine pour laquelle tout intervalle d'ordre est borné : c'est aussi,

dtaprés [16] (6.4, p. 233), la topologie de Mackey sur E associbe 2 o .

Définition 12. ~ Un espace localement compact Q est dit T-espace de représen—

tation topologique de E s8'il existe un isomorphisme d'espaces ordonnés entre
CK(Q) et un idéal T-dense de E . Si, de plus, (Q est somme topologique de com-

pacts, () sera dit T-espace de représentation topologique fort,

LEMME 13. - Soit Q un espace de représentation algébrique de E , avec les no-

tations 5, les assertions suivantes sont équivalentes ¢

(1) Q est un T-espace de représentation topologique ;

.. +
€ = 7 = 1i
(ii) v xeB , x=1 1lmneN,a€A o ?

(ii1) vfe (B , 07, £(x) = swp (xn’ ) .

neN,o€A £ o
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Démonstration. — Il est facile de voir qu'un idéal T-dense, F de E , est un

jdéal dense pour l'ordre de E , donc qu'un T-espace de représentation topologique

est aussi algébrique. Il est clair que (ii) ==> (1) et que (ii) = (iii).
(a) (iii) = (ii) : En effet, d'aprdés [16] (7.4, p. 237), E! =E! -E! .

. ' + _ .
S8i, vV fe (E* , 1)" , f(x) = SupneN,aeA f(xn’a) ’ (Xn,a)nEN,xeA est un filtre
de Cauchy croissant qui converge vers X pour la topologie faible o(E , E!) .
Dtapres [16] (4.3, p. 233), (xn a) converge aussi vers son suprémum X pour la
?

topologie T &

(b) (i) = (ii) : Soit x € Bt ;5 x est limite d'un filtre de Cauchy (Xi)iGI
d'é1éments de 1'idéal F dense dans E 3 on peut supposer, T ©étant localement
solide, que (xi)iGI est une famille filtrante croissante de E+ n F , majorée par

X o Orsi 0<x, <x et x, € F, 3neN , et o€ A tels que Osxisxn Q§x « On

i
en déduit que (x converge aussi vers son suprémum x pour la topolo-

n,a)neN,xeA
gie T .

Remarques 14.
(a) Si Q est un r-espace de représentation topologique (resp. fort), Q est
q

un espace de représentation algébrique (resp. fort).

(b) Pour toute topologie T' , localement convexe localement solide compatible
avec T , un T-espace de représentation topologique est aussi un T'-espace

d'aprés le lemme 13.

THEOREME 15. — Si E posséde un T-espace de représentation topologique Q , il

y a un isomorphisme d'espaces ordonnés entre R' = (E ’ T)' et un idéal ﬁ' de

M(Q) , 1'espace vectoriel réticulé des mesures de Radon sur Q , et Bt est dense

dans M(Q) pour la topologie faible o[ M(Q) , CK(Q)] .

Démonstration. - D'aprés le théoréme 6 et la remarque 14 (a), E se représente

comme fonctions continues de ( dans R finies sur un ensemble dense. Avec les

notations 5 et le lemme 13 @

+‘
yxeE ! ¥ ueE! , u(x) = SUP e u(xn’a) ,

ce qui peut s'écrire, dans Cm(Q) s par l'isomorphisme :

¥ fe (iE)+ , p,(f) = supneN,aEA u(fn,a) = Sup0<g§f,gECK(Q) p(g) .

On en déduit que  est un élément de ME(Q) , 1'idéal de M(Q) constitué des

mesures intégrant toutes les fonctions de iE , Soit

- LI =gt =
E1 = {u € E+ ;s VxeE , p(x) = supneN,aeA u(xn’a)} ’

+ +
£ ns E! = B! ~ E'
et posons E1 E1 E1
I1 est clair qu'il y a un isomorphisme d'espaces ordonnés entre Ei et ME(Q) ’

et que Ei est un idéal de E' , D'aprdés [16] (7.4, p. 237), E!' est un idéal de
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Eb ;s BE' est donc aussi un idéal de Ei , isomorphe a ME(Q) , idéal de M(Q) 3 on
en conclut qu'il y a un isomorphisme d'espaces ordonnés entre E! et un idéal de

M(Q) , contenu dans ME(Q) .

De plus, par dualité, il est facile de voir que cet idéal est faiblement dense

dans M(Q) o

Le théoréme 15 a permis de représenter non seulement le dual E' de E comme un

idéal de mesures de Radon, mais aussi Ei . Si E'= Eb et, en particulier, si

T=Ty 0 la topologic de l'ordre sur E , on peut écrire le résultat suivant.

COROLLAIRE 16. — Si E posséde un To-espace de représentation topologique,

alors Eb est bipositivement isomorphe & 1'idéal de M(Q) constitué des mesures

intégrant toutes les fonctions de iE © C7(Q)

Remarque 17. - L'existence de T-espaces de représentation topologique nécessite
celle d'espaces de représentation algébrique, mais il est clair qu'un espace de re-

présentation n'est pas en général topologique.

3. Intercomglétion.

(A) Définitions et applications.

Dans les théordmes 4 et 6, nous avons représenté E comme espace vectoriel de
fonctions continues finies sur un ensemble dense, sur un espace localement compact
Q . Nous nous intéresserons ici aux propriétés de cet espace vectoriel, en intro-
duisant la notion topologique d'intercomplétion, due & G. CHOQUET. Nous supposerons
toujours ici que E est un espace vectoriel réticulé muni d'une topologie T lo-

calement convexe et solide.

Définition 18. - On dit qu'un espace E est T-intercomplet si tout filtre de

Cauchy pour la topologie faible c(E , E') , ayant une base formée d'intervalles

dtordre, converge faiblement vers un point e de E o
On peut encore écrire cette définition comme suit :

Si A (resp. B) est une famille filtrante croissante (resp. décroissante) de

points de E , telle que :
sup[L(a) , ae a]=1inf[L(v) , b €B], ¥V LeE!,

il existe un élément e de E tel que a<e<b, Va€chA, VDbeEB.

~ ~

Remarque 19.
b

(a) Cette définition est une généralisation de [7] (Déf. 7), oh E} =E, .

(b) Pour toute topologie localement convexe solide, T' , compatible avec T , un

espace fT=intercomplet est T'-~intercomplet : 1l'intercomplétion ne dépend que de
E!' ,
+
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PROPOSITION 20, = Un espace T-intercomplet est uniformément complet.

Démonstration. - Il suffit de voir que pour tout wu de E s 1'idéal E , en-
gendré par u , est complet pour la norme jauge de u . D'aprds [5] (7.4.5), Eu
est un isomorphisme d'espaces ordonnés avec un sous-espace vectoriel réticuléd, uni-
formément dense de C(Ku) s Ou Ku est compact. D'aprés [5] (7.4.5.2), toute fonc-
tion de C(Ku) est limite uniforme de suites croissante et décroissante d'élé-

ments de Eu e« On a donc

aSeSbn, eEC(Ku), an,bnEEu,

n
et
¥n2n , |b-al<lo —el+le-p|cF+Pscen

ce qui permet de conclure par 1l'intercomplétion que e est un élément de Eu .

PROPOSITION 21. - Si E est r-intercomplet, et a un T-espace de représenta~

tion topologique, alors, par le théordme 6, iE est un idéal de Cm(Q) .

Démonstration., - On reprend les notations 5 et celles du lemme 13, Soit O<ggf ,

fe (iB)Y et g€ c.(Q) . Avec les notations du théordme 6, soit 8,y = EADE
’
et f =fAne «.Ona f = ix y f=ix , et x =71~ limx « Puisque
n o Ny Ny Ny

' &
. . -t .
2} = ° e 1
gn,a € CK(Q) s 11 existe v, o dans E tel que gn,a lyn,a On montre que les

?
familles (xn’a - yﬁ,a) et (x - yn’d) s € A, ne N sont respectivement fil-

~

trantes croissantes et décroissantes avec n et o , et que
u L - = inf L(x - s
sup ( Vo) =08, o ME =y, )3
on conclut par l'intercomplétion.

Définition 22. - Dans un espace vectoriel réticulé E , on appelle unité faible
un élément e de E' tel que lx] A e =0 entraine x =0 (Une unité faible est

un systéme orthogonal maximal réduit 4 un point.). Si, de plus, (E, 7) est loca-

lement convexe, localecment solide, on appelle point T-quasi-intérieur une unité

faible qui engendre un idéal T-dense.

I1 est clair qu'il y a bijection entre la classe des points T~quasi-intérieurs

et celle des T-espaces de représentation compacts.

THEOREME 23, - Si B est t—intercomplet, et a un point T-quasi-intérieur,

tous les T=espaces de représentation topologique compacts sont homéomorphes.,

Démonstration. - On reprend celle de Schaeffer dans [17] avec la Tt-intercomplé-

tion.

Remarque 24. - On peut relier les résultats obtenus sur les espaces localement
convexes, localement solides, avec point T-quasi-intérieur & 1la représentation des
cBnes biréticulés ayant une base ([5], ch. 3). En effet, dtaprés [7] (théoréme 3),

pour qu'un c8ne convexe faiblement complet X soit biréticulé, il faut et il
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suffit qu'il soit un prédual réticulé, c'est-a-dire qu'il existe une bijection li~

néaire bicontinue de X sur le cdne E; des formes linéaires positives sur un es-
pace vectoriel réticulé E , E; étant muni de la topologie faible. De plus ([7],
théoréme 9), pour que E soit isomorphe & Lc (E;) en tant qu'espace vectoriel
ordonné, il faut et il suffit que E soit To-intercomplet (ot T est la topo-

logie de 1ltordre).

On déduit donc la représentation (donnée au théoréme 3.27 de [5]) du théordme 8,
pour la représentation de LC(X) » du théoréme 18, pour celle de X comme idéal de

mesures de Radon, et du théoréme 27, pour l'unicité du compact de représentation.

(B) Critdres d'intercomplétion et contre—exemples.

THEQREME 25, = 81 E est Tt-complet pour une topologie T localement convexe et

solide, E est 7~intercomplet.

Démonstration. - On utilise la deuxidme forme de la définition 18 ([9], 1.7.3,
pe 29) et [16] (Cor. 2, p. 149).

Exemples 26,

(a) Un espace -intercomplet et non T.-complet. - Soit X un espace locale-

T
0 0
ment compact dénombrable & 1l'infini, et t e X =X , ou pX est le compactifié

de Stone-lech de X . On pose ( =X - {t} . Alors, d'aprés [1] (1.1, exercice 2),
CK(Q) n'est pas complet pour la topologie limite inductive des (EK) sy K parcou-

rant les compacts de Q , et B, étant l'espace de Banach des fonctions continues

K
sur () & support dans Ck s normé par la norme uniforme,

Cette topologie s'identifie en fait, d'aprés [1] (1.1, ex. 2), & la topologie de
la convergence uniforme sur Q . Or, d'aprés [15] (exemple 3, p. 236), c'est aussi
la topologie de 1tordre sur CK(Q) « I1 est clair que CK(Q) est intercomplet. On
a donc mis en évidence un espace TO-intercomplet, non complet pour la topologie de

l'ordre.

(v) Un espace unifcrmément complet non T-intercomplet. -~ Cet exemple, dfi & G.

CHOQUET, nous a été communiqué par A. GOULLET de RUGY. Soit E 1l'espace vectoriel

des fonctions f , définies sur (0, 1) , hors d'un ensemble dénombrable Df ma—
1=n
jorées en valeur absolue par une somme finie Zﬁ 1(1/(ix - ail))qi » 00 0<,<1 ,

et a; e (0 9 1) , et a; € Df » et continues en tout point du complémentaire de

Df o E est réticulé pour l'ordre ordinaire et uniformément complet. De plus, on
démontre que toute forme lindaire positive sur E s'identifie 3 une mesure de
Radon positive unique sur (o ’ 1] s qui ne charge pas K , l'ensemble de Cantor.
Soit alors o une fonction définie sur (0 R 1] s nulle sur K , avec -1 << 1,
continue en tout point de X , mais n'ayant de limite en aucun point de X , alors,

pour tout p € E; .

pla) = 1im u(fi) = lim u(gj) R



6=~10

ou les fi et g. sont les filtres croissants et décroissants des fonctions con-
tinues et bornées sur (0 ’ 1) , minorant et majorant « . Alors, si E était in-

tercomplet, E contiendrait o .

Nous n'avons pas trouvé d'espaces o-complétement réticulés, non intercomplets.

PROPOSITION 27 ([7], Prop. 10). - Un espace vectoriel réticulé F est igomorphe

a LC(E;) 1l'espace vectoriel des fonctions continues sur E; si, et seulement sic:

(a) F est intercomplet,

(b) I1 existe une injection i de E dans F , conservant l'ordre, telle que

i(E) est cofinal dans F ,

i(E) est dense dans F pour la topologie o(F, Fb)

THEOREME 28. - Soit E wun espace vectoriel réticulé, muni de la topologie de

1'ordre To 9 supposée séparée ; les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) B est intercomplet,

(ii) Par le plongement canonique de E dans B » le complété de E pour la to-

pologie d'ordre, E est un idéal de & ,

(iii) Tous les intervalles d'ordre de E sont To—complets.

Démonstration. — C'est une conséquence de [9] (1.4.1, p. 24), et de [3] (1.4, p.
137).

4. Applications diverses.

THEOREME 29, - Si E est T-complet, et posséde un T-espace de représentation

topologique, E est en isomorphisme bicontinu d'espaces ordonnés avec la complé-

tion de CK(Q) s pour une topologie définie par une famille de semi normes (Pi)ieI

telles que

P (£) = S e w(ig])

ou les Ki sont des convexes compacts héréditaires de ﬂﬁ(Q) » engendrant un idéal
dense de ﬂﬁ(Q) o

Démonstration., - C'est une conséquence de [16] (cor. 4, p. 127), de [9] (1.7.3,
Pe 29), et du théordme 15.

COROLLAIRE 30, - Si E est complet pour la topologie de l'ordre, et a un espace

de représentation Q pour cette topologie, il y a un isomorphisme bicontinu

d'espaces ordonnés entre E et la complétion de CK(Q) pour la topologie de

Mackey, définie par la dualité entre iR et ME(Q) , 1'idéal de M(Q) , espace

vectoriel des mesures de Radon intégrant toutes les fonctions de iE .
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Démonstration. - C'est une conséquence du théortme précédent et du corollaire 16.

Remarque 31. - D'apres [9] (p. 134), tout espace de Fréchet réticulé et notmal

pour une topologie T est tel que T = T la topologie de l'ordre,

Le corollaire 37 s'applique donc & ces espaces et, en particulier, aux "Banach
lattices" dont les représentations fortes (Définition 15) sont étudides dans [17]

(Théoréme 2).

Exemple 32, - Soit A un M-espace de Kakutani possédant un espace de représenta-
tion topologique Q . Alors, il y a isomorphisme bicontinu d'espaces de Banach or—

donnés entre A et
(D@(Q):{fecm(g), i e>0, ahec;{'(g), |£] < ew + h} ,

ol ¢ est une fonction semi continue inférieurement strictement positive sur Q ,

et ol ®¢(Q) est normé par

_ l£(x) |
HfH = SUPreq olx

On montre aussi qu'alors le structurel de A est homéomorphe & une partie dense
de Q . Puisque, d'aprés [6] (théordme 3.41 et Prop. 3.42), il existe des M-espaces

& structurel non régulier, on met ainsi en évidence des espaces de Banach réticulés,

localement solides, sans espace de représentation topologique,

Définition 33. - Dans un espace vectoriel réticulé E , localement convexe, et

solide pour une topologie T , on appelle T-systéme orthogonal topologique, un

systéme orthogonal maximal engendrant un idéal r-dense.

I1 est clair, d'aprds le théoréme 4, que llexistence d'un tel systime est équiva=-

lente & celle d'un T-espace de représentation topologique fort (Définition 12).

Définition 34. - On dit qu'un espace vectoriel réticulé, E posséde la propriété
o si, pour toute suite (un)neN , d'éléments de Bt y 11 existe un élément u de

+ . +
E' , et une suite (Kn)neN de R tels que

0w <A u, VYnevnN.
ny n

PROPOSITION 35. - Dans un espace T-intercomplet, possédant la propriété o , les

propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) I1 existe un T-espace de représentation topologique fort,

(ii) T1 existe un T-espace de représentation topologique paracompact.

COROLLAIRE 36. - Soit E un espace t-intercomplet, possédant la propriété & H

81 E _a un espace de représentation topologique dénombrable & 1'infini, E a un

point T-quasi-intérieur et un espace de représentation topologique compact.

Remarque 37, - Ces résultats généralisent celui de [17] (Prop. 6). Il est facile
de voir qu'un espace de Fréchet réticulé normal possdde la propriété o (et est
intercomplet d'apr®s le théoréme 25).



6-12

Cependant, si E ne posséde pas la propriété o , la proposition 35 n'est pas

toujours vraie, méme si E est complet pour la topologie de l'ordre :

C.(R) n'a pas d'espace de représentation topologique fort pour la topologie de

1tordre.
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