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OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES

par Claude PIQUET

(d'aprés J. G. DHOMBRES)

1. Quelques exemples d'opérateurs linéaires continus. Relations fonctionnelles.

1.1. Interpolation de Lagrange. — Prenons comme espace topologique X = [0, 1],

et donnons-nous une partie finie Y = {x1 » Xy 9 ey xn} de X , A toute fonc-
tion continue f de C(X) on sait associer un polynSme Pf , de degré n - 1,

qui coincide avec f aux points x (k=1, 2, eee pn) ¢
X =X
Pf(X) = &1 (npyék 'i;—-—%-) f(xk) °
P
L'opérateur P ainsi défini est visiblement linéaire, idempotent et satisfait a
la relation fonctionnelle suivante

(1.1) vfr, VegecX) P(fpPg) = P(fg) .

Cette seule relation fonctionnelle caractérise une classe d'opérateurs linéaires

sur C(X) que l'on appelle classe des opérateurs d'interpolation sur C(X) . Nous

verrons en quoi cette dénomination est justifiée, et dans quelle mesure ces opéra-

teurs rappellent 1l'interpolation de Lagrange.

1.2. Transformation de Hilbert sur le tore. -~ Soilent f une fonction de szhﬂ ’

et %n le caractdre Xn(x) = exp(Zinnx) . f est développable en une série de
Fourier qui converge en moyenne quadratique : f = Ei: Co Xy * Soit P 1'opérateur
linéaire défini par MM)=& si nzo,PQQ=o si n<0 .P commute
donc avec les translations, et est continu. On vérifie que, pour tout k €z,
Py, PE + £Px,) = P(fy,) + (P£)(Px,) , ce qui implique

(1.2) vE£, vgel?o, 1), P(fPg +gPf) = P(fe) + (Pf)(Pg) .

Un tel opérateur est nommé opérateur de Baxter. Un calcul simple montre que tout

opérateur de Baxter sur le tore, linéaire, continu, qui commute avec les transla-

tions, est une transformation de Hilbert, c'est-a-dire, est de la forme
Plx,) =%, st ne€A, P(x)=0 si ngnp,

o A est 1'un des sous~demi-groupes suivants do 2 :. + N , + N¥* .,

1.3, Opérateurs de moyenne. — Considérons l'espace topologique compact

Xx=[0,1]x[0,1].

1
Soit f € C(X) . Posons Pf(x , y) = £) f(x , t) du(t) , oo p est une mesure de

Radon donnée. On vérifie que Pf est constante sur les classes d'équivalence de la
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relation ¢ (x , y)ﬁa(x' ’ y') si, et seulement si, y =y' . Il en résulte que :

(1.3) v£, VegecX), P(frg) = (pf)(Pg) .

Un tel opérateur est appelé opérateur de moyenne : La moyenne Pf de f joue,

vis-a-vis de 1'opération P , le r8le d'une constante.

De trés nombreuses classes d'opérateurs, que l'on rencontre dans des domaines ex-
trémement variés (analyse combinatoire, probabilités, mécanique, analyse fonction=-
nelle) sont caractérisés par une relation fonctionnelle du type précédent, qui pré-
cise le comportement de P vis-a-vis de la structure algébrique du domaine de dé-
finition. C'est ce qui justifie l'introduction de la définition donnée su paragra-

phe suivent,

1.4. Opérateurs nmultiplicativement liés.

DEFINITION. - Soit O une algdbre commutative unifire sur C . On dira qu'un

opérateur lindaire P de @ dens O est multiplicativement 1ié s'il existe cing

constantes complexes A, B, C, D, E telles que

Go8) V£,V ged, P(fPg+gPf) = APf.Pg+B(fPg+gPf)+Cfg+DP(fg)+EP(PfPg) .

Cette définition recouvre tous les cas raisonnables ; on montre, en effet ([3],
chapitre 1), que si P(fPf) s'exprime i 1'aide d'une fonction "entidre" de f ,
Pf , P(fz) et P(Pf)2 , alors P est multiplicativement 1ié.

On cherche alors & classer les opérateurs multiplicativement 1iés, et & les ré-
duire & un petit nombre de types fondamentaux. Ce travail se trouve dans [ 3] (cha-

pitre 2), et nous extrayons de la longue liste ainsi obtenue deux types fondamen-
taux.:

Les opérateurs d'interpolation :

P(fpg) = P(fg) .

Les opérateurs semi-multiplicatifs symétriques (en abrégé S. M. S.) @

p(frg) = (pf)(Pg) .

On se place désormais dans le cas ou @ = C(X) avee X compact, Dans ces condi-
tions, un opérateur sera appelé markovien s'il conserve les constantes et est de

norme unité., Un opérateur S. M. S, markovien est appelé opérateur de moyenne.

2. Opérateurs d'interpolation sur C(X) .

~

2.1, DEFINITION., - Soit X un espace compact ;3 un opérateur linéaire continu de

C(X) est un opérateur d'interpolation si @

v £, ¥vgec(X), ©p(frg) =P(fg) .

Deux objets fondamentaux accompagnent un opérateur d'interpolation ¢
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L'interpolateur de P : C'est l'ensemble Y des x de X tels que Pf(x)=f{x)
pour tout f de C(X) o

L'espace d'interpolation de P , qui n'est rien d'autre que le sous—espace image

E de P .

P étant continu et idempotent, Y et E sont fermés, Le noyau d'un opérateur

dtinterpolation joue un r8le essentiel.

2.2. PROPOSITION.

19 Ker P est un idéal fermé de C(X) .

20 Soit M = {fe c(x) 3 f£(x) =0} un idéal maximal de C(X) .

Alors M.x contient Ker P si, et seulement si, x €Y ,

30 Ker P = ﬂxeY M.

En effet, si Pg =0 , P(fg) =0 , ce qui démontre le 1°, Si Mi >Ker P,
¥ feKerP, f(x) =0 . P étant idempotent, V¥ f € C(X) , £ ~Pf €Ker P ,
donc ¥ fec(x), Pf(x) =f(x), donc x € Y, Inversement, si x € Y ,
VfeKrpP, f(x)=pPf(x) =0, donc f € Mx « Enfin, Ker P étant un idéal fer-

mé de C(X) coincide avec l'intersection des idéaux maximaux qui le contiennent.

2¢3. COROLLAIRE. - Si deux opérateurs d'interpolation ont méme interpolateur et

- méme espace d'interpolation, alors ils coincident.

En effet, ils ont alors m8me noyau et méme espace image, donc ils cofincident, car

ils sont idempotents.,
Le théordme suivant justifie le nom donné aux opérateurs d!interpolation,

244 THEOREME. - Soient P un opérateur linéaire continu sur C(X) yet Y un

fermé de X . Alors P est un opérateur d'interpolation d'interpolateur Y si, et

seulement si,

1 ¥ fe ¢(X) , Pf ne dépend que de la restrictionde f & Y.

2 yfrfeclx), vxey, Pf(x)=f(x).

D'aprés la proposition 2.2, si P est d'interpolation, f|Y = 0 implique Pf=0,
ce qui démontre le 1°, Le 2° résulte de la définition de Y . Inversement, si les
1° et 2° sont vrais, Y xe Y, f(g=-Pg)(y) =0, donc P{f(g - P(g))} =0 , done
P(ng) = P(fg) s donc P est d'interpolation. Soit YO son interpolateur : Il est
clair que Y < YO e Si Y # YO , 11X € Yb -Y; Y étant fermé, 1 f € c(Y)
telle que f(x) =1 et f|Y =0 ; mais alors 0 = PF(x) = £f(x) = 1 , d'ou une con—

tradiction.

Par dualité, on obtient une autre caractérisation intéressante des opérateurs

d'interpolation.
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2.5. COROLLAIRE. - Soient P¥ 1le transposé d'un opérateur linéaire continu de

C(X) , et Y un fermé de X . P est un opérateur d'interpolation d'interpolateur

Y si, et seulement si, pour tout x de X , le support de P*(sx) est inclus

dans Y , et si P*(sx) =5, gquand x €Y,

On se pose maintenant le probléme suivant : Soit Y un fermé de l'espace compact
X . Y est-il l'interpolateur d'un opérateur d'interpolation (resp. d'un opérateur
d'interpolation markovien) ? La réponse n'est pas évidente en général. Nous ren—
voyons & [ 3] (chapitre IV) afin d'avoir des conditions suffisantes sur Y pour

8tre un interpolateur (resp. un interpolateur markovien).

Le théoréme suivant, dfi & ARENS [1], permet de répondre partiellement & la aques-

tion posée.

2.6. THEOREME. - Soient Y une partie fermée d'un compact X , et f une fonc-

tion continue de Y dans un sous-ensemble convexe compact K d4'un sous-espace mé-

trique d'un e, v. t. 1. c. Il existe une extension continue T de f & tout X,

telle que m(f) cx .

Considérons le cas ou Y est une partie fermée métrisable d'un compact X . La
fonction x p== 6x de Y dans S;(Y) , ensemble convexe vaguement compact des me-
sures de probabilité sur Y , est vaguement continue, SI(Y) est métrisable pour
la topologie vague ; il existe donc, par le théordme précédent, un prolongement va=
guement continu de la fonction considérée a tout X . Soit Xih—é'P*(6x) ce pro-

longement. Alors, l'opérateur P de C(X) dans C(X) , défini par
P(x) = (£, P*(s.)) ,

est linéaire, continu car P*(ax) € S:(Y) » et le support de P*(ax) est contenu
dans Y o Enfin, coome Pf =0 si le =0, P est un cpérateur d'interpolation,
d'interpolateur Y (corollaire 2.5) ; comme, de surcroit, 1P|l <1 et P(1) =1,

on a le corollaire suivant,.

247+ COROLLAIRE, - Tout sous-ensemble métrisable fermé d'un espace compact est un

interpolateur markovien,

De plus, tout produit infini et toute limite projective d'interpolateurs marko-
viens est un interpolateur markovien ([3], chap. IV). Toutefois, on sait construire
un sous-ensemble fermé Y d'un espace compact X tel qu'il n'existe aucun opéra-

teur d'interpolation continu (méme non markovien) d'interpolateur Y (voir [2]).

La caractérisation des interpolateurs (méme markoviens) est donc un probléme
ouvert dans le cas non métrisable.

3. Opérateurs S, M. S. sur C(X) ,

3.1. DEFINITION. ~ Soit X un espace compact. Un opérateur linéaire continu P
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de C(X) est S. M.S.si Vf, VgeC(X), P(fPg) = (Pf)(Pg) .

Cette fois-ci, c'est l'espace image, et non le noyau de 1l'opérateur, qui est in-

téressant : En effet, ce sous-espace image est une sous-algdbre (fermée si P est

markovien, car alors P est un idempotent) de C(X) . On associe & un opérateur

Se M. S. une relation d'équivalence
(x Ry) = (v £ec(x), pe(x)=re(y)) .
On note [x] la classe de x , et § la surjection canonique quotient.

On dit qu'une relation d'équivalence R est quasi moyennante (resp. moyennante)

si elle est associde & un opérateur S. M. S. (resp. un opérateur de moyenne).

On a alors la caractérisation duale des opérateurs S. M. S,

3.2, THEOREME. - Un opérateur linéaire continu P de C(X) est S. M. S. si, et

seulement si, pour tout x de X , le support de P*(ax) est contenu dans la

classe [x] ( P* est le transposé de P ).

En effet, si P est S. M. S., V£, ¥ g e c(x) ,
(fPg , P*(5,)) = ((p£)(Pg) , 6.) = Palx)(f , P*(s.)) ,
car Pg est constante sur chaque classe. Donc
(Pg) P*(ax) = Pg(x) P*(sx) pour tout g de C(X) "
Si y e supp P*(sx) y Pe(y) = Pg(x) , donc y €[x].
Inversement, si pour tout x de X , supp(P*(sx)) c[x],ona
p(fPg)(x) = (fPg , P*(5,)) = Pe(x)(f , P*(s.))
car Pg est constante sur [x] . Donc P(fPg) = (Pf)(Pg) , et P est S. M. S.

3¢3. PROPOSITION. - Soit P un opérateur de moyemne sur C(X) . Soit Y = X/R s

alors Im P est isométriquement isomorphe a ¢(Y) .

P étant markovien est idempotent : Im P est donc une sous-algdbre fermée de
C(X) , dont les é1éments sont des fonctions constantes sur les classes suivant R ,
En utilisant la compacité de X , on montre aisément que C(Y) est isométriquement
isomorphe & la sous-algébre (fermée) de toutes les fonctions de C(X) constantes
sur les classes suivant R , Comme Im P contient les constantes, on conclut a

1'aide du théortme de Stone-Weierstrass.

On peut alors se poser la question suivante : Quelles sont les relations d'équi~
valence moyennantes sur X ? Autrement dit, étant donnée une partition de X en

fermés, est-elle associde & un opérateur de moyenne ?

Ce probldme difficile se traite mieux en introduisant une notion plus générale
qui englobe 1'étude des opérateurs d'interpolation et 1'étude des opérateurs de

moyenne, & savoir, la notion d'exave linéaire, introduite par PEYCZYNSKI [5].
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4, Exaves linédaires.

Nous allons voir que cette notion contient les opérateurs étudiés aux §2 et 3, ce
qui explique son nom : ex comme "extension" et ave:comme "averaging". Donnons aupa-

ravant la définition @

Soient X 1la catégorie des espaces compacts (les morphismes étant les applica-
tions continues), et ® 1la catégorie des espaces de Banach, avec, pour morphismes,
les contractions linéaires., F désigne le foncteur contravariant suivant : Si

§: X =Y est un morphisme de X , F3]: C(Y) = C(X) est défini par

Hal(f) =f o3,

4e1. DﬁFINITION. - Soit & une fonction continue de X dans Y ( X et ¥

sont compacts). Un opérateur linéaire continu R de C(X) dans C(Y) est un

exave lindaire selon § si, pour tout h de C(Y) , on a:

R(ho§)0§=ho§.

En d'autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

o(r) —Hal 5 cx)
" 5] J T H )
C(X) ——E 5 c(Y)

On vérifie assez facilement la proposition suivante qui relie la notion d'exave

lindaire aux opérateurs d'interpolation et de moyenne,

4.2, PROPOSITION.

1° Soit R un exave lindaire selon & ; alors &(X) est un interpolateur dans

Y (un interpolateur markovien si iRl <1 ). Inversement, si &(X) est un inter-

polateur dans Y et si § est injectif, il existe un exave lindaire selon & .

20 8i ¢ est surjectif, il existe un exave linéaire selon § si, et seulement

8i, la relation d'équivalence sur X associée & § est moyennante.

(Dans le premier cas, l'opérateur cherché est P = RF 3] , dans le second cas,

P=m3s]R.)

Les opérateurs d'interpolation correspondent, en quelque sorte, aux exaves selon
§ quand % est injectif, et les opérateurs de moyenne aux exaves selon & quand

$ est surjectif.

Comme pour les opérateurs d'interpolation et les opérateurs de moyenne, on a une

caractérisation des exaves par transposition.

4.3. THEOREME, - Soient R un opérateur linéaire continu markovien de C(X)

dans C(Y) » 04 X et Y sont compacts, et % une fonction continue de X dans

Y. R est un exave lindaire selon & si, et seulement si,
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+
19 y p—e=R*(5y) est une application vaguement continue de Y dans SI(X) .

20 Pour tout y de 3(X) , le support de R*(sy) est contenu dans @nl(y) .

La question qui se pose maintenant est de savoir si l'on peut déterminer les
fonctions & selon lesquelles il existe un exave linéaire. Nous renvoyons au cha-

pitre IV du mémoire de DHOMBRES [3] pour la démonstration du théoréme suivant.

4.4, THéOREME. -‘§i & est une fonction continue ouverte du compact métrisable

X dans un compact Y , il existe un exave linéaire de Markov selon & .

Ce théordme signifie qu'une relation d'équivalence ouverte et fermée sur un espa-

ce compact métrisable est moyennable.

Le théordme 4.4, s'étend par produit infini.

4.5, THEOREME. - Soit Pi (i € I) une famille d'exaves lindaires de Markov

selon Qi y OU Qi : Xi —G'Yi est continue, ouverte, et ol Xi est compact mé-

trisable et Yi compact. Il existe un exave linéaire de Markov selon

e ML X, —TL__71. .
1

iel iel i

§ = )

i€l i
Le probldme général de l'existence d'un exave lindaire selon § reste ouvert.
Une hypothése de métrisabilité sur Y est insuffisante ; on dit, du reste, qu'un
espace compact Y , image par une application § continue d'un espace de Cantor

généralisé {0 , 1}R , est un espace de Milutin si la relation d'équivalence défi-

nie par § est moyennante. MILUTIN a montré que [0 , 1] est un tel espace ;
PELCZYNSKI a montré qu'un produit topologique d'espaces de Milutin était un espace
de Milutin, et DITOR [4] a démontré l'intéressante généralisation suivante : Tout
espace compact infini est 1'image, par une application & continue, d'un espace
compact totalement discontinu, parfait et de méme poids topologique, ol la relation
d'équivalence associée & § est moyennante. (En ce cas, il existe un exave linédaire

selon § d'aprés la proposition 4.2.)

Seuls quelques aspects de la théorie des opérateurs multiplicativement 1iés ont
été développés ici. En particulier, les opérateurs multiplicativement 1iés définis
sur un espace de Banach fonctionnel ont été laissés de c8té. Nous renvoyons le lec-

teur, pour plus de détails, & la thdse de J. G. DHOMBRES [ 3].
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